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 Mhqanik 
 II MajhmatikoÔ, 5 Septembr�ou 2008Di�rkeia exètash
 2 ½ ¸re
, apant ste ta 3 apì ta 4 jèmataKal  epituq�aJèma 1o:S¸ma m�za
 m kine�tai qwr�
 tribè
 sto eswterikì kwnik 
 epif�-neia
 h opo�a se kulindrikè
 suntetagmène
 (z , ̟ , φ) èqei ex�swsh
z = λ̟, ìpou λ jetik  stajer�. To sÔsthma br�sketai se omoge-nè
 ped�o barÔthta
 g = −gẑ, ìpw
 sto d�pla sq ma.(a) Poi� h Lagrangian tou probl mato
 kai oi exis¸sei
 k�nhsh
gia ti
 ̟(t) kai φ(t)?(b) Sundu�ste ti
 dÔo exis¸sei
 k�nhsh
 kai bre�te mia diaforik ex�swsh deÔterh
 t�xh
 gia thn ̟(t). Bre�te èna olokl rwma au-t 
 th
 ex�swsh
 pou kateb�zei thn t�xh th
 se pr¸th. Poi� hfusik  shmas�a tou oloklhr¸mato
 autoÔ?(g) Bre�te poi� prèpei na e�nai h arqik  taqÔthta th
 m�za
 ¸stena ektele� kuklik  k�nhsh akt�na
 ̟o. Ekfr�ste to apotèlesmasunart sei twn λ, g kai ̟o.
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(d) En¸ to s¸ma ektele� kuklik  k�nhsh ̟ = ̟o me peristrofik  taqÔthta voφ̂, tou prosd�doume mia mikr  taqÔthta
δv ≪ vo me dieÔjunsh p�nw sthn kwnik  epif�neia kai k�jeta sthn vo. Lìgw th
 mikr 
 aut 
 aÔxhsh
 th
 taqÔthta
 henèrgeia aux�netai kat� m|δv|2/2 kai to s¸ma ektele� tal�ntwsh mikroÔ pl�tou
 gÔrw apì thn kuklik  troqi� ̟ = ̟o.Poi� h kuklik  suqnìthta kai h per�odo
 aut 
 th
 tal�ntwsh
 san sun�rthsh twn λ, g kai ̟o? Poiì
 o lìgo
 th
periìdou aut 
 pro
 thn per�odo th
 kuklik 
 k�nhsh
? Poiì to pl�to
 th
 tal�ntwsh
 gia dosmèno |δv|/vo?Jèma 2o:DÔo sÔrmata br�skontai sto ep�pedo Oxy kai èqoun ex�swsh
y = 0 kai y = a+bx2 ant�stoiqa, me a kai b jetikè
 stajerè
.DÔo daqtul�dia �swn maz¸n m1 = m2 = m e�nai perasmènasta dÔo sÔrmata kai mporoÔn na glistroÔn p�nw tou
 qwr�
tribè
, èqonta
 jèsei
 (x1 , 0) kai (x2 , a + bx2

2
). Ta da-qtul�dia e�nai sundedemèna metaxÔ tou
 me idanikì elat riostajer�
 K = mω2

o
, ìpw
 sto d�pla sq ma. Jewr ste tofusikì m ko
 tou elathr�ou mhdenikì kai thn barÔthta ame-lhtèa. Melet ste ti
 mikrè
 talant¸sei
 twn maz¸n gÔrwapì thn eustaj  jèsh isorrop�a
 x1 = x2 = 0. Bre�te ti
idiosuqnìthte
 kai tou
 ant�stoiqou
 fusikoÔ
 trìpou
 ta-l�ntwsh
. Gia k�je fusikì trìpo tal�ntwsh
 perigr�ytethn k�nhsh twn maz¸n (omìrroph   ant�rroph k�nhsh, sqèshplat¸n). m1
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Upìdeixh: De�xte ìti h proseggistik  èkfrash gia thn kinhtik  kai dunamik  enèrgeia e�nai
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.Jèma 3o:'Estw sÔsthma pou perigr�fetai apì dÔo genikeumène
 suntetagmène
 q1 kai q2 kai gia to opo�o h kinhtik  (T ) kai dunamik (V ) enèrgeia d�nontai apì
T (q1 , q2 , q̇1 , q̇2 , t) =

1

2

(

q̇2

1
+ 2q̇2q1 + q̇2

2

)

, V (q1 , q2 , t) = q2

1
+ sin t .(a) Poi� h Lagrangian tou sust mato
? Poiè
 oi genikeumène
 ormè
 p1, p2 pou antistoiqoÔn sti
 suntetagmène
 q1 kai

q2 ant�stoiqa? Diathre�tai k�poia apì autè
?(b) Poi� h Hamiltonian H tou sust mato
? Diathre�tai? An ìqi, bre�te mia posìthta pou apotele� mèro
 th
 H kaidiathre�tai. Ekfr�zei thn olik  enèrgeia?Jèma 4o:Duo swmat�dia me m�ze
 m1 kai m2 èlkontai barutik�. H èlxh aut  antistoiqe� se dunamik  enèrgeia V = −G
m1m2

|r1 − r2|
,ìpou r1 kai r2 oi jèsei
 twn swmatid�wn. Poi� h Lagkranzian  tou sust mato
? Ant� twn r1 kai r2 qrhsimopoi ste ti
suntetagmène
 th
 sqetik 
 jèsh
 r = r1−r2 kai tou kèntrou m�za
 R =

m1r1 + m2r2

m1 + m2

. Poi� h Lagkranzian  se autè
ti
 suntetagmène
? Up�rqoun oloklhr¸mata?


