
4ο σετ ασκήσεων Ηλεκτρομαγνητισμού Ι

1 : (α) Πρόβλημα 3.26 από Griffiths:
Μια σφαίρα ακτίνας R, με κέντρο στην αρχή

των αξόνων, φέρει πυκνότητα φορτίου ρ(r, θ) =

k
R

r2
(R− 2r) sin θ, όπου k είναι μία σταθερά και r,

θ είναι οι γνωστές σφαιρικές συντεταγμένες. Βρείτε

το προσεγγιστικό δυναμικό για σημεία του άξονα z,
μακριά από τη σφαίρα.

(β) Επαναλάβατε για σημεία πάνω στον x άξονα.

Δίνεται ο τετραπολικός όρος του πολυπολικού ανα-

πτύγματος Vτετρ =
1

4πε0

1

r3

y
r′2P2 (r̂ · r̂′) ρ(~r′)dτ ′

με P2 (r̂ · r̂′) =
3 (r̂ · r̂′)2 − 1

2
και το ολοκλήρωμα∫

sin4 θ′ dθ′ =
3θ′

8
− sin(2θ′)

4
+

sin(4θ′)

32
+ C.

2 : Σε Καρτεσιανό σύστημα έχουμε τρία φορτία +q
στις θέσεις (0, 0, 0), (−a, a, 0), (a,−a, 0) και δύο

φορτία −q στις θέσεις (a, a, 0), (−a,−a, 0).
(α) Ποιος ο προσεγγιστικός τύπος για το δυναμικό

V ≈ V0(r) σε αποστάσεις r � a από το (0, 0, 0);
(β) Κρατώντας και την επόμενη διόρθωση, δείξτε ότι

η έκφραση του δυναμικού σε σφαιρικές συντεταγμέ-

νες είναι V ≈ V0(r)

(
1− 12

a2

r2
sin2 θ sinφ cosφ

)
.

3 : Σφαιρικός φλοιός απειροστού πάχους και ακτίνας

R είναι φορτισμένος με φορτίο επιφανειακής πυκνό-

τητας σ(θ) (όπου θ η σφαιρική συντεταγμένη συστή-

ματος με αρχή το κέντρο του φλοιού).

(α) Αν η ακτινική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου

πάνω στο επίπεδο του ισημερινού θ = π/2 είναι

μηδέν, δηλαδή Er(r , θ = π/2) = 0, ποιο είναι το

συνολικό φορτίο του φλοιού;

(β) Αν έξω από το φλοιό η ακτινική συνιστώσα του

ηλεκτρικού πεδίου πάνω στον ημιάξονα συμμετρίας

θ = 0 είναι Er(r > R , θ = 0) = E0

(
R
r

)5
, ποια η

διπολική ροπή του φλοιού;

(γ) Ποια η επιφανειακή πυκνότητα σ(θ) αν ξέρουμε

ότι Er(r < R , θ = 0) = −3
4
E0

(
r
R

)2
;

Υπόδειξη: Η λύση της εξίσωσης Laplace

V (r , θ) =
∞∑
`=0

1

r`+1
b`P` (cos θ) έξω από κάποια αξι-

συμμετρική κατανομή φορτίου είναι ισοδύναμη με το

πολυπολικό ανάπτυγμα

V (r , θ) =
1

4πε0

∞∑
`=0

1

r`+1

∫
(r′)

`
P` (r̂ · r̂′) dq.

Δίνονται τα πολυώνυμα Legendre P0(x) = 1,

P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2−1), P3(x) =

1

2
(5x3−3x)

και η τιμή τους P`(1) = 1.

4 : Δύο γειωμένα αγώγιμα ημιεπίπεδα βρίσκονται

στις θέσεις φ = 0 και φ = a σε κυλινδρικές συντε-

ταγμένες ($ ,φ , z), δηλ. σχηματίζουν γωνία a μετα-

ξύ τους. Στη θέση $ = R, δηλ. σε απόσταση R από

τον κοινό άξονα των επιπέδων (τον άξονα z), βρίσκε-
ται ηλεκτρόδιο σε δυναμικό V0. (Μονωτικά στρώ-

ματα εμποδίζουν το ηλεκτρόδιο να έρθει σε επαφή με

τα γειωμένα επίπεδα.)

V=0

V=0

V0

α

(α) Δείξτε ότι το δυναμικό στην περιοχή που περι-

κλείεται από το ηλεκτρόδιο και τα επίπεδα είναι V =
4V0
π

∞∑
n=1,3,5,...

1

n

(
$

R

)nπ/a
sin

(
nπφ

a

)
.

Υπόδειξη: Χωρίστε τις μεταβλητές στη συνάρτηση

του δυναμικού V = Π($) Φ(φ), δείτε τι δίνει η εξί-

σωση Laplace, αλλά μην απαιτήσετε η συνάρτηση

Φ(φ) να έχει περίοδο 2π. Αντ΄ αυτού απαιτήσετε

Φ(φ = 0) = 0 και Φ(φ = a) = 0.
(β) Δείξτε ότι το αποτέλεσμα γράφεται σε κλειστή

μορφή V =
2V0
π

arctan
2 ($/R)π/a sin (πφ/a)

1− ($/R)2π/a
.

Παρατήρηση: Το πρόβλημα είναι όμοιο με το παρά-

δειγμα 3.3 του Griffiths, σχέση 3.36, με y → φ και

x → ln(R/$). Γενικότερα τα προβλήματα επίλυ-

σης της εξίσωσης Laplace με κυλινδρική συμμετρία

σε χωρίο {φ1 < φ < φ2 , $1 < $ < $2} των κυλιν-

δρικών συντεταγμένων είναι όμοια με αυτά των διδιά-

στατων καρτεσιανών σε χωρίο {y1 < y < y2 , x1 <
x < x2} διότι η εξίσωση Laplace γράφεται όπως στις

καρτεσιανές με x = ln$, y = φ.

5 : Θέμα 1
o
από εξέταση της 2/10/2015:

Ημικύλινδρος απείρου μήκους έχει ως συντεταγμένες

0 < $ < b, 0 < φ < π, −∞ < z < +∞ και δυνα-

μικά στην επιφάνειά του όπως στο σχήμα (με V0 =
σταθ.).

0

b

O

V

Να βρεθεί το δυναμικό στο εσωτερικό του.

Υπόδειξη: Δείξτε ότι η εξίσωση Laplace
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1

$

∂

∂$

(
$
∂V

∂$

)
+

1

$2

∂2V

∂φ2
= 0 με τον μετασχηματι-

σμό $ = be−λ ⇔ λ = ln
b

$
γίνεται

∂2V

∂λ2
+
∂2V

∂φ2
= 0

και άρα προκύπτει το γνωστό πρόβλημα του επόμε-

νου σχήματος στις συντεταγμένες λ και φ.

O

V0

λ

φ

π

6 : Θέμα 1
o
από εξέταση της 1/10/2012:

(α) Δείξτε ότι η συνάρτηση V (θ) = A ln [cot (θ/2)]+
B (σε σφαιρικές συντεταγμένες), όπου A και B στα-

θερές, είναι αρμονική (δηλ. ικανοποιεί την εξίσωση

Laplace).

0

V=0

z

V=V

0
θ

(β) Βρείτε το ηλεκτροστατικό δυναμικό στο χώρο

μεταξύ της επιφάνειας κώνου και άπειρης γειωμένης

πλάκας. Ο κώνος έχει τον άξονά του κάθετο στην

πλάκα, την κορυφή του σε μονωμένη επαφή με την

πλάκα και έχει φορτιστεί σε σταθερό δυναμικό V0.
Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε σαν γενική λύση την

συνάρτηση του ερωτήματος (α).

7 : Αγωγός με ελλειψοειδές σχήμα
x2 + y2

b2
+
z2

c2
= 1

είναι φορτισμένος με φορτίο Q.

(α) Ποια η κατανομή φορτίου στην επιφάνειά του και

ποιο το ηλεκτρικό πεδίο που δημιουργεί;

Υπόδειξη: Ανάλογα με το αν b > c ή b < c μπορούν

να χρησιμοποιηθούν γεωειδείς ή ωοειδείς σφαιροει-

δείς συντεταγμένες (δες παρακάτω).
1

Από τη μορ-

φή που έχει η Laplacian φαίνεται ότι η λύση για το

πρόβλημα αυτό είναι της μορφής V = V (µ). Προσ-

διορίστε τη σταθερά ολοκλήρωσης στην έκφραση της

dV

dµ
από την συνθήκη πολύ μακρυά από τον αγωγό

το πεδίο να είναι ~E ≈ Q

4πε0r2
r̂.

Επιλέγοντας κατάλληλα τις σταθερές b και c βρείτε:

(β) τη συνολική (και από τις δυο πλευρές) επιφανεια-

κή πυκνότητα σ($) σε αγώγιμο κυκλικό δίσκο ακτί-

νας R,

(γ) τη συνολική γραμμική πυκνότητα φορτίου λ(z)
σε ένα ραβδόμορφο αγωγό.

8 : Σημειακό φορτίο q βρίσκεται σε θέση ~r από ένα

ιδανικό δίπολο ροπής ~p. Το δίπολο δημιουργεί πεδίο

~Ed =
3 (~p · ~r)~r − r2~p

4πε0r5
στη θέση του q, οπότε ασκεί

δύναμη ~Fq = q ~Ed και ροπή ~Nq = ~r × ~Fq στο φορτίο.

(α) Δείξτε ότι η δύναμη και η ροπή που ασκεί το φορ-

τίο στο δίπολο είναι ~Fd = −~Fq, ~Nd = − ~Nq.

(β) ΄Εστω το ~p είναι στερεωμένο στην αρχή συστή-

ματος συντεταγμένων Oxyz του οποίου ο άξονας z
είναι ομόρροπος με την ~p. Σε ποιες θέσεις του φορ-

τίου η δύναμη ~Fq είναι κάθετη στον άξονα z και έχει

φορά προς σημείο του άξονα αυτού;

9 : Ηλεκτρικό δίπολο ~p1 = p1ŷ είναι στερεωμένο

στο κέντρο συστήματος συντεταγμένων Oxyz. ΄Ενα

δεύτερο δίπολο ~p2 = p2x̂ είναι ελεύθερο να κινείται

στην ευθεία z = 0, y = b (με b =σταθερό) χωρίς να

αλλάζει η διπολική του ροπή.

(α) Ποια η δύναμη που ασκείται στο ~p2 στη διεύθυνση

της ευθείας πάνω στην οποία κινείται;

(β) Ποια η ενέργεια αλληλεπίδρασης των διπόλων;

(γ) Ποιο σημείο της ευθείας αποτελεί σημείο ευστα-

θούς ισορροπίας του ~p2;

10 : Θέμα 2
o
από εξέταση της 6/2/2012:

΄Ενα ηλεκτρικό δίπολο με διπολι-

κή ροπή ~p1 = p1ẑ βρίσκεται στην

αρχή των αξόνων. ΄Ενα δεύτερο

δίπολο διπολικής ροπής ~p2 = p2ẑ
βρίσκεται πάνω στον άξονα z και

σε απόσταση d από την αρχή.

Βρείτε την δύναμη μεταξύ τους.

Είναι ελκτική ή απωστική;

d

1

p
2

p

z

x

y

1
Μια άλλη μέθοδος επίλυσης μπορεί να βρεθεί στο βιβλίο του William Ralph Smythe, Static and Dynamic Electricity,

3rd edition, (McGraw-Hill Book Company), σελ. 121-124.
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ

Καρτεσιανές (x, y, z) Κυλινδρικές ($,φ, z) Σφαιρικές (r, θ, φ) x = $ cosφ
y = $ sinφ
z = z


 x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ
z = r cos θ


~v vxx̂+ vy ŷ + vz ẑ v$$̂ + vφφ̂+ vz ẑ vr r̂ + vθ θ̂ + vφφ̂

~∇f ∂f

∂x
x̂+

∂f

∂y
ŷ +

∂f

∂z
ẑ

∂f

∂$
$̂ +

1

$

∂f

∂φ
φ̂+

∂f

∂z
ẑ

∂f

∂r
r̂ +

1

r

∂f

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂f

∂φ
φ̂

~∇ · ~v ∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

1

$

∂ ($v$)

∂$
+

1

$

∂vφ
∂φ

+
∂vz
∂z

1

r2
∂
(
r2vr

)
∂r

+
1

r sin θ

∂ (vθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂vφ
∂φ

~∇× ~v

(
∂vz
∂y
− ∂vy

∂z

)
x̂+(

∂vx
∂z
− ∂vz

∂x

)
ŷ+(

∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

)
ẑ

(
1

$

∂vz
∂φ
− ∂vφ

∂z

)
$̂+(

∂v$
∂z
− ∂vz
∂$

)
φ̂+

1

$

[
∂ ($vφ)

∂$
− ∂v$

∂φ

]
ẑ

1

r sin θ

[
∂ (vφ sin θ)

∂θ
− ∂vθ
∂φ

]
r̂+

1

r

[
1

sin θ

∂vr
∂φ
− ∂ (rvφ)

∂r

]
θ̂+

1

r

[
∂ (rvθ)

∂r
− ∂vr

∂θ

]
φ̂

~∇2f
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
1

$

∂

∂$

(
$
∂f

∂$

)
+

1

$2

∂2f

∂φ2
+
∂2f

∂z2
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂φ2

d~l dxx̂+ dyŷ + dzẑ d$$̂ +$dφφ̂+ dzẑ drr̂ + rdθθ̂ + r sin θdφφ̂

d~a dydzx̂+ dxdzŷ + dxdyẑ $dφdz$̂ + d$dzφ̂+$d$dφẑ r2 sin θdθdφr̂ + r sin θdrdφθ̂ + rdrdθφ̂
dτ dxdydz $d$dφdz r2 sin θdrdθdφ

Γεωειδείς σφαιροειδείς συντεταγμένες (µ , φ , ν)

Είναι ορθογώνιες καμπυλόγραμμες συντεταγμένες που ορίζονται από τις παρακάτω σχέσεις, με a θετική

σταθερά και µ ≥ 0, 0 ≤ φ < 2π, −π/2 ≤ ν ≤ π/2

x = a coshµ cos ν cosφ
y = a coshµ cos ν sinφ
z = a sinhµ sin ν

⇔


x2 + y2

a2 cosh2 µ
+

z2

a2 sinh2 µ
= 1 (ελλειψοειδές)

y cosφ− x sinφ = 0 (επίπεδο)
x2 + y2

a2 cos2 ν
− z2

a2 sin2 ν
= 1 (μονόχωνο υπερβολοειδές)


⇔



µ = arcsinh

√√√√√
√√√√(x2 + y2 + z2 − a2

2a2

)2

+
z2

a2
+
x2 + y2 + z2 − a2

2a2

φ =

{
κοινή λύση των cosφ =

x√
x2 + y2

, sinφ =
y√

x2 + y2

}

ν =
z

|z|
arcsin

√√√√√
√√√√(x2 + y2 + z2 − a2

2a2

)2

+
z2

a2
− x2 + y2 + z2 − a2

2a2

Τα στοιχεία μήκους και τα μοναδιαία γράφονται

hµ = a
√

sinh2 µ+ sin2 ν , µ̂ =
sinhµ cos ν (cosφ x̂+ sinφ ŷ) + coshµ sin νẑ√

sinh2 µ+ sin2 ν

hφ = a coshµ cos ν , φ̂ = − sinφ x̂+ cosφ ŷ

hν = a
√

sinh2 µ+ sin2 ν , ν̂ = µ̂× φ̂


το στοιχειώδες μήκος είναι d~r = hµdµµ̂+ hφdφφ̂+ hνdνν̂

ενώ η Laplacian ∇2V =
1

hµhφhν

[
∂

∂µ

(
hφhν
hµ

∂V

∂µ

)
+

∂

∂φ

(
hµhν
hφ

∂V

∂φ

)
+

∂

∂ν

(
hµhφ
hν

∂V

∂ν

)]
=

1

a2
(
sinh2 µ+ sin2 ν

) [ 1

coshµ

∂

∂µ

(
coshµ

∂V

∂µ

)
+

1

cos ν

∂

∂ν

(
cos ν

∂V

∂ν

)]
+

1

a2 cosh2 µ cos2 ν

∂2V

∂φ2

και η κλίση ~∇V =
1

hµ

∂V

∂µ
µ̂+

1

hφ

∂V

∂φ
φ̂+

1

hν

∂V

∂ν
ν̂.
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Ωοειδείς σφαιροειδείς συντεταγμένες (µ , ν , φ)

Είναι ορθογώνιες καμπυλόγραμμες συντεταγμένες που ορίζονται από τις παρακάτω σχέσεις, με a θετική

σταθερά και µ ≥ 0, 0 ≤ ν ≤ π, 0 ≤ φ < 2π

x = a sinhµ sin ν cosφ
y = a sinhµ sin ν sinφ
z = a coshµ cos ν

⇔


x2 + y2

a2 sinh2 µ
+

z2

a2 cosh2 µ
= 1 (ελλειψοειδές)

z2

a2 cos2 ν
− x2 + y2

a2 sin2 ν
= 1 (δίχωνο υπερβολοειδές)

y cosφ− x sinφ = 0 (επίπεδο)


⇔



µ = arcsinh

√√√√√x2 + y2 + z2 − a2

2a2
+

√√√√(x2 + y2 + z2 − a2

2a2

)2

+
x2 + y2

a2

ν = arccos

 z|z|
√√√√√x2 + y2 + z2 + a2

2a2
−

√√√√(x2 + y2 + z2 − a2

2a2

)2

+
x2 + y2

a2


φ =

{
κοινή λύση των cosφ =

x√
x2 + y2

, sinφ =
y√

x2 + y2

}

Τα στοιχεία μήκους και τα μοναδιαία γράφονται

hµ = a
√

sinh2 µ+ sin2 ν , µ̂ =
coshµ sin ν (cosφ x̂+ sinφ ŷ) + sinhµ cos νẑ√

sinh2 µ+ sin2 ν

hν = a
√

sinh2 µ+ sin2 ν , ν̂ =
sinhµ cos ν (cosφ x̂+ sinφ ŷ)− coshµ sin νẑ√

sinh2 µ+ sin2 ν

hφ = a sinhµ sin ν , φ̂ = − sinφ x̂+ cosφ ŷ = µ̂× ν̂


το στοιχειώδες μήκος είναι d~r = hµdµµ̂+ hνdνν̂ + hφdφφ̂

ενώ η Laplacian ∇2V =
1

hµhνhφ

[
∂

∂µ

(
hνhφ
hµ

∂V

∂µ

)
+

∂

∂ν

(
hµhφ
hν

∂V

∂ν

)
+

∂

∂φ

(
hµhν
hφ

∂V

∂φ

)]
=

1

a2
(
sinh2 µ+ sin2 ν

) [ 1

sinhµ

∂

∂µ

(
sinhµ

∂V

∂µ

)
+

1

sin ν

∂

∂ν

(
sin ν

∂V

∂ν

)]
+

1

a2 sinh2 µ sin2 ν

∂2V

∂φ2

και η κλίση ~∇V =
1

hµ

∂V

∂µ
µ̂+

1

hν

∂V

∂ν
ν̂ +

1

hφ

∂V

∂φ
φ̂.
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ΛΥΣΕΙΣ:

1 : (α)

(β) Για σημεία πάνω στον άξονα x, είναι ~r = xx̂

και r̂ =
x

|x|
x̂ = ±x̂. ΄Αρα r̂ · r̂′ = ± sin θ′ cosφ′

(διότι το μοναδιαίο προς τυχαίο σημείο της κατα-

νομής με σφαιρικές συντεταγμένες (r′, θ′, φ′) είναι

r̂′ = sin θ′ cosφ′x̂+ sin θ′ sinφ′ŷ + cos θ′ẑ).
Μονοπολικός όρος δεν υπάρχει αφού Vμον =

1

4πε0r

y
P0 (r̂ · r̂′) ρ(~r ′)dτ ′ και με τις αντικατα-

στάσεις P0 (r̂ · r̂′) = 1, ρ(~r ′) = k
R

r′2
(R− 2r′) sin θ′,

dτ ′ = r′2 sin θ′dr′dθ′dφ′ και ολοκληρώνοντας στα δια-

στήματα r ∈ [0, R], θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π] βρίσκουμε

Vμον=
kR

4πε0r

∫ R

0
(R− 2r′) dr′

∫ π

0
sin2 θ′dθ′

∫ 2π

0
dφ′=0.

Διπολικός όρος δεν υπάρχει γιατί Vδιπ =
1

4πε0r2

y
r′P1 (r̂ · r̂′) ρ(~r ′)dτ ′ και αντικαθιστώντας

P1 (r̂ · r̂′) = r̂ · r̂′ = ± sin θ′ cosφ′ βρίσκουμε Vδιπ =

± kR

4πε0x2

∫ R

0
r′(R−2r′)dr′

∫ π

0
sin3 θ′dθ′

∫ 2π

0
cosφ′dφ′=0.

Αντικαθιστώντας στην έκφραση του Vτετρ το πολυώ-

νυμο P2 (r̂ · r̂′) =
3 sin2 θ′ cos2 φ′ − 1

2
βρίσκουμε

Vτετρ =
kR

8πε0|x|3

−R4/6︷ ︸︸ ︷∫ R

0

(
Rr′2 − 2r′3

)
dr′ ×3

∫ π

0
sin4 θ′dθ′︸ ︷︷ ︸
3π/8

∫ 2π

0
cos2 φ′dφ′︸ ︷︷ ︸
π

−
∫ π

0
sin2 θ′dθ′︸ ︷︷ ︸
π/2

∫ 2π

0
dφ′︸ ︷︷ ︸

2π


= − kπR5

384ε0|x|3
.

Θα μπορούσαμε να βρούμε τους όρους του πολυ-

πολικού αναπτύγματος του δυναμικού αφού πρώτα

βρούμε το φορτίο, την διπολική ροπή και την τετρα-

πολική ροπή της κατανομής.

Το φορτίο της κατανομής είναι q =
y

ρ(~r ′)dτ ′ =

kR
∫ R

0
(R− 2r′) dr′

∫ π

0
sin2 θ′dθ′

∫ 2π

0
dφ′ = 0, άρα δεν

υπάρχει μονοπολικός όρος Vμον =
q

4πε0r
.

Η διπολική ροπή της κατανομής είναι ~p =
∫
~r ′dq = 0

λόγω συμμετρίας, αφού η πυκνότητα σε οποιαδήποτε

ζεύγη θέσεων ±~r ′ είναι ίδια (αν η θέση ~r ′ αντι-

στοιχεί σε σφαιρικές συντεταγμένες r′, θ′, φ′, δηλ.

~r ′ = r′ sin θ′ cosφ′x̂ + r′ sin θ′ sinφ′ŷ + r′ cos θ′ẑ,
τότε το αντίθετο διάνυσμα θέσης −~r ′ αντιστοιχεί σε
σφαιρικές συντεταγμένες r′, π − θ′, φ′ + π), οπότε

για κάθε ~r ′ η συνεισφορά ~r ′ρ(~r ′)dτ ′ στην διπολική

ροπή αναιρείται από τη συνεισφορά από το αντίθετο

διάνυσμα θέσης).

Το ίδιο προκύπτει από ~p =
y

~r ′ρ(~r ′)dτ ′ αν αντικα-

ταστήσουμε ~r ′ = r′ sin θ′ cosφ′x̂ + r′ sin θ′ sinφ′ŷ +
r′ cos θ′ẑ, οπότε βρίσκουμε τις συνιστώσες px =

kR
∫ R

0
r′ (R− 2r′) dr′

∫ π

0
sin3 θ′dθ′

∫ 2π

0
cosφ′dφ′, py =

kR
∫ R

0
r′ (R− 2r′) dr′

∫ π

0
sin3 θ′dθ′

∫ 2π

0
sinφ′dφ′, pz =

kR
∫ R

0
r′ (R− 2r′) dr′

∫ π

0
sin2 θ′ cos θ′dθ′

∫ 2π

0
dφ′ και

όλες προκύπτουν μηδέν.

Ο τετραπολικός όρος του δυναμικού μπορεί να γρα-

φεί μέσω της τετραπολικής ροπής της κατανομής

Qij =
y (

3x′ix
′
j − r′2δij

)
ρ(~r ′)dτ ′, όπου x1 = x,

x2 = y, x3 = z, σαν Vτετρ =
1

4πε0

1

r5

3∑
i,j=1

1

2
Qijxixj,

ή ισοδύναμα Vτετρ =
1

4πε0

1

r3
1

2
r̂ ·Q · r̂ με τον τανυστή

δεύτερης τάξης Q =
y (

3~r ⊗ ~r − r2I
)
ρ(~r)dτ .

Αυτό γιατί 3 (r̂ · ~r ′)2 − r′2 = 3
3∑
i=1

xi
r
x′i

3∑
j=1

xj
r
x′j −

r′2
3∑
j=1

(
xj
r

)2

=
3∑

i,j=1

(
3x′ix

′
j − r′2δij

) xi
r

xj
r
, το

οποίο γράφεται και σαν γινόμενο πινάκων

[
x

r

y

r

z

r

] 3x2 − r2 3xy 3xz
3xy 3y2 − r2 3yz
3xz 3yz 3z2 − r2



x

r
y

r
z

r

,

οπότε Vτετρ =
1

4πε0

1

r3

y 3 (r̂ · ~r ′)2 − r′2

2
ρ(~r ′)dτ ′ =

1

4πε0

1

r3

3∑
i,j=1

1

2
Qij

xi
r

xj
r
. Για τη δεδομένη κατανομή

είναι Q =
∫  3x2 − r2 3xy 3xz

3xy 3y2 − r2 3yz
3xz 3yz 3z2 − r2

 dq,
με στοιχεία:

Q11 =
y (

3 sin2 θ cos2 φ− 1
)
ρ(~r)r4 sin θdrdθdφ =

−π
2kR5

48
, Q12 =

y
3 sin3 θ cosφ sinφρ(~r)r4drdθdφ =

0, Q13 =
y

3 sin2 θ cosφ cos θρ(~r)r4drdθdφ = 0,

Q23 =
y

3 sin2 θ sinφ cos θρ(~r)r4drdθdφ = 0,

Q33 =
y (

3 cos2 θ − 1
)
ρ(~r)r4 sin θdrdθdφ =

π2kR5

24
, ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία προκύπτουν από

το γεγονός ότι ο Q είναι συμμετρικός και με μηδε-

νικό ίχνος (Q22 = −Q11 − Q33 = −π
2kR5

48
),
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δηλ. Q =
π2kR5

48

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 2

. Σε σημεία

του x άξονα είναι xi = xδi1, r = |x|, οπότε

Vτετρ =
1

4πε0

1

|x|5
1

2
Q11x

2 = − kπR5

384ε0|x|3
.

΄Ομοια για σημεία του άξονα z (ερώτημα α), είναι

xi = zδi3, r = |z|, οπότε Vτετρ =
1

4πε0

1

|z|5
1

2
Q33z

2 =

kπR5

192ε0|z|3
.

Σε οποιοδήποτε σημείο (x, y, z) έξω από τη σφαίρα

ο τετραπολικός όρος είναι Vτετρ =
~r ·Q · ~r
8πε0r5

=

πkR5

384ε0r5

[
x y z

] −1 0 0
0 −1 0
0 0 2


 x
y
z

 =

πkR5 (2z2 − x2 − y2)
384ε0(x2 + y2 + z2)5/2

=
πkR5 (3 cos2 θ − 1)

384ε0r3
.

΄Οπως αναμενόταν μιας και η κατανομή φορτίου

είναι αξισυμμετρική, το αποτέλεσμα είναι ανάλογο

της αξισυμμετρικής λύσης της εξίσωσης Laplace
1

r`+1
P`(cos θ) με ` = 2.

2 : ΄Εστω q1 = q2 = q3 = +q, q4 = q5 = −q
και οι θέσεις ~r1 = 0, ~r2 = −ax̂ + aŷ, ~r3 = ax̂ − aŷ,
~r4 = ax̂+aŷ, ~r5 = −ax̂−aŷ, με ~r3 = −~r2, ~r5 = −~r4.
(α) Το συνολικό φορτίο δεν είναι μηδέν, επομένως σε

μεγάλες αποστάσεις κυριαρχεί ο μονοπολικός όρος

V ≈ Vμον =
1

4πε0

1

r

5∑
i=1

qi =
q

4πε0r
.

(β) Η διπολική ροπή είναι ~p =
5∑
i=1

qi~ri = 0, επομένως

ο διπολικός όρος Vδιπ =
1

4πε0

~p · r̂
r2

μηδενίζεται.

Αλλιώς: Vδιπ =
1

4πε0

1

r2

5∑
i=1

qi ri P1 (r̂ · r̂i)︸ ︷︷ ︸
r̂·r̂i︸ ︷︷ ︸
r̂·~ri

=

1

4πε0

1

r2
r̂ ·

5∑
i=1

qi~ri = 0.

Ο τετραπολικός όρος Vτετρ =
1

4πε0

1

r3

5∑
i=1

qir
2
iP2 (r̂ · r̂i),

με r2iP2 (r̂ · r̂i) = r2i
3 (r̂ · r̂i)2 − 1

2
=

3 (r̂ · ~ri)2 − r2i
2

,

r̂ = sin θ cosφ x̂ + sin θ sinφ ŷ + cos θ ẑ, r1 = 0,
r2 = r3 = r4 = r5 = a

√
2, r̂ · ~r1 = 0,

r̂ · ~r2 = −a sin θ cosφ+ a sin θ sinφ, r̂ · ~r3 = −r̂ · ~r2,
r̂ ·~r4 = a sin θ cosφ+a sin θ sinφ, r̂ ·~r5 = −r̂ ·~r4, γρά-
φεται Vτετρ =

q

4πε0

1

r3

(
−12a2 sin2 θ sinφ cosφ

)
=

q

4πε0r

(
−12

a2

r2
sin2 θ sinφ cosφ

)
, οπότε η προσεγ-

γιστική έκφραση του δυναμικού είναι το άθροισμα

του μονοπολικού και του τετραπολικού όρου, δηλ.

V ≈ q

4πε0r

(
1− 12

a2

r2
sin2 θ sinφ cosφ

)
.

Το ίδιο μπορεί να βρεθεί κατευθείαν από το ανά-

πτυγμα Taylor της έκφρασης του δυναμικού V =
5∑
i=1

1

4πε0

qi
|~r − ~ri|

=
5∑
i=1

1

4πε0

qi√
r2 − 2~r · ~ri + r2i

=

1

4πε0r

5∑
i=1

qi√
1− 2r̂ · ~ri

r
+
r2i
r2

ως προς
a

r
.

3 : Απαιτώντας το δυναμικό να μην απειρίζεται στα

r = 0 και r = ∞, να μηδενίζεται για r = ∞ και να

είναι συνεχές στην ακτίνα r = R έχουμε

V =



∞∑
`=0

b`
R2`+1

r`P`(cos θ) , αν r ≤ R

∞∑
`=0

b`
r`+1

P`(cos θ) , αν r ≥ R

Η άλλη οριακή συνθήκη στην ακτίνα r = R σχετί-

ζεται με την ασυνέχεια της Er συνιστώσας του πεδίου

Er = −∂V
∂r

=


−
∞∑
`=0

`b`
R2`+1

r`−1P`(cos θ) , αν r < R

∞∑
`=0

(`+ 1)b`
r`+2

P`(cos θ) , αν r > R

Η ασυνέχεια της Er δίνει την ακόλουθη έκφραση της

επιφανειακής πυκνότητας φορτίου του φλοιού

σ(θ) = ε0
∞∑
`=0

(2`+ 1)b`
R`+2

P`(cos θ).

(α) Πρέπει −
∞∑
`=0

`b`
R2`+1

r`−1P`(0) για κάθε r < R

και

∞∑
`=0

(`+ 1)b`
r`+2

P`(0) = 0 για κάθε r > R, οπότε

πρέπει να είναι b`P`(0) = 0 για κάθε `. Για ` = 0
είναι a0 = 0 (αφού P0(0) = 1 6= 0).2 Αυτό σημαίνει

ότι δεν υπάρχει ο μονοπολικός όρος στο πολυπολικό

ανάπτυγμα του δυναμικού
Q

4πε0r
(που αντιστοιχεί

στον όρο

[
b`
r`+1

P`(cos θ)

]
`=0

της λύσης για r > R,

με b0 =
Q

4πε0
) και άρα το συνολικό φορτίο της κατα-

νομής (του φλοιού) είναι μηδέν.

Αλλιώς: Το συνολικό φορτίο του φλοιού είναι

Q =
x

σda = R2
∫ π

0
σ(θ) sin θdθ

∫ 2π

0
dφ

2
Γενικότερα η σχέση b`P`(0) = 0 συνεπάγεται ότι όλα τα b` με άρτια ` πρέπει να μηδενίζονται. Αυτό γιατί η τιμή των

πολυωνύμων Legendre P`(0) είναι μηδέν για περιττό ` (τα P`(x) είναι περιττά αν ` περιττό) και μη μηδενική για άρτιο `.
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= 2πε0
∞∑
`=0

(2`+ 1)b`
R`

∫ π

0
P`(cos θ) sin θdθ︸ ︷︷ ︸∫ 1

−1
P`(x)P0(x)dx

.

Από τη σχέση ορθογωνιότητας των πολυωνύμων

Legendre το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι μη μηδε-

νικό μόνο για ` = 0, οπότε το συνολικό φορτίο

προκύπτει Q = 4πε0b0.

(β)

∞∑
`=0

(`+ 1)b`
r`+2

P`(1) = E0

(
R

r

)5

⇔

b` =
R5E0

4
δ`3. Ο διπολικός όρος στο πολυπολικό

ανάπτυγμα του δυναμικού
p cos θ

4πε0r2
αντιστοιχεί στον

όρο

[
b`
r`+1

P`(cos θ)

]
`=1

της λύσης για r > R, με

b1 =
p

4πε0
. Αφού b1 = 0 η διπολική ροπή του φλοιού

είναι μηδέν.

Αλλιώς: Η διπολική ροπή του φλοιού εί-

ναι ~p =
x

~rσda. Αντικαθιστώντας

~r = R sin θ cosφx̂+R sin θ sinφŷ+R cos θ βρίσκουμε

px = ~p · x̂ = R3
∫ π
0 σ(θ) sin2 θdθ

∫ 2π
0 cosφdφ = 0,

py = ~p · ŷ = R3
∫ π
0 σ(θ) sin2 θdθ

∫ 2π
0 sinφdφ = 0,

pz = ~p · ẑ = R3
∫ π
0 σ(θ) sin θ cos θdθ

∫ 2π
0 dφ

= 2πε0
∞∑
`=0

(2`+ 1)b`
R`−1

∫ π

0
P`(cos θ) sin θ cos θdθ︸ ︷︷ ︸∫ 1

−1
P`(x)P1(x)dx

.

Από τη σχέση ορθογωνιότητας των πολυωνύμων

Legendre το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι μη μηδενι-

κό μόνο για ` = 1, οπότε η διπολική ροπή προκύπτει

~p = 4πε0b1ẑ.

(γ) −
∞∑
`=0

`b`
R2`+1

r`−1P`(cos θ) = −3

4
E0

(
r

R

)2

⇔

b` =
R5E0

4
δ`3. ΄Αρα σ =

7

4
ε0E0P3(cos θ) =

7

8
ε0E0

(
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
.

4 : (α) Η εξίσωση Laplace σε κυλινδρικές συντεταγ-

μένες και για κυλινδρικά συμμετρικό δυναμικό V =

V ($,φ) γράφεται
1

$

∂

∂$

(
$
∂V

∂$

)
+

1

$2

∂2V

∂φ2
= 0.

Με χωρισμό μεταβλητών V = Π($) Φ(φ) καταλή-

γουμε στην
$

Π

d

d$

(
$
dΠ

d$

)
︸ ︷︷ ︸

C

+
1

Φ

d2Φ

dφ2︸ ︷︷ ︸
−C

= 0. Η εξί-

σωση ως προς Φ είναι
1

Φ

d2Φ

dφ2
= −C ⇔ d2Φ

dφ2
+CΦ =

0. Για C = 0 έχει λύσεις 1 και φ, για C < 0

έχει λύσεις e
√
−Cφ

και e−
√
−Cφ

και για C > 0

έχει λύσεις sin
(√

Cφ
)

και cos
(√

Cφ
)
. Η απαί-

τηση να μηδενίζεται η λύση για φ = 0, αλλά και

για φ = a μας οδηγεί να επιλέξουμε τη σταθερά

C θετική και σαν λύση μόνο το ημίτονο. Η λύση

αυτή sin
(√

Cφ
)

μηδενίζεται ταυτοτικά στο φ = 0.
Απαιτούμε να μηδενίζεται και στη γωνία φ = a, δηλ.

sin
(√

Ca
)

= 0 ⇔
√
Ca = nπ με n ∈ N?

, οπότε

C =
(
nπ

a

)2

και η λύση είναι η sin
nπφ

a
.

Θα μπορούσαμε αμέσως να γράψουμε τη λύση σαν

επαλληλία των sin
nπφ

a
, αφού από τη θεωρία Fourier

ξέρουμε ότι κάθε συνάρτηση ορισμένη στο διάστημα

φ ∈ (0, a) μπορεί να επεκταθεί σαν περιττή στο

φ ∈ (−a, 0) και στη συνέχεια περιοδική με περίοδο

2a, οπότε αναπτύσσεται στα παραπάνω ημίτονα.

Για κάθε C, η λύση της $
d

d$

(
$
dΠ

d$

)
=
(
nπ

a

)2

Π

είναι επαλληλία των δυνάμεων $±nπ/a. Αυτό μπορεί

να δειχθεί είτε δοκιμάζοντας λύσεις της μορφής $ξ

οπότε καταλήγουμε στο ότι η σταθερά ξ ικανοποιεί

το πολυώνυμο ξ2 = n2π2/a2 ⇔ ξ = ±nπ/a, είτε

αφού κάνουμε πρώτα το μετασχηματισμό x = ln$

οπότε $
d

d$
= $

dx

d$

d

dx
=

d

dx
και η διαφορική απλο-

ποιείται σε
d2Π

dx2
−
(
nπ

a

)2

Π = 0 η οποία είναι γραμμι-

κή ομογενής και έχει λύσεις eξx με ξ2−n2π2/a2 = 0.
Αφού eξx = $ξ

και οι δύο μέθοδοι δίνουν λύση

Π = An$
nπ/a + Bn$

−nπ/a
και για το δυναμικό

V =
∞∑
n=1

(
An$

nπ/a +Bn$
−nπ/a

)
sin

nπφ

a
.

Αλλιώς: Μπορούμε να θέσουμε x = ln$ και

∂

∂$
=

dx

d$

∂

∂x
=

1

$

∂

∂x
, στην εξίσωση Laplace

1

$

∂

∂$
($

∂V

∂$
) +

1

$2

∂2V

∂φ2
= 0, οπότε αυτή αποκτά

μορφή
∂2V

∂x2
+
∂2V

∂φ2
= 0, ίδια με την αντίστοιχη

εξίσωση σε Καρτεσιανές (και λύνεται με χωρισμό

μεταβλητών κατά τα γνωστά).

Οι συντελεστές An και Bn θα βρεθούν από τις υπό-

λοιπες οριακές συνθήκες για το δυναμικό.

Για να μην απειρίζεται το δυναμικό στον άξονα$ = 0
πρέπει Bn = 0.

Η συνθήκη V |$=R = V0 δίνει

∞∑
n=1

AnR
nπ/a sin

nπφ

a
=

V0 η οποία με τέχνασμα Fourier δίνει
∞∑
n=1

AnR
nπ/a

∫ a

0
sin

nπφ

a
sin

mπφ

a
dφ︸ ︷︷ ︸

a
2
δnm

=V0

∫ a

0
sin

mπφ

a
dφ︸ ︷︷ ︸

a
mπ

[1−(−1)m]

⇔ AmR
mπ/aa

2
= V0

a

mπ
[1− (−1)m] οπότε μόνο οι

συντελεστές με περιττό m επιζούν και έχουν τιμή

Am =
4V0
mπ

R−mπ/a. Αντικαθιστώντας στη γενική
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λύση βρίσκουμε τη ζητούμενη μορφή

V =
4V0
π

∞∑
m=1,3,5,...

1

m

(
$

R

)mπ/a
sin

mπφ

a
.

(β) Γράφοντας sin
mπφ

a
= Im eimπφ/a και τους περιτ-

τούς φυσικούς αριθμούς m = 2n+ 1 έχουμε

V =
4V0
π

Im

[ ∞∑
n=0

1

2n+ 1

(
$

R

)(2n+1)π/a

ei(2n+1)πφ/a

]
=

4V0
π

Im

( ∞∑
n=0

z2n+1

2n+ 1

)
όπου z =

(
$

R

)π/a
eiπφ/a.

Το άθροισμα

∞∑
n=0

z2n+1

2n+ 1
=

∞∑
n=0

∫ z

0
z2ndz =∫ z

0

∞∑
n=0

z2n︸ ︷︷ ︸
1

1−z2

dz διότι προέκυψε άθορισμα όρων γεω-

μετρικής προόδου με λόγο μέτρου |z|2 < 1

για $ < R. ΄Αρα V =
4V0
π

Im
∫ z

0

dz

1− z2
=

2V0
π

Im

(∫ z

0

dz

1− z
+
∫ z

0

dz

1 + z

)
=

2V0
π

Im
(

ln
1 + z

1− z

)
.

Γράφοντας τον μιγαδικό
1 + z

1− z
= reiϑ το

αποτέλεσμα είναι V =
2V0
π

Im (ln r + iϑ) =

2V0
π
ϑ. Αρκεί λοιπόν να βρούμε τη φάση του

1 + z

1− z
. Είναι

1 + z

1− z
=

1 +
(
$

R

)π/a
eiπφ/a

1−
(
$

R

)π/a
eiπφ/a

=

[
1 +

(
$

R

)π/a
eiπφ/a

] [
1−

(
$

R

)π/a
e−iπφ/a

]
[
1−

(
$

R

)π/a
eiπφ/a

] [
1−

(
$

R

)π/a
e−iπφ/a

] =

1−
(
$

R

)2π/a

+ 2i
(
$

R

)π/a
sin

πφ

a

1 +
(
$

R

)2π/a

− 2
(
$

R

)π/a
cos

πφ

a

επομένως ϑ =

arctan
2
(
$

R

)π/a
sin

πφ

a

1−
(
$

R

)2π/a
και η κλειστή μορφή του

δυναμικού είναι V =
2V0
π

arctan
2
(
$

R

)π/a
sin

πφ

a

1−
(
$

R

)2π/a
.

5 : Με
∂V

∂$
=

dλ

d$

∂V

∂λ
=

1
d$

dλ

∂V

∂λ
=

1

−be−λ
∂V

∂λ
,

∂

∂$

(
$
∂V

∂$

)
=

dλ

d$

∂

∂λ

(
−∂V
∂λ

)
=

1

be−λ
∂2V

∂λ2
βρί-

σκουμε την ζητούμενη
∂2V

∂λ2
+
∂2V

∂φ2
= 0, που είναι η

εξίσωση Laplace στις «καρτεσιανές» συντεταγμένες

λ και φ. Ο ημικύλινδρος μετασχηματίζεται στο χώρο

0 < λ < +∞, 0 < φ < π, −∞ < z < +∞ με

δυναμικά στα όρια όπως στο δεύτερο σχήμα.

Ο χωρισμός μεταβλητών οδηγεί σε λύση της μορ-

φής V =
∞∑
n=1

Cne
−nλ sin(nφ), η οποία ικανοποιεί τις

σωστές οριακές συνθήκες στις πλευρές φ = 0, φ = π
και λ = +∞. Οι σταθερές Cn προκύπτουν από την

οριακή V |λ=0 = V0 ⇔
∞∑
n=1

Cn sin(nφ) = V0. Με

τέχνασμα Fourier βρίσκουμε Cn =
2V0
πn

[1− (−1)n].

;ρα η λύση είναι V =
∞∑

n=1,3,5,...

4V0
πn

e−n ln(b/$) sin(nφ),

ή V =
∞∑

n=1,3,5,...

4V0
πn

(
$

b

)n
sin(nφ).

Το πρόβλημα θα μπορούσε να λυθεί όπως την

άσκηση 4 (είναι υποπερίπτωσή της για a = π).
Η λύση μπορεί να γραφεί σε κλειστή μορφή V =
2V0
π

arctan
2b$ sinφ

b2 −$2
(για r < b, 0 ≤ φ ≤ π).

΄Ενας άλλος τρόπος λύσης βασίζεται στο θεώ-

ρημα μοναδικότητας. ΄Εστω πρόβλημα Ι είναι αυτό

της παρούσας άσκησης και πρόβλημα ΙΙ η εύρεση

του δυναμικού στο εσωτερικό δύο ημικυλίνδρων,

0 < φ < π και π < φ < 2π, φορτισμένων σε

δυναμικά ±V0 αντίστοιχα, που φτιάχνουν ένα κενό

κυλινδρικό φλοιό (όπως στο θέμα 1 της εξέτασης

28/2/2011). Λόγω συμμετρίας το δυναμικό στο πρό-

βλημα ΙΙ μηδενίζεται στο επίπεδο που χωρίζει τους

ημικυλίνδρους (φ = 0, π). Επομένως στα όρια του

χώρου r < b, 0 ≤ φ ≤ π τα προβλήματα Ι και ΙΙ

έχουν ίδια δυναμικά και το θεώρημα μοναδικότητας

μας εξασφαλίζει ότι και στο εσωτερικό του χώρου

αυτού η λύση θα είναι κοινή.

Το πρόβλημα ΙΙ μπορεί να λυθεί χρησιμοποιών-

τας την γενική λύση της εξίσωσης Laplace σε

κυλινδρικές συντεταγμένες. Κρατώντας τους

όρους που είναι περιττοί και πεπερασμένοι στον

άξονα $ = 0 γράφουμε V =
∞∑
n=1

an$
n sin(nφ).

Η οριακή V |$=b =
∞∑
n=1

anb
n sin(nφ) ={

+V0 , 0 < φ < π
−V0 , π < φ < 2π

με τέχνασμα Fourier δίνει

τους συντελεστές an =
2V0 [1− (−1)n]

πnbn
, οπότε

V =
∞∑

n=1,3,5,...

4V0
πn

(
$

b

)n
sin(nφ).
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6 : (α) Αντικαθιστώντας την δοσμένη V = V (θ)

στην ~∇2V =
1

r2 sin θ

d

dθ
(sin θ

dV

dθ
) βλέπουμε ότι δί-

νει μηδέν (είναι sin θ
dV

dθ
= A

sin θ

cot (θ/2)

d cot (θ/2)

dθ
=

−A sin θ

2 sin(θ/2) cos(θ/2)
= −A).

Ισχύει και το αντίστροφο, δηλ. αν θέλουμε

~∇2V = 0 με V = V (θ) τότε
1

r2 sin θ

d

dθ
(sin θ

dV

dθ
) =

0 ⇔ sin θ
dV

dθ
= −A ⇔ V = −A

∫ dθ

sin θ
=

A ln [cot (θ/2)] +B.

(β) Ψάχνουμε λύση της μορφής V (θ) =
A ln [cot (θ/2)] +B που ικανοποιεί τις οριακές συν-

θήκες V |θ=π/2 = 0 και V |θ=θ0 = V0.
Θέλουμε λύση της Laplace στο χώρο θ ∈ (θ0, π/2)
με σταθερά δυναμικά στα όρια θ = θ0 και θ = π/2,
οπότε είναι λογικό να περιμένουμε η λύση να είναι

συνάρτηση μόνο του θ.
Η πρώτη οριακή δίνει A ln [cot (π/4)] + B = 0 ⇔
B = 0, ενώ η δεύτερη δίνει A ln [cot (θ0/2)] = V0.

΄Αρα η λύση είναι V = V0
ln [cot (θ/2)]

ln [cot (θ0/2)]
.

7 : (α) ΄Εστω b > c, οπότε ο αγωγός έχει σχήμα

γεωειδούς ελλειψοειδούς. Θέτοντας a2 = b2 − c2,
b = a coshµ0, c = a sinhµ0 η εξίσωση του ελλει-

ψοειδούς γράφεται
x2 + y2

a2 cosh2 µ0

+
z2

a2 sinh2 µ0

= 1,

δηλ. µ = µ0 σε γεωειδείς σφαιροειδείς συντεταγμέ-

νες. Στις συντεταγμένες αυτές η λύση της Lapla-
cian η οποία πρέπει να ικανοποιεί οριακές συνθήκες

V (µ0) = σταθερό (το δυναμικό του αγωγού) και

V (µ→∞) = 0 (θεωρώντας το δυναμικό στο άπειρο

μηδέν – γενικότερα μπορεί να είναι μια σταθερά),

είναι της μορφής V = V (µ). Από το τυπολόγιο προ-

κύπτει ότι ∇2V (µ) = 0 ⇔ dV

dµ
= − C

a coshµ
όπου

C σταθερά ολοκλήρωσης. Το ηλεκτρικό πεδίο είναι

~E = −~∇V =
C

hµa coshµ
µ̂. Πολύ μακρυά από τον

αγωγό είναι µ̂ ≈ r̂, r ≈ a coshµ ≈ 1
2
aeµ, hµ ≈ r,

οπότε ~E ≈ C

r2
r̂. Για να ισούται αυτό το πεδίο με

το πεδίο φορτίου Q (όπως «φαίνεται» ο αγωγός από

μεγάλες αποστάσεις) πρέπει C =
Q

4πε0
.

Σε κάθε σημείο έξω από τον αγωγό είναι ~E =
Q

4πε0hµa coshµ
µ̂ =

Q

4πε0a2 coshµ
√

sinh2 µ+ sin2 ν
µ̂.

Μετά από πράξεις μπορούμε να δείξουμε ότι

hµ = a2 sinhµ coshµ

√
x2 + y2

a4 cosh4 µ
+

z2

a4 sinh4 µ
,

οπότε μια άλλη έκφραση του πεδίου είναι

~E =
Q

4πε0a3 cosh2 µ sinhµ

√
x2 + y2

a4 cosh4 µ
+

z2

a4 sinh4 µ

µ̂.

Μια τρίτη έκφραση του πεδίου προκύπτει χρησιμο-

ποιώντας τις ακόλουθες εκφράσεις (που προκύπτουν

από αυτές του τυπολόγιου)

coshµ =

√
($ + a)2 + z2 +

√
($ − a)2 + z2

2a
,

cos ν =

√
($ + a)2 + z2 −

√
($ − a)2 + z2

2a
,

hµ =
[
($ − a)2 + z2

]1/4 [
($ + a)2 + z2

]1/4
,

όπου βέβαια $ =
√
x2 + y2.

Η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου στον αγωγό είναι

σ = ε0
(
~E · µ̂

)
µ=µ+0

=
Q

4πa2 coshµ0

√
sinh2 µ0 + sin2 ν

.

Θέτοντας coshµ0 = b/a, sinhµ0 = c/a, a =√
b2 − c2 και sin ν = z/c βρίσκουμε σ =

Q

4πbc
√

1 + (b2 − c2) z2/c4
. Μια ισοδύναμη έκ-

φραση όπως άμεσα μπορεί να επαληθευτεί (αφού

x2 + y2

b2
+
z2

c2
= 1) είναι η σ =

Q

4πb2c

√
x2 + y2

b4
+
z2

c4

.

Αν b < c, οπότε ο αγωγός έχει σχήμα ωοει-

δούς ελλειψοειδούς, θέτουμε a2 = c2 − b2, c =
a coshµ0, b = a sinhµ0 και χρησιμοποιούμε ωοει-

δείς σφαιροειδείς συντεταγμένες. Ακολουθών-

τας τα ίδια βήματα με πριν καταλήγουμε στην

έκφραση του πεδίου ~E =
Q

4πε0hµa sinhµ
µ̂ =

Q

4πε0a2 sinhµ
√

sinh2 µ+ sin2 ν
µ̂.

΄Οπως και πριν, μπορούμε να δείξουμε ότι hµ =

a2 sinhµ coshµ

√
x2 + y2

a4 sinh4 µ
+

z2

a4 cosh4 µ
, οπότε μια

έκφραση του πεδίου είναι

~E =
Q

4πε0a3 coshµ sinh2 µ

√
x2 + y2

a4 sinh4 µ
+

z2

a4 cosh4 µ

µ̂.

Η επιφανειακή πυκνότητα του αγωγού προκύπτει σ =
Q

4πhµa sinhµ

∣∣∣∣∣
µ=µ0

=
Q

4πb2
√

1 + (c2 − b2) (x2 + y2)/b4

ή σ =
Q

4πb2c

√
x2 + y2

b4
+
z2

c4

.

Μια δεύτερη λύση του προβλήματος στην περίπτωση

b < c βασίζεται στο ότι μια γραμμική κατανομή φορ-

τίου σταθερής πυκνότητας λ και (πεπερασμένου) μή-

κους 2a, δημιουργεί πεδίο του οποίου οι ισοδυναμικές
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επιφάνειες είναι ωοειδή ελλειψοειδή, οπότε μπορεί να

χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των ειδώλων.

Για το πεδίο της γραμμικής κατανομής φορ-

τίου, την οποία τοποθετούμε στον άξονα z,
στο τμήμα −a < z < a, είναι V ($, z) =

1

4πε0

∫ dq

| ~r︸︷︷︸
$$̂+zẑ

− ~r′︸︷︷︸
z′ẑ

|
=

λ

4πε0

∫ a

−a

dz′√
$2 + (z′ − z)2

.

Θέτοντας z′ − z = $ tan θ (με −π/2 < θ < π/2)

υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα

∫ dz′√
$2 + (z′ − z)2

=

∫ dθ

cos θ
=

∫ d sin θ

1− sin2 θ
= ln

√
1 + sin θ

1− sin θ
=

ln
1 + sin θ

cos θ
= ln

(√
1 + tan2 θ + tan θ

)
=

ln


√√√√1 +

(
z′ − z
$

)2

+
z′ − z
$

.
Επομένως το δυναμικό σε σημείο ($,φ, z) προκύπτει

V ($, z) =
λ

4πε0
ln

√
$2 + (a− z)2 + a− z√
$2 + (a+ z)2 − a− z

.

Με `1 =
√
$2 + (a+ z)2 και `2 =

√
$2 + (a− z)2

τις αποστάσεις του σημείου ($,φ, z) από τα άκρα της

γραμμικής κατανομής φορτίου το δυναμικό γράφεται

V ($, z) =
λ

4πε0
ln
`2 + a− z
`1 − a− z

.

Είναι z =
(`1 − `2) (`1 + `2)

4a
και

`2 + a− z
`1 − a− z

=

`1 + `2
2

+
`2 − `1

2
+ a− (`1 − `2) (`1 + `2)

4a
`1 + `2

2
− `2 − `1

2
− a− (`1 − `2) (`1 + `2)

4a

=
(`1 + `2 + 2a)

2a− (`1 − `2)
4a

(`1 + `2 − 2a)
2a− (`1 − `2)

4a

=
`1 + `2 + 2a

`1 + `2 − 2a
.

΄Αρα το δυναμικό γράφεται V ($, z) =
λ

4πε0
ln
`1 + `2 + 2a

`1 + `2 − 2a
και οι ισοδυναμικές επιφά-

νειες είναι πράγματι ελλειψοειδή `1 + `2 = στα-

θερό = 2a coth
2πε0V

λ
, ή ισοδύναμα (αφού αντι-

καταστήσουμε τα `1,2 =
√
$2 + (a± z)2 και

μετά από κάποιες πράξεις),

(
$

a
sinh

2πε0V

λ

)2

+(
z

a
tanh

2πε0V

λ

)2

= 1.

Αν θεωρήσουμε τώρα τον αγωγό με ελλειψοειδές

σχήμα
$2

b2
+
z2

c2
= 1, αν αυτός αποτελεί μια ισοδυ-

ναμική επιφάνεια V = V0 του προηγούμενου προ-

βλήματος, το δυναμικό έξω από τον αγωγό είναι

ίδιο στα δυο προβλήματα (σύμφωνα με το θεώ-

ρημα μοναδικότητας). Αρκεί λοιπόν οι επιφάνειες(
$

a
sinh

2πε0V0
λ

)2

+
(
z

a
tanh

2πε0V0
λ

)2

= 1 και

$2

b2
+
z2

c2
= 1 να ταυτίζονται, κάτι που συμβαίνει

αν
a

sinh
2πε0V0
λ

= b και
a

tanh
2πε0V0
λ

= c. Πρέ-

πει επίσης το φορτίο που περικλείει η επιφάνεια του

ελλειψοειδούς να είναι ίδιο στις δύο κατανομές (από

νόμο Gauss), δηλ. Q = 2aλ. Οι τρεις τελευ-

ταίες σχέσεις δίνουν τα στοιχεία του φορτισμένου

τμήματος–ειδώλου που τοποθετούμε στο εσωτερικό

του αγωγού a =
√
c2 − b2, λ =

Q

2a
και το δυναμικό

του αγωγού V0 =
Q

8πε0a
ln
c+ a

c− a
.

Η λύση λοιπόν στο εξωτερικό του αγωγού είναι

V =
Q

8πε0a
ln

√
$2 + (a− z)2 + a− z√
$2 + (a+ z)2 − a− z

,

~E =
Q

8πε0a$

 (z + a) $̂ −$ẑ√
(z + a)2 +$2

− (z − a) $̂ −$ẑ√
(z − a)2 +$2

,
όπου a =

√
c2 − b2 (στο εσωτερικό του αγωγού είναι

V =
Q

8πε0a
ln
c+ a

c− a
και ~E = 0).

Το αποτέλεσμα αυτό είναι ίδιο με αυτό που προέκυψε

χρησιμοποιώντας ωοειδείς σφαιροειδείς συντεταγμέ-

νες, δηλ. το ~E =
Q

4πε0hµa sinhµ
µ̂, κάτι που φαίνεται

χρησιμοποιώντας τις ακόλουθες σχέσεις (που προ-

κύπτουν από το τυπολόγιο)

coshµ =

√
(z + a)2 +$2 +

√
(z − a)2 +$2

2a
,

cos ν =

√
(z + a)2 +$2 −

√
(z − a)2 +$2

2a
,

hµ =
[
(z − a)2 +$2

]1/4 [
(z + a)2 +$2

]1/4
,

2a cos ν

h2µ
=

1√
(z − a)2 +$2

− 1√
(z + a)2 +$2

,

2a$ sin ν

h2µ tanhµ
=

z + a√
(z + a)2 +$2

− z − a√
(z − a)2 +$2

.

(β) Είναι b = R και c � b, δηλ. υποπερί-

πτωση του γεωειδούς ελλειψοειδούς για το οποίο

βρήκαμε ότι η επιφανειακή πυκνότητα είναι σ =
Q

4πbc
√

1 + (b2 − c2)z2/c4
. Είναι c → 0, z → 0,

αλλά ο λόγος z/c είναι πεπερασμένος και προκύπτει

από την εξίσωση του ελλειψοειδούς
$2

b2
+
z2

c2
= 1⇔

z2

c2
= 1 − $2

R2
. Επομένως η συνολική (και από τις

δύο πλευρές) επιφανειακή πυκνότητα του δίσκου είναι
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σ($) = 2
Q

4πb
√√√√√ c2︸︷︷︸

0

+ (b2 − c2)︸ ︷︷ ︸
R2

z2/c2︸ ︷︷ ︸
1−$2

R2

⇔ σ($) =
Q

2πR
√
R2 −$2

.

(γ) Είναι b < c και 2c το μήκος του ραβδόμορφου

αγωγού. Ο αγωγός είναι ωοειδές ελλειψοειδές με επι-

φάνεια x = b sin ν cosφ, y = b sin ν sinφ, z = c cos ν.
Το στοιχείο επιφάνειας πάνω στο ελλειψοειδές (το

οποίο έχει σταθερό µ) είναι da = hνdνhφdφ, ή ολο-

κληρώνοντας ως προς την γωνία φ (αφού πρόκειται

για αξισυμμετρική επιφάνεια η ολοκλήρωση

∫ 2π

0
dφ

δίνει απλά 2π), da = 2πhνdνhφ. Επομένως το φορτίο

σε ένα τμήμα της επιφάνειας από z = c cos ν ως z+dz
με dz = −c sin ν dν > 0 είναι dq = σ2πhνhφ|dν|.

Το φορτίο ανά μήκος είναι λ =
dq

dz
= σ2πhνhφ

∣∣∣∣∣dνdz
∣∣∣∣∣

και αφού dz = −c sin ν dν και σ =
Q

4πhµa sinhµ
,

προκύπτει σταθερή γραμμική πυκνότητα λ =
Q

2c
.
3

Αλλιώς: λ =
dq

dz
=

σda

dz
και η στοιχειώδης επι-

φάνεια μπορεί να γραφτεί da = 2π$ ds όπου

ds =
√

(d$)2 + (dz)2 = dz

√√√√(d$
dz

)2

+ 1.

Η κλίση της επιφάνειας μπορεί να βρεθεί από την

εξίσωσή της
$2

b2
+
z2

c2
= 1 ⇒ $ d$

b2
+
z dz

c2
= 0 ⇔

d$

dz
= − b2z

c2$
, ενώ σ =

Q

4πb2c

√
$2

b4
+
z2

c4

. Αντικαθι-

στώντας βρίσκουμε λ = 2π$σ

√√√√(d$
dz

)2

+ 1 =
Q

2c
.

Παρατηρήστε ότι στη δεύτερη απόδειξη δεν χρησιμο-

ποιήσαμε κάπου ότι b < c. Πράγματι το αποτέλεσμα

ισχύει και για αγωγό με σχήμα γεωειδές ελλειψοειδές

με b > c, κάτι που μπορεί εύκολα να αποδειχθεί και

με τον πρώτο τρόπο, χρησιμοποιώντας όμως γεωει-

δείς (και όχι ωοειδείς) σφαιροειδείς συντεταγμένες.

8 : (α) Η δύναμη που ασκεί το φορτίο στο δίπολο

είναι ~Fd =
(
~p · ~∇

)
~Eq όπου ~Eq =

q

4πε0

~rd − ~rq
|~rd − ~rq|3

=

q

4πε0

~R

R3
το πεδίο που δημιουργεί το φορτίο στη θέση

του διπόλου. Παρότι το διάνυσμα από το φορτίο

στο δίπολο ~R ισούται με −~r, δεν είναι βολικό να

κάνουμε την αντικατάσταση πριν την παραγώγιση,

γιατί ο διαφορικός τελεστής ~p · ~∇ δρα στο ~R και

όχι στο ~r. Στο σύστημα συντεταγμένων με αρχή το

φορτίο έχουμε λοιπόν ~Fd =
q

4πε0

(
~p · ~∇

) ~R

R3

 με

(
~p · ~∇

) ~R

R3

 =
1

R3

(
~p · ~∇

)
~R︸ ︷︷ ︸

~p

− 3

R4

~p · ~∇R︸︷︷︸
~R/R

 ~R =

R3~p− 3
(
~p · ~R

)
~R

R5
. Αντικαθιστώντας τώρα ~R = −~r

προκύπτει πράγματι ~Fd = −q ~Ed όπως αναμενόταν

από τον τρίτο νόμο Newton.
Οι παραγωγίσεις μπορούν να γίνουν και σε συγκε-

κριμένο σύστημα αναφοράς, αποφεύγοντας διανυ-

σματική ανάλυση. Θεωρώντας σύστημα qXY Z με

κέντρο το φορτίο και φορά του άξονα Z ίδια με τη

φορά της διπολικής ροπής του διπόλου, ~p = pẐ, είναι

~Eq =
q

4πε0

X X̂ + Y Ŷ + Z Ẑ

(X2 + Y 2 + Z2)3/2
και ~Fd = p

∂

∂Z
~Eq =

qp

4πε0

[
Ẑ

(X2 + Y 2 + Z2)3/2
− 3Z

X X̂ + Y Ŷ + Z Ẑ

(X2 + Y 2 + Z2)5/2

]
=

q

4πε0

 ~p

R3
− 3~p · ~R

~R

R5

 ~R=−~r
== −q ~Ed.

΄Ενας άλλος τρόπος να βρεθεί η δύναμη είναι μέσω της

δυναμικής ενέργειας αλληλεπίδρασης μεταξύ διπό-

λου και φορτίου. Αυτή είναι U = −~p · ~Eq =

− q

4πε0

~p · (~rd − ~rq)
|~rd − ~rq|3

. (Η U προκύπτει και από τη

σχέση U = qVd με το δυναμικό του διπόλου στη

θέση του φορτίου Vd =
~p · r̂

4πε0r2
=

~p · (~rq − ~rd)
4πε0|~rq − ~rd|3

.)

Είναι ~Fq = −~∇qU = − q

4πε0
~∇q
~p · (~rq − ~rd)
|~rq − ~rd|3

όπου ο

δείκτης q δείχνει ότι ο τελεστής δρα στο ~rq.

΄Ομοια ~Fd = −~∇dU =
q

4πε0
~∇d
~p · (~rd − ~rq)
|~rd − ~rq|3

.

Οι παραγωγίσεις δίνουν −~∇q
~p · (~rq − ~rd)
|~rq − ~rd|3

=

3
~p · (~rq − ~rd)
|~rq − ~rd|4

~∇q|~rq − ~rd| −
~∇q (~p · ~rq)
|~rq − ~rd|3

=

3
~p · (~rq − ~rd)
|~rq − ~rd|4

~rq − ~rd
|~rq − ~rd|

− ~p

|~rq − ~rd|3
και όμοια (αντι-

3
Ισοδύναμος τρόπος: Το φορτίο στο μήκος του αγωγού από z = 0 σε z, ή στις ωοειδείς σφαιροειδείς συντεταγμένες από

ν = π/2 σε ν, είναι q(z) =
x

σ da =

∫ π/2

ν

dν
Q

4πhµa sinhµ
hνhφ

∫ 2π

0

dφ =
Q

2

∫ π/2

ν

dν sin ν =
Q

2
cos ν =

Q

2c
z. ΄Αρα το

φορτίο ανά μήκος είναι λ =
dq

dz
=
Q

2c
.
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μεταθέτοντας τα q και d) −~∇d
~p · (~rd − ~rq)
|~rd − ~rq|3

=

3
~p · (~rd − ~rq)
|~rd − ~rq|4

~rd − ~rq
|~rd − ~rq|

− ~p

|~rd − ~rq|3
.

΄Αρα προκύπτει ~Fq = q ~Ed και ~Fd = −~Fq.
Το γεγονός ότι οι δυνάμεις είναι αντίθετες μπορεί να

ειδωθεί σαν συνέπεια του ότι U = U(~rd − ~rq), οπότε
~∇qU = −~∇dU .

Η ροπή που ασκεί το φορτίο στο δίπολο, ως προς

το κέντρο του διπόλου, είναι ~Nd = ~p × ~Eq. Αφού

~Eq =
q

4πε0

(−~r)
r3

είναι ~Nd =
q

4πε0

~r × ~p
r3

. Αυτή εί-

ναι αντίθετη της ~Nq = ~r × ~Fd, αφού η τελευταία

είναι ~Nq = ~r × q ~Ed =
q

4πε0
~r × 3 (~p · ~r)~r − r2~p

r5
=

− q

4πε0

~r × ~p
r3

. ΄Οπως αναμενόταν λοιπόν από τον

τρίτο νόμο Newton, οι ροπές ως προς το ίδιο σημείο

είναι αντίθετες.

(β) Πρέπει ~Fq · ẑ = 0 και ~Fq · $̂ < 0. Αφού

~Fq = q
3 (~p · ~r)~r − r2~p

4πε0r5
~p=pẑ
== qp

3z~r − r2ẑ
4πε0r5

η πρώτη

συνθήκη δίνει 3z2 − r2 = 0 ⇔ cos θ = ± 1√
3

όπου

θ η σφαιρική συντεταγμένη. Δηλ. ~Fq · ẑ = 0

στους δύο κώνους θ = arccos
1√
3

= 54◦44′8′′ και

θ = π − arccos
1√
3

= 125◦15′52′′.

Σε κυλινδρικές r2 = $2 + z2 και άρα ~Fq · ẑ = 0 ⇔
2z2 = $2 ⇔ z = ± $√

2
οι εξισώσεις των δύο κώνων.

Στους δύο αυτούς κώνους είναι ~Fd ·$̂ = qp
3z~r · $̂
4πε0r5

=

qp
3 cos θ sin θ

4πε0r3
. Το πρόσημο καθορίζεται από το πρό-

σημο του φορτίου q και από τη γωνία θ. Αν το

φορτίο είναι θετικό είναι ~Fq · $̂ < 0 στον κώνο

θ = 125◦15′52′′, ενώ αν το φορτίο είναι αρνητικό

είναι ~Fq · $̂ < 0 στον κώνο θ = 54◦44′8′′.

z

ϖ

z

ϖ

z

ϖ

Το σχήμα δείχνει τις δυναμικές γραμμές του διπολι-

κού πεδίου και τους κώνους όπου το πεδίο είναι κά-

θετο στον άξονα z (δηλ. παράλληλο στο $̂). Στον

πάνω κώνο το ~Ed είναι ομόρροπο στο $̂ (οπότε η

δύναμη είναι αντίρροπη του $̂ αν q < 0), ενώ στον

κάτω κώνο το ~Ed είναι αντίρροπο στο $̂ (οπότε η

δύναμη είναι αντίρροπη του $̂ αν q > 0).

Οι συνθήκες ~Fq · ẑ = 0 και ~Fq · $̂ < 0 σημαί-

νουν ότι η δύναμη από το δίπολο μπορεί να παίξει το

ρόλο κεντρομόλου δύναμης αν δώσουμε στο φορτίο

κατάλληλη αρχική ταχύτητα, οπότε αυτό θα εκτε-

λεί ομαλή κυκλική κίνηση με κέντρο σημείο του

άξονα z. Συγκεκριμένα, η διεύθυνση της ταχύ-

τητας πρέπει να είναι η φ̂ και από την απαίτηση

mv2

$
= |~Fq · $̂| =

∣∣∣∣∣qp3 cos θ sin θ

4πε0r3

∣∣∣∣∣ (όπου m η μάζα

του φορτίου), με r = $/ sin θ, | cos θ| = 1/
√

3 και

sin θ =
√

2/3, προκύπτει ότι η στροφορμή του φορ-

τίου πρέπει να είναι m$v =

√
m|q|p

3
√

3 πε0
.

9 : (α) F2x = ~F2 · x̂ =
[(
~p2 · ~∇

)
~E1

]
x=x ,y=b ,z=0

· x̂ =

p2

[
∂E1x|x=x ,y=b ,z=0

∂x

]
x=x

. (Η παραγώγιση γίνεται

ως προς x, οπότε μπορούμε να θέσουμε τις τελικές

τιμές των y και z πριν την κάνουμε.)

Στη θέση ~r = xx̂ + bŷ που βρί-

σκεται το ~p2 το ~p1 δημιουργεί πεδίο

~E1|x=x ,y=b ,z=0 =

[
3 (~p1 · ~r)~r − r2~p1

4πε0r5

]
x=x ,y=b ,z=0

=

p1
4πε0

3bxx̂+ (2b2 − x2) ŷ
(x2 + b2)5/2

. ΄Αρα F2x =

p1p2
4πε0

d

dx

[
3bx

(x2 + b2)5/2

]
=

3bp1p2
4πε0

b2 − 4x2

(x2 + b2)7/2
.

(β) U = −~p2 · ~E1 = −3 (~p1 · ~r) (~p2 · ~r)− r2~p1 · ~p2
4πε0r5

=

− p1p2
4πε0

3bx

(x2 + b2)5/2
. Παρατηρούμε ότι F2x = −dU

dx
όπως περιμέναμε.

x
0

b/2-b/2

F2x(x)
U(x)
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(γ) Σημεία ισορροπίας το x = ±b/2 στο οποίο

F2x = 0.
Ισοδύναμα, σημεία ισορροπίας είναι τα ακρότατα της

δυναμικής ενέργειας, αφού F2x = −dU
dx

.

Για x = (b/2)+ είναι F2x < 0 και για x = (b/2)−

είναι F2x > 0, δηλ. η F2x προσπαθεί και στις δύο

περιπτώσεις να επαναφέρει το δίπολο στη θέση ισορ-

ροπίας (δύναμη επαναφοράς). Επομένως το x = b/2
είναι ευσταθές σημείο ισορροπίας.

Το ότι η F2x είναι δύναμη επαναφοράς, δηλ.

dF2x

dx

∣∣∣∣∣
x=b/2

< 0, είναι ισοδύναμο με το ότι η δυνα-

μική ενέργεια είναι ελάχιστη, αφού
dF2x

dx
= −d

2U

dx2

και άρα στο σημείο x = b/2 είναι
dU

dx

∣∣∣∣∣
x=b/2

= 0 και

d2U

dx2

∣∣∣∣∣
x=b/2

> 0.

Για x = (−b/2)+ είναι F2x > 0 και για x = (−b/2)−

είναι F2x < 0, δηλ. η F2x προσπαθεί και στις

δύο περιπτώσεις να απομακρύνει το δίπολο από τη

θέση ισορροπίας (δύναμη απωστική). Επομένως το

x = −b/2 είναι ασταθές σημείο ισορροπίας.

Το ότι η F2x είναι απωστική δύναμη, δηλ.

dF2x

dx

∣∣∣∣∣
x=−b/2

> 0, είναι ισοδύναμο με το ότι η δυνα-

μική ενέργεια είναι μέγιστη, αφού
dF2x

dx
= −d

2U

dx2
και

άρα στο σημείο x = −b/2 είναι
dU

dx

∣∣∣∣∣
x=−b/2

= 0 και

d2U

dx2

∣∣∣∣∣
x=−b/2

< 0.

10 : Η δύναμη που ασκεί το ~p1 = p1ẑ στο

~p2 = p2ẑ είναι ~F2 =
[(
~p2 · ~∇

)
~E1

]
x=y=0 ,z=d

=[(
p2
∂

∂z

)
~E1|x=y=0 ,z=z

]
z=d

, όπου ~E1|x=y=0 ,z=z =[
3 (~p1 · ~r)~r − r2~p1

4πε0r5

]
~r=zẑ

=
2p1

4πε0z3
ẑ, άρα προκύπτει

ελκτική δύναμη ~F2 = − 3p1p2
2πε0d4

ẑ.

(Το ~p2 ασκεί στο ~p1 αντίθετη δύναμη ~F1 = −~F2.)

Μπορούμε να βρούμε τη δύναμη και μέσω της δυναμι-

κής ενέργειας αλληλεπίδρασης, δηλ. σαν ~F2 = −~∇U ,

όπου U = −~p2 · ~E1. Λόγω συμμετρίας η δύναμη

έχει μόνο ẑ συνιστώσα, οπότε αρκεί να βρούμε την

U = U(z) σε θέσεις ~r = zẑ του ~p2 γύρω από την

z = d.

Είναι ~E1|x=y=0 ,z=z =
2p1

4πε0z3
ẑ, U = −p2ẑ · ~E1 =

− 2p1p2
4πε0z3

και ~F2 = − dU

dz

∣∣∣∣∣
z=d

ẑ = − 3p1p2
2πε0d4

ẑ.
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