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1 : Γραμμική πυκνότητα φορτίου λ βρίσκεται στον

άξονα αγώγιμου κυλινδρικού φλοιού εσωτερικής

ακτίνας R1 και εξωτερικής R2.

(α) Να υπολογιστεί η επαγόμενη πυκνότητα φορτίου

στις δύο όψεις του φλοιού, αν το συνολικό του φορ-

τίο είναι μηδέν.

(β) Επαναλάβατε αν ο φλοιός είναι γειωμένος.

2 : Η χρονική μέση τιμή του ηλεκτρικού δυνα-

μικού του ουδέτερου ατόμου του υδρογόνου είναι

V =
|e|

4πε0

(
1

r
+

1

a0

)
e
− 2r

a0 όπου e το φορτίο του ηλε-

κτρονίου και a0 η ακτίνα Bohr. Ποια η κατανομή

φορτίου στο άτομο αυτό; Ποιο το συνολικό φορ-

τίο της κατανομής; Αφού υπολογίσετε το ηλεκτρι-

κό πεδίο βρείτε το ολικό φορτίο εφαρμόζοντας νόμο

Gauss
{

~E · d~a =
Qεγκ
ε0

. Συμφωνούν τα δυο αποτε-

λέσματα;

3 : Πρόβλημα 3.41 από Griffiths:
Δείξτε ότι η μέση τιμή του πεδίου στο εσωτερικό μιας

σφαίρας ακτίνας R, που οφείλεται σε όλα τα φορτία

που περικλείει η σφαίρα, είναι ~Eμέσο = − 1

4πε0

~p

R3
,

όπου ~p η συνολική διπολική ροπή. Υπάρχουν πολλοί

τρόποι για να αποδείξετε αυτό το καταπληκτικά απλό

αποτέλεσμα. Μία μέθοδος είναι η παρακάτω:

(α) Δείξτε ότι η μέση τιμή του πεδίου που οφείλεται

σε ένα φορτίο q, το οποίο βρίσκεται στο σημείο ~r μέσα
στη σφαίρα, είναι ίση με το πεδίο στο ~r που οφείλε-

ται σε μια ομοιόμορφα φορτισμένη σφαίρα ακτίνας R

και πυκνότητας φορτίου ρ = − q(
4
3
πR3

) , δηλαδή είναι

1

4πε0

1(
4
3
πR3

) y q

r2
r̂ dτ ′ όπου ~r είναι το διάνυ-

σμα από το ~r στο dτ ′.
(β) Το τελευταίο πεδίο μπορεί να βρεθεί από το νόμο

του Gauss. Εκφράστε την απάντηση συναρτήσει της

διπολικής ροπής του q.
(γ) Γενικεύστε αυτό το αποτέλεσμα για μια αυθαί-

ρετη κατανομή φορτίου χρησιμοποιώντας την αρχή

της επαλληλίας.

(δ) Δείξτε ότι η μέση τιμή του πεδίου στον όγκο της

σφαίρας, που οφείλεται σε όλα τα φορτία που βρί-

σκονται στο εξωτερικό της, είναι ίση με το πεδίο που

παράγουν στο κέντρο της.

Η διπολική ροπή φορτίου q ορίζεται σαν ~p = q~r.

4 : (α) Δύο κατανομές φορτίων ρ1 και ρ2 δημιουρ-

γούν ηλεκτρικό πεδίο ~E1 και ~E2 αντίστοιχα. ΄Οταν

βρίσκονται μακρυά η μια από την άλλη έχουν ενέρ-

γειες W1 και W2 αντίστοιχα. Αν τις φέρουμε κον-

τά, η ολική ενέργεια του συστήματος είναι W =
1
2
ε0

y
E2dτ και μπορεί να γραφεί σαν W =

1
2
ε0

y (
~E1 + ~E2

)2
dτ = W1 + W2 + Wint, όπου

Wint = ε0
y

~E1 · ~E2dτ η ενέργεια αλληλεπίδρα-

σης. Δείξτε ότι η τελευταία μπορεί να γραφεί σαν

Wint =
y

V2ρ1dτ .

(β) ΄Εστω δυο φορτισμένες σφαίρες με φορτία q1 και

q2, των οποίων τα κέντρα βρίσκονται σε απόσταση d
(δεν επικαλύπτονται). Δείξτε ότι η αν η πυκνότητα

φορτίου κάθε μιας σφαίρας εξαρτάται μόνο από την

απόσταση από το κέντρο της, η ενέργεια αλληλεπί-

δρασης είναι Wint =
1

4πε0

q1q2
d

.

(γ) Δείξτε ότι αν οι σφαίρες έχουν ίσες ακτίνες R
και είναι ομογενώς φορτισμένες με αντίθετα φορτία

q1 = Q, q2 = −Q, είναι W1 = W2 =
1

4πε0

3Q2

5R
.

(δ) ΄Εστω αφήνουμε τις σφαίρες του προηγούμενου

ερωτήματος από απόσταση d. Αν έχουν ίσες μάζες

m πόση είναι η ταχύτητά τους όταν μόλις ακουμπούν

(δηλ. όταν η απόσταση μεταξύ των κέντρων τους

είναι 2R); (Αγνοήστε το μαγνητικό πεδίο και την

χρονοεξάρτηση των πεδίων.)

(ε) ΄Εστω ότι με κάποιο τρόπο οι σφαίρες καθώς

κινούνται μπορούν να μπουν η μια μέσα στην άλλη,

χωρίς να αλλάξει η κατανομή φορτίου τους. Ποια

είναι η ταχύτητά τους τη στιγμή που αλληλεπικαλύ-

πτονται πλήρως;

5 : ΄Ενας πυκνωτής αποτελείται από δύο σφαιρικούς

αγωγούς ακτίνων R1 και R2, που βρίσκονται σε από-

σταση d. Αν η απόσταση d είναι αρκετά μεγάλη σε

σύγκριση με τις ακτίνες, οπότε το ηλεκτρικό πεδίο

που δημιουργεί κάθε μια από τις σφαίρες όταν φορτι-

στεί είναι σε καλή προσέγγιση σφαιρικά συμμετρικό

γύρω από το κέντρο της, να δειχθεί ότι η χωρητικό-

τητα του πυκνωτή είναι C =
4πε0

1

R1

+
1

R2

.

6 : Πρόβλημα 2.36 από Griffiths:
Δύο σφαιρικές κοιλότητες ακτίνων a και b έχουν

δημιουργηθεί στο εσωτερικό μιας (ουδέτερης) αγώγι-

μης σφαίρας ακτίνας R. Στο κέντρο κάθε κοιλότητας

τοποθετείται από ένα σημειακό φορτίο – ονομάστε

αυτά τα φορτία qa και qb.
(α) Βρείτε τις επιφανειακές πυκνότητες φορτίου σa,
σb και σR.
(β) Ποιο είναι το πεδίο στο εξωτερικό του αγωγού;

(γ) Ποιο είναι το πεδίο μέσα σε κάθε κοιλότητα;

(δ) Πόση είναι η δύναμη στα qa και qb;
(ε) Ποια από αυτές τις απαντήσεις θα άλλαζε αν ένα
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τρίτο φορτίο qc ερχόταν κοντά στον αγωγό;

7 : (α) ΄Εστω γραμμική κατανομή φορτίου απεί-

ρου μήκους με γραμμική πυκνότητα λ, η οποία εί-

ναι παράλληλη στον άξονα z και περνά από το σημείο

(x = d, y = 0). Δείξτε ότι η μέση τιμή του δυναμικού

σε σημεία του κύκλου ακτίνας R < d που βρίσκεται

στο επίπεδο xy και έχει κέντρο το (x = 0, y = 0),
είναι ίση με το δυναμικό στο κέντρο, δηλ. ισχύει

1

2πR

∮
V d` = Vκέντρο.

Δίνεται ότι για c1 > c2 > 0 ισχύει∫ 2π

0
ln
√
c21 + c22 − 2c1c2 cosφ dφ = 2π ln c1.

(β) Με βάση το προηγούμενο αποτέλεσμα και την

αρχή της επαλληλίας, δείξτε ότι η λύση της εξίσωσης

Laplace σε δυο διαστάσεις V (x, y) έχει την ιδιότητα

V (x, y) =
1

2πR

∮
V d`, δηλ. η τιμή του δυναμικού σε

σημείο (x, y) ισούται με το μέσο όρο του δυναμικού

σε σημεία κύκλου ακτίνας R με κέντρο το (x, y).1

1
΄Ενας άλλος τρόπος απόδειξης της ιδιότητας αυτής προκύπτει από τον τύπο του Cauchy f(z) =

1

2πi

∮
f(z′)

z′ − z
dz′ για

αναλυτικές συναρτήσεις (των οποίων το πραγματικό και φανταστικό μέρος ικανοποιούν την εξίσωση Laplace). Με z = x+ iy,

z′ = z +Reiφ, προκύπτει f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z′) dφ⇔ f(x, y) =
1

2πR

∮
f d`.
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ΛΥΣΕΙΣ:

1 : (α) Λόγω συμμετρίας σ|$=R1 = σ1 =σταθερό.

Αφού στο εσωτερικό του αγωγού ~E = 0, ο νόμος

Gauss σε επιφάνεια κυλίνδρου μήκους L και άξονα

την γραμμική πυκνότητα φορτίου δίνει 0 = Qεγκ ⇔

σ12πR1L+ λL = 0⇔ σ1 = − λ

2πR1

.

Αλλιώς: Λόγω συμμετρίας ~E = E($)$̂. Από νόμο

Gauss σε επιφάνεια κυλίνδρου μήκους L, άξονα την

γραμμική πυκνότητα φορτίου και ακτίνα $ < R1,

E2π$L =
λL

ε0
⇔ E =

λ

2πε0$
, ενώ για R1 <

$ < R2 είναι E = 0 (εσωτερικό αγωγού). ΄Αρα

E|$=R+
1
− E|$=R−1

=
σ1
ε0
⇔ σ1 = − λ

2πR1

.

Αφού το συνολικό φορτίο του φλοιού είναι μηδέν

κάθε μήκος του L έχει αντίθετο φορτίο στις δύο

όψεις. Επίσης σ|$=R2 = σ2 =σταθερό λόγω συμμε-

τρίας. ΄Αρα σ12πR1L+σ22πR2L = 0⇔ σ2 =
λ

2πR2

.

(β) Η διαφορά είναι ότι τώρα δεν υπάρχουν φορτία

στην έξω όψη.

2 : Για r > 0 το ηλεκτρικό πεδίο είναι ~E = −dV
dr
r̂ =

|e|
4πε0

(
1

r2
+

2

a0r
+

2

a20

)
e
− 2r

a0 r̂ και η πυκνότητα φορ-

τίου ρ = ε0~∇ · ~E = ε0
1

r2
d

dr

(
r2E

)
= − |e|

πa30
e
− 2r

a0 .

Για r � a0 είναι ~E ≈ |e|
4πε0

r̂

r2
, δηλ. πεδίο σημειακού

φορτίου |e| στη θέση r = 0, με ρ = |e|δ(~r).

Αλλιώς: Για r ≈ 0, είναι ρ = ε0~∇ · ~E ≈
|e|
4π

~∇ · r̂
r2︸ ︷︷ ︸

4πδ(~r)

=

|e|δ(~r).

Συνολικά λοιπόν ρ = |e|δ(~r)− |e|
πa30

e
− 2r

a0 .

Το συνολικό φορτίο Q =
y

ρdτ =

|e|
y

δ(~r)dτ︸ ︷︷ ︸
1

− |e|
πa30

∫ ∞
0

e
− 2r

a0 4πr2dr︸ ︷︷ ︸
θέτω 2r/a0=ξ

= |e| −

|e|
2

∫ ∞
0

e−ξξ2dξ = 0, διότι
∫
ξ2e−ξdξ = −

∫
ξ2de−ξ =

−ξ2e−ξ+
∫
e−ξdξ2 = −ξ2e−ξ−2

∫
ξde−ξ = −ξ2e−ξ−

2ξe−ξ + 2
∫
e−ξdξ = − (ξ2 + 2ξ + 2) e−ξ.

Από νόμο Gauss το φορτίο που περικλείει η σφαιρική

επιφάνεια r =σταθερό είναι Qεγκ(r) = ε0
v
~E · d~a =

ε0E4πr2 = |e|
(

1 +
2r

a0
+

2r2

a20

)
e
− 2r

a0 . Το συνο-

λικό φορτίο είναι Q = lim
r→∞

Qεγκ(r) = 0, (διότι

lim
ξ→∞

1 + 2ξ + 2ξ2

e2ξ

∞
∞= lim

ξ→∞

2 + 4ξ

2e2ξ

∞
∞= lim

ξ→∞

4

4e2ξ
= 0),

σε συμφωνία με το προηγούμενο αποτέλεσμα.

3 :

4 : (α) ~E1 · ~E2 = − ~E1 · ~∇V2 = −~∇
(
V2 ~E1

)
+

V2~∇ · ~E1 = −~∇
(
V2 ~E1

)
+ V2ρ1/ε0, οπότε Wint =

−ε0
y

~∇
(
V2 ~E1

)
dτ︸ ︷︷ ︸

v
V2 ~E1·d~a=0

+
t

V2ρ1dτ =
t

V2ρ1dτ .

(β) Η σφαίρα ­ δημιουργεί δυναμικό V2 σφαι-

ρικά συμμετρικό ως προς το κέντρο της.

r

d

1

O
θ

z

2

Σε κάθε σημείο της σφαίρας ¬ είναι V2 =
q2

4πε0|~r − ~d|

όπου |~r − ~d| =
√(

~r − ~d
)2

=
√
r2 + d2 − 2rd cos θ.

Αλλιώς: Από νόμο συνημιτόνων στο τρίγωνο με

πλευρές τις ~r, ~d, η πλευρά απέναντι από τη γωνία θ
έχει μήκος

√
r2 + d2 − 2rd cos θ.

΄Αρα σε σφαιρικές συντεταγμένες συστήμα-

τος με αρχή το κέντρο της σφαίρας ¬ και

άξονα z προς το κέντρο της σφαίρας ­ εί-

ναι Wint =
y

σφαίρα ¬

q2ρ1(r)dτ

4πε0
√
r2 + d2 − 2rd cos θ

=

∫ R1

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

q2ρ1(r)r
2 sin θ dr dθ dφ

4πε0
√
r2 + d2 − 2rd cos θ

=

q2
4πε0

∫ 2π

φ=0
dφ
∫ R1

r=0
drρ1(r)r

2
∫ π

θ=0

sin θdθ√
r2 + d2 − 2rd cos θ

.

Θέτοντας ξ = r2 + d2 − 2rd cos θ, dξ = 2rd sin θdθ,

το ολοκλήρωμα

∫ sin θdθ√
r2 + d2 − 2rd cos θ

=

1

2rd

∫
ξ−1/2dξ =

ξ1/2

rd
, οπότε

∫ π

θ=0

sin θdθ√
r2 + d2 − 2rd cos θ

=[√
r2 + d2 − 2rd cos θ

]π
θ=0

rd
=
|r + d| − |r − d|

rd
d>r
=

2

d
.

΄Ετσι Wint =
q2

4πε0d

∫ R1

r=0
ρ1(r)4πr

2dr︸ ︷︷ ︸
q1

=
q1q2

4πε0d
.

(γ) Η σφαίρα με φορτίο Q έχει σταθερή πυκνότητα

ρ =
3Q

4πR3
. ΄Εστω δημιουργούμε το φορτίο μεταφέ-

ροντας κάθε φλοιό με ακτίνα από r′ ως r′ + dr′ από
το ∞ στην τελική του θέση. ΄Οταν έχουμε δημιουρ-

γήσει ήδη το φορτίο μέχρι ακτίνα r′, το δυναμικό
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για r ≥ r′ είναι Vr′ =
ρ4πr′3/3

4πε0r
. Κατά τη μεταφορά

του επόμενου φλοιού με φορτίο dq = ρ4πr′2dr′ από
το r = ∞ στο r = r′ προστίθεται στο σύστημα

ενέργεια dW = dq(Vr′ − V∞) =
4πρ2

3ε0
r′4dr′. ΄Αρα

W =
∫ R

0

4πρ2

3ε0
r′4dr′ =

4πρ2R5

15ε0
=

3Q2

20πε0R
.

Αλλιώς: Το φορτίο δημιουργεί ακτινικό, σφαιρι-

κά συμμετρικό πεδίο ~E = E(r)r̂. Από νόμο

Gauss σε σφαιρική επιφάνεια ακτίνας r βρί-

σκουμε E4πr2 =


1

ε0

4πr3

3
ρ αν r ≤ R

1

ε0

4πR3

3
ρ αν r ≥ R

 ⇔

E =


ρr

3ε0
αν r ≤ R

ρR3

3ε0r2
αν r ≥ R

Η ενέργεια είναι

W =
1

2
ε0

y
E2dτ =

1

2
ε0

∫ ∞
0

E24πr2dr =

2πρ2

9ε0


∫ R

0
r4dr︸ ︷︷ ︸[

r5

5

]R
0

+
∫ ∞
R

R6

r2
dr︸ ︷︷ ︸[

−R6

r

]∞
R


=

4πρ2R5

15ε0
=

3Q2

20πε0R
.

Αλλιώς: Θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε τη

σχέση W =
1

2

y
V ρdτ =

1

2

∫ R

0
V ρ4πr2dr. Στο

εσωτερικό της σφαίρας το δυναμικό μπορεί να βρε-

θεί από V (r) − V (∞)︸ ︷︷ ︸
0

=
∫ ∞
r

~E · d~r. Χρησιμο-

ποιώντας το πεδίο που βρήκαμε από νόμο Gauss,

V (r) =
∫ R

r
Edr+

∫ ∞
R

Edr =
ρ (3R2 − r2)

6ε0
και τελι-

κά W =
πρ2

3ε0

∫ R

0

(
3R2r2 − r4

)
dr =

3Q2

20πε0R
.

(δ) Η ολική ενέργεια του συστήματος των δυο

σφαιρών, υπολογισμένη στη θέση όπου είναι ακί-

νητες, είναι ίση με την ηλεκτροστατική τους ενέργεια

W = W1 + W2 + Wint = 2
3Q2

20πε0R
+
Q(−Q)

4πε0d
=

Q2

4πε0

(
6

5R
− 1

d

)
. ΄Οταν η απόστασή τους είναι 2R

έχουν κινητική ενέργεια 2
mv2

2
(αφού έχουν ίσες

μάζες οι ταχύτητές τους είναι αντίθετες ώστε η

ολική ορμή να είναι μηδέν, ίση με την αρχική) και

ηλεκτροστατική ενέργεια
Q2

4πε0

(
6

5R
− 1

2R

)
. ΄Αρα

2
mv2

2
+

Q2

4πε0

(
6

5R
− 1

2R

)
=

Q2

4πε0

(
6

5R
− 1

d

)
⇔

v =

√
Q2

4πε0m

(
1

2R
− 1

d

)
.

Αλλιώς: Αφού στη διαδικασία που μας ενδιαφέρει τα

φορτία δεν δημιουργούνται ή καταστρέφονται θα μπο-

ρούσαμε να αγνοήσουμε την ιδιοενέργειά τους (μιας

που είναι ίδια στην αρχική και τελική κατάσταση)

και στη σχέση διατήρησης ενέργειας να χρησιμοποι-

ήσουμε την ενέργεια αλληλεπίδρασης Wint στη θέση

της ολικής ηλεκτροστατικής ενέργειας. ΄Οπως δεί-

ξαμε στο ερώτημα (β) η ενέργεια αυτή, εφόσον τα

φορτία δεν επικαλύπτονται, είναι
q1q2

4πε0r
. ΄Ετσι θα

είχαμε 2
mv2

2
+

Q(−Q)

4πε0(2R)
= 0 +

Q(−Q)

4πε0d
⇔ v =√

Q2

4πε0m

(
1

2R
− 1

d

)
.

(ε) Στην τελική κατάσταση η ηλεκτροστατική ενέρ-

γεια είναι μηδέν (αφού το ολικό ηλεκτρικό πεδίο –

για το οποίο ισχύει η αρχή της επαλληλίας – είναι

μηδέν) οπότε 2
mv2

2
+ 0 =

Q2

4πε0

(
6

5R
− 1

d

)
⇔ v =√

Q2

4πε0m

(
6

5R
− 1

d

)
.

Σημειώστε ότι εδώ δεν θα ήταν σωστό να χρησι-

μοποιηθεί η
q1q2

4πε0r
σαν ηλεκτροστατική ενέργεια,

διότι ακόμα και αν αγνοήσουμε τις ιδιοενέργειες των

φορτίων η ενέργεια αλληλεπίδρασης δεν είναι
q1q2

4πε0r
λόγω της επικάλυψης (μερικής ή ολικής).

5 : Η διαφορά δυναμικού V+ − V− =
∫ −
+

~E ·
d~r μπορεί εύκολα να βρεθεί για διαδρομή μετα-

ξύ των πλησιέστερων σημείων των σφαιρών,

πάνω στην ευθεία που ενώνει τα κέντρα τους.

1

O z

−Q

+Q

d

z

R R2

Αφού το πεδίο κάθε σφαίρας είναι συμμετρι-

κό γύρω από το κέντρο της, σε κάθε σημείο

της διαδρομής αυτής είναι ~E1 =
Q

4πε0z2
ẑ

και ~E2 =
−Q

4πε0(d− z)2
(−ẑ). ΄Αρα V+ −

V− =
Q

4πε0

∫ d−R2

R1

[
1

z2
+

1

(d− z)2

]
dz =

Q

4πε0

[
−1

z
+

1

d− z

]d−R2

R1

=

Q

4πε0

( −1

d−R2

+
1

R1

+
1

R2

− 1

d−R1

)
≈ Q

4πε0

(
1

R1

+
1

R2

)
,
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1ο σετ ασκήσεων Ηλεκτρομαγνητισμού Ι

διότι
1

d−R1,2

≈ 1

d
� 1

R1,2

(λόγω της d� R1,2).

Η χωρητικότητα C =
Q

V+ − V−
=

4πε0
1

R1

+
1

R2

.

6 :

7 : (α) Το δυναμικό από τη γραμμική κατανο-

μή σε σημείο που απέχει απόσταση $′ από αυτή,

είναι V = − λ

2πε0
ln
$′

c
, όπου c αυθαίρετη θετι-

κή σταθερά. Αυτό μπορεί να βρεθεί από το ηλε-

κτρικό πεδίο ~E, μέσω της ~E = −~∇V . Από

νόμο Gauss προκύπτει ότι, σε κυλινδρικές συντε-

ταγμένες με άξονα z′ τη γραμμική κατανομή, το

ηλεκτρικό πεδίο γράφεται ~E =
λ

2πε0$′
$̂′ – δες

πρόβλημα 1 – και V = V ($′), οπότε
dV

d$′
=

− λ

2πε0$′
⇔ V = − λ

2πε0

∫ d$′

$′
= − λ

2πε0
ln
$′

c
.

d

rR

O
φ

x

y

λ

Στην περίπτωσή μας, $′ = |~r − ~d| =√
(~r − ~d)2 =

√
R2 + d2 − 2Rd cosφ και άρα

1

2πR

∮
V d`︸︷︷︸

Rdφ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
− λ

2πε0

)
ln
|~r − ~d|
c

dφ =

− λ

4π2ε0

∫ 2π

0
ln

√√√√(R
c

)2

+

(
d

c

)2

− 2
R

c

d

c
cosφ dφ.

Σύμφωνα με τον τύπο που δίδεται και αφού
d

c
>
R

c
>

0, το ολοκλήρωμα της προηγούμενης σχέσης ισού-

ται με 2π ln
d

c
. ΄Αρα

1

2πR

∮
V d`︸︷︷︸

Rdφ

= − λ

2πε0
ln
d

c
=

Vκέντρο
(β) Κάθε διδιάστατη κατανομή φορτίου ρ(x, y) μπο-

ρεί να θεωρηθεί επαλληλία γραμμικών κατανομών

παράλληλων στον z άξονα.
2
΄Εστω σημείο (x, y) και

κύκλος ακτίνας R γύρω από αυτό, κενός από γραμμι-

κές κατανομές φορτίου (οπότε το δυναμικό ικανοποιεί

την εξίσωση Laplace). Για το δυναμικό Vi(x, y) από

κάθε γραμμική κατανομή φορτίου λi (η οποία βρί-

σκεται έξω από τον κύκλο), ισχύει όπως δείξαμε στο

προηγούμενο ερώτημα
1

2πR

∮
Vid` = Vi,κέντρο. Η

αρχή της επαλληλίας δίνει αμέσως
1

2πR

∮
V d` =∑

i

1

2πR

∮
Vi =

∑
i

Vi,κέντρο = Vκέντρο.

2
Το συνολικό φορτίο ανά μονάδα μήκους του z άξονα είναι

dq

dz
=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ρ(x, y)dx dy, δηλ. επαλληλία γραμμικών

κατανομών με φορτίο ανά μήκος ρ(x, y)dx dy.
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