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Εισαγωγή

Το αντικείµενο των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών είναι η κατανόηση και η µελέτη των
ϕυσικών προβληµάτων του πραγµατικού κόσµου. Μέσα από αυτή τη σκοπιά διαφαίνεται
έντονα η χρησιµότητα των µαθηµατικών σε ένα ευρύτερο κλάδο επιστηµών. Μερικές από
αυτές είναι οι :

• ϑετικές επιστήµες

• τεχνολογικές επιστήµες

• ϐιοϊατρικές επιστήµες

΄Ετσι, λοιπόν, πρέπει να κάνουµε κάποιες απόπειρες κατανόησης των προβληµάτων της
ϕύσης. Τα ϐήµατα ώστε να πετύχουµε κάτι τέτοιο είναι :

i. Παρατήρηση.

ii. Κατασκευή µαθηµατικού µοντέλου.

iii. Μελέτη µοντέλου µε µαθηµατικές µεθόδους και αν είναι δυνατόν επίλυση του α-
κριβώς ή προσεγγιστικά µε χρήση αναλυτικών τεχνικών για ειδικές τιµές των παρα-
µέτρων του ή σε περιοχές των µεταβλητών του, για τις οποίες το πρόβληµα απλου-
στεύεται.

iv. ∆ιακριτοποιήση µοντέλου και αριθµητική επίλυση (µε χρήση αριθµητικών µεθόδων
µε ευστάθεια και ακρίβεια).

v. Πιστοποίηση µοντέλου. ∆ηλαδή, σύγκριση αναλυτικών και αριθµητικών αποτελε-
σµάτων του µε πειραµατικές µετρήσεις (επικύρωση ή απόρριψη και επανασχεδια-
σµό).

vi. Πρόβλεψη.

΄Εχουµε διάφορα µοντέλα τα οποία µας ϐοηθούν σε αυτή την κατανόηση των ϕυσικών
προβληµάτων. Κάποια από αυτά είναι τα εξής :

• Ντετερµινιστικά (αιτιοκρατικά) ή Στοχαστικά

• Γραµµικά ή µη γραµµικά

• Στατικά ή δυναµικά (αναφέρονται κυριώς στον χρόνο). Τα δυναµικά µπορούν να
είναι διακριτά ή συνεχή.

5



6 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Κεφάλαιο 1

Προβλήµατα Sturm-Liouville

1.1 Ανασκόπηση των προβληµάτων ιδιοτιµών από τη γραµ-
µική άλγεβρα

Πριν µιλήσουµε για τα προβλήµατα Sturm-Liouville ϑα ϑυµίσουµε ένα γνωστό σε όλους
πϱόϐληµα ιδιοτιµών από τη γϱαµµική άλγεϐϱα. ΄Εστω A ∈ Rn×n πίνακας, που είναι το
απλούστεϱο παϱάδειγµα γϱαµµικού τελεστή. ΑναϹητούµε αϱιϑµούς λ για τους οποίους η
εξίσωση

Au = λu

έχει µια µη τετϱιµµένη λύση u ∈ Rn. ΄Οπως είναι γνωστό οι τιµές του λ, µε λ ∈ R ή λ ∈ C,
για τις οποίες υπάϱχει µια τέτοια λύση u λέγονται ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες λύσεις u
λέγονται ιδιοδιανύσµατα.

Υποϑέτουµε ότι ο A είναι συµµετϱικός και έχει n πϱαγµατικές και διαϕοϱετικές ανά
δύο ιδιοτιµές λ1, λ2, · · · , λn. Σε κάϑε ιδιοτιµή λi αντιστοιχεί ένα ιδιοδιάνυσµα ei, και το
σύνολο των ιδιοδιανυσµάτων είναι ένα γϱαµµικά ανεξάϱτητο σύνολο. Επιπλέον, αϕού A
συµµετϱικός τα ιδιοδιανύσµατα είναι κάϑετα ανά δύο µεταξύ τους, δηλαδή ei · ej = 0, i , j,
και κανονικοποιώντας τα ιδιοδιανύσµατα (διαιϱώντας το ιδιοδιάνυσµα µε το µέτϱο του)
παίϱνουµε µια οϱϑοκανονική ϐάση του Rn, οπότε κάϑε διάνυσµα u ∈ Rn γϱάϕεται ως
γϱαµµικός συνδυασµός των ei, δηλαδή

u =

n∑
i=1

ciei , (1.1)

όπου ci οι συντεταγµένες του u ως πϱος αυτή την οϱϑοκανοµική ϐάση, µε ci = u·ei (δηλαδή
το ci είναι η πϱοϐολή του u στο i−οστό διάνυσµα).

Εποµένως, αν έχουµε ένα γϱαµµικό σύστηµα

Au = µu + f (1.2)

όπου f δεδοµένο διάνυσµα και µ γνωστή σταϑεϱά διαϕοϱετική από όλες τις ιδιοτιµές του
A. Αν υπάϱχει κάποια λύση u του πϱοϐλήµατος (1.2) ϑα γϱάϕεται στη µοϱϕή (1.1), όπου
οι σταϑεϱές ci ϑα πϱέπει να πϱοσδιοϱιστούν. Αϕού f γνωστό διάνυσµα γϱάϕεται κι αυτό
στη µοϱϕή

f =

n∑
i=1

fiei ,
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όπου οι συντελεστές fi = f · ei είναι γνωστοί. Εποµένως, το πϱόϐληµα γίνεται

n∑
i=1

ciAei =

n∑
i=1

(µci + fi) ei.

΄Οµως Aei = λiei, αϕού το ei είναι το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδοτιµή λi. ΄Αϱα
έχουµε

n∑
i=1

ciλiei =

n∑
i=1

(µci + fi) ei ⇒ ciλi = µci + fi , i = 1, . . . , n ⇒ ci =
fi

λi − µ
, i = 1, . . . , n.

΄Αϱα η λύση του πϱοϐλήµατος (1.2) δίνεται από τη σχέση:

u =

n∑
i=1

fi
λi − µ

ei.

Βλέπουµε εποµένως ότι οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµτα ενός πίνακα ϐοηθούν στην επίλυ-
ση άλλων προβληµάτων που σχετίζονται µε τον πίνακα αυτόν. Κάτι ανάλογο συµβαίνει και
για τις Μ∆Ε, όπου οι ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις ενός διαφορικού τελεστή ϐοηθούν
στην επίλυση προβληµάτων που σχετίζονται µε αυτόν τον τελεστή.

1.2 Πϱοϐλήµατα ιδιοτιµών για διαϕοϱικούς τελεστές

Εδώ, αντικαϑιστούµε το χώϱο Rn της πϱοηγούµενης ενότητας µε έναν χώϱο συναϱτήσεων,
και τον πίνακα A µε έναν διαϕοϱικό τελεστή. Αυτός ο διαϕοϱικός τελεστής µποϱεί να
είναι ο τελεστής δευτέϱας παϱαγώγου d2/dx2, οπότε να έχουµε το πϱόϐληµα ιδιοτιµών
διαϕοϱικού τελεστή:

d2

dx2φ = λφ, a < x < b,

φ (a) = φ (b) = 0.

Εποµένως, ανάλογα µε πϱιν εδώ αναϹητούµε τις ιδιοσυναϱτήσεις φ του πϱοϐλήµατος που
αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ. Επειδή είναι δύσκολο να ϐϱει κανείς γενικές ιδιότητες
των ιδιοτιµών και των ιδιοσυναϱτήσεων ενός τυχαίου διαϕοϱικού τελεστή, ϑα εξετάσουµε
συγκεκϱιµένους διαϕοϱικούς τελεστές, όπως είναι ο τελεστής Sturm-Liouville που ϑα
δούµε παϱακάτω.

1.2.1 Πϱόϐληµα Sturm-Liouville

΄Εστω p ∈ C1 ([a, b]) µε p (x) > 0 για x ∈ [a, b] και q ∈ C ([a, b]), όπου (a, b) ϕϱαγµένο διάστηµα
στον R.

Ο γϱαµµικός συνήϑης διαϕοϱικός τελεστής 2ης τάξης

L :=
d

dx

(
p (x)

d
dx

)
+ q (x) , (1.3)

ονοµάϹεται τελεστής Sturm-Liouville.
΄Εστω w ∈ C ([a, b]) µε w (x) > 0 για x ∈ [a, b] συνάϱτηση ϐάϱους, και λ ∈ C.
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Θεωϱούµε τη Σ∆Ε
Lu = −λw (x)u, x ∈ (a, b) , (1.4)

και τις χωϱιϹόµενες οµογενείς συνοϱιακές συνϑήκεςA1u (a) + A2u′ (a) = 0, A1, A2 σταϑ. : |A1| + |A2| > 0
B1u (b) + B2u′ (b) = 0, B1, B2 σταϑ. : |B1| + |B2| > 0.

(1.5)

Το πϱόϐληµα συνοϱιακών συνϑηκών (ΠΣΤ) (1.4)-(1.5) µε τις παϱαπάνω υποϑέσεις λέγεται
κανονικό ή οµαλό πϱόϐληµα Sturm-Liouville.

Είναι πϱοϕανές ότι η u = 0 είναι λύση για κάϑε τιµή του λ.
Εκείνες οι τιµές του λ για τι οποίες υπάρχουν µη µηδενικές λύσεις ονοµάζονται ιδιοτι-

µές και οι αντίστοιχες λύσεις ονοµάζονται ιδιοσυναρτήσεις του ΠΣΤ (1.4)-(1.5).
Το εσωτεϱικό γινόµενο µε ϐάϱος w είναι

(f, g)w :=
∫ b

a
f (x) g (x)w (x) dx,

και η επαγόµενη νόϱµα µε ϐάϱος w είναι

‖f ‖w :=
(∫ b

a
|f (x) |2w (x) dx

)1/2

.

Παϱατήϱηση 1. Η γϱαµµική διαϕοϱική εξίσωση 2ης τάξης

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0, (1.6)

µέσω του µετασχηµατισµού

y (x) = exp
{
−

1
2

∫
p (x) dx

}
u (x) ,

γϱάϕεται στην κανονική (normal) µοϱϕή

u′′ + Θ (x)u = 0,

όπου

Θ (x) = q (x) −
1
4
p2 (x) −

1
2
p′ (x) .

Ο µετασχηµατισµός αυτός αϕήνει αναλλοίωτα τα σηµεία µηδενισµού των λύσεων.
Επίσης, µέσω του µετασχηµατισµού

P (x) = exp
{ ∫

p (x) dx
}
, Q (x) = q (x) exp

{ ∫
p (x) dx

}
,

γϱάϕεται στην αυτοσυϹυγή µοϱϕή της (1.6)(
P (x) y′

)′
+ Q (x) y = 0. (1.7)

Αν οι p, q είναι συνεχείς, τότε P ∈ C1, Q ∈ C και P > 0.

Θεµελιώδες αποτέλεσµα:
Το ϕασµατικό ϑεώϱηµα (spectral theorem) που γνωϱίϹουµε από τη γϱαµµική άλγεϐϱα,

ισχύει για αυτοσυϹυγείς και συµπαγείς τελεστές σε συναϱτησιακούς χώϱους.
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Παϱάδειγµα 1. ΄Εστω το ΠΣΤ u′′ = λu, 0 < x < l,
u (0) = u (l) = 0.

Θα εξετάσουµε µόνο την πεϱίπτωση των πϱαγµατικών ιδιοτιµών. ∆ιακϱίνουµε πεϱιπτώσεις:

(i) Αν λ = 0, τότε η γενική λύση της εξίσωσης είναι u (x) = ax + b και από τις συνοϱιακές
συνϑήκες έχουµε τελικά u (x) = 0 και αϕού δεν υπάϱχουν µη τετϱιµµένες λύσεις το
µηδέν δεν είναι ιδιοτιµή.

(ii) Αν λ > 0, τότε η γενική λύση της εξίσωσης είναι1

u (x) = ae
√
λx + be−

√
λx

και από τις συνοϱιακές συνϑήκες έχουµε

a + b = 0,

ae
√
λl + be−

√
λl = 0,

απ’όπου έχουµε a = b = 0, οπότε u (x) = 0 και αϕού δεν υπάϱχουν µη τετϱιµµένες
λύσεις δεν έχουµε ϑετικές ιδιοτιµές.

(iii) Αν λ < 0, τότε η εξίσωση µποϱεί να γϱαϕτεί ως u′′ + µ2u = 0, όπου λ = −µ2 µε µ
ϑετικό. Η γενική λύση της εξίσωσης είναι

u (x) = a sin µx + b cos µx

και από τις συνοϱιακές συνϑήκες στο x = 0 παίϱνουµε ότι b = 0, άϱα

u (x) = a sin µx,

µε a sin µl = 0. Για a = 0 έχουµε πάλι την τετϱιµµένη λύση. ΄Αϱα το µ = nπ/l, n =

1,2, . . . . Βϱήκαµε εποµένως άπειϱο πλήϑος αϱνητικών ιδιοτιµών

λ = λn = −
n2π2

l2
, n = 1,2, . . . ,

µε αντίστοιχες ιδιοσυναϱτήσεις2:

u = un (x) = an sin
nπx

l
, n = 1,2, . . . .

1.2.2 Ιδιότητες ιδιοτιµών και ιδιοσυναϱτήσεων

Θεώϱηµα 1. Για το κανονικό πϱόϐληµα Sturm-Liouville (1.4)-(1.5) ισχύουν τα εξής:

(i) Οι ιδιοτιµές του πϱοϐλήµατος είναι πϱαγµατικές, απλές, αϱιϑµήσιµες, διατεταγµένες
και υπάϱχει ελάχιστη ιδιοτιµή, δηλαδή µποϱούµε να γϱάψουµε

λ1 < λ2 < λ3 < . . . .

Επιπλέον,
lim
n→∞
|λn | = ∞.

1Ισοδύναµα µποϱούµε να γϱάψουµε τη λύση ως u (x) = C1 sinh
√
λx + C2 cosh

√
λx για κατάλληλες

σταϑεϱές C1, C2.
2Το γινόµενο µιας ιδιοσυνάϱτησης επί οποιαδήποτε µη µηδενική σταϑεϱά είναι επίσης ιδιοσυνάϱτηση
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(ii) ΄Εστω λn ιδιοτιµή µε αντίστοιχη ιδιοσυνάϱτηση φn (x). Η φn έχει ακϱιϐώς n−1 σηµεία
µηδενισµού στο (a, b).

(iii) Οι ιδιοσυναϱτήσεις που αντιστοιχούν σε διαϕοϱετικές ιδιοτιµές είναι οϱϑογώνιες.

(iv) Το σύνολο των ορθοκανονικών ιδιοσυναρτήσεων φ1, φ2, φ3, . . . είναι πλήϱες υπό την
έννοια ότι κάϑε συνάρτηση f ∈ L2

w (a, b)3 (δηλ. τετραγωνικά ολοκληρώσιµη συνάρτη-
ση) µπορεί να αναπαρασταθεί ως γενικευµένη σειϱά Fourier

f (x) =

∞∑
n=1

cnφn (x) ,

όπου

cn =
(f, φn)w

(φn, φn)w
είναι οι γενικευµένοι συντελεστές Fourier.

3Αν f : [a, b]→ R, τότε f ∈ L2
w (a, b) ανν

∫ b
a
|f (x) |2w (x) dx < ∞.
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Κεϕάλαιο 2

Ποιοτική ϑεωϱία

Η ποιοτική ϑεωϱία µελετά το σύνολο των λύσεων µίας διαϕοϱικής εξίσωσης. Η ποιοτική
ϑεωϱία είναι έντονα γεωµετϱική. Αναπτύχϑηκε όταν έγινε σαϕές ότι εν γένει δεν είναι
δυνατό να γϱαϕούν οι λύσεις σε κλειστή µοϱϕή. Κυϱίως ϑα µας απασχολήσουν η εύϱεση
σηµείων ισοϱϱοπίας (σ.ι.) και µελέτη της ευστάϑειας τους.

2.1 Πληϑυσµιακά µοντέλα

2.1.1 Εκϑετικό µοντέλο - Μοντέλο του Malthus

΄Εστω N(t) πληϑυσµός ενός είδους (π.χ. Ϲώα, κύτταϱα, µολυσµένοι άνϑϱωποι κ.τ.λ.) κατά
τη χϱονική στιγµή t. Η υπόϑεση ότι ο ϱυϑµός µεταϐολής του N είναι ανάλογος του N ,
σηµαίνει ότι

dN
dt

= rN

όπου r είναι η σταϑεϱά αναλογίας µεταξύ του ϱυϑµού µεταϐολής και του µεγέϑους του
πληϑυσµού. Το πϱόϐληµα Cauchy ή πϱόϐληµα αϱχικών τιµών (ΠΑΤ)

dN
dt

= rN,

N (t0) = N0,
(2.1)

έχει λύση N (t) = N0e
r(t−t0), για κάϑε t ∈ R. Λαµϐάνουµε τϱεις πεϱιπτώσεις:

i) r > 0: εκϑετική αύξηση (π.χ. κϱούσµατα COVID-19)

ii) r < 0: εκϑετική µείωση (π.χ. ϱαδιενεϱγή διάσπαση)

iii) r = 0: λύση σταϑεϱή ίση µε N0.

Το εκϑετικό µοντέλο είναι αξιόπιστο για πεϱιοϱισµένες χϱονικές πεϱιόδους.

2.1.2 Λογιστικό µοντέλο - Μοντέλο Verhulst

Η πϱόγνωση για µεγάλα χϱονικά διαστήµατα ϐάσει του µοντέλου Malthus, που αναϕέϱαµε
πϱιν, δίνει πληϑυσµούς οι οποίοι αυξάνουν απεϱιόϱιστα αν το r > 0. To λογιστικό µοντέλο
"ϑεϱαπεύει" αυτό το ελάττωµα και τϱοποποιεί το µοντέλο Malthus έτσι ώστε:

13
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Σχήµα 2.1: Η λύση του εκϑετικού µοντέλου (2.1) για N0 = 1 και t0 = 0, δηλαδή N (t) = ert,
µε σταϑεϱά αναλογίας (α) r = 5 (µπλέ καµπύλη), (ϐ) r = 2 (κόκκινη καµπύλη) και (γ)
r = 0.5 (πϱάσινη καµπύλη).

• Αν ο πληϑυσµός είναι µικϱός, ο ϱυϑµός µεταϐολής του πληϑυσµού είναι ανάλογος
µε το µέγεϑος του.

• Αν ο πληϑυσµός είναι δυσανάλογα µεγάλος για τα πεϱιϐαλλοντικά δεδοµένα, ο
ϱυϑµός αύξησης είναι αϱνητικός και ο πληϑυσµός ελαττώνεται.

Για το µοντέλο αυτό χρησιµοποιούµε, όπως και πϱιν, τις ακόλουθες µεταβλητές και πα-
ϱαµέτρους:

t = χϱόνος (ανεξάϱτητη µεταϐλητή)
N = πληϑυσµός (εξαϱτηµένη µεταϐλητή)

r = συντελεστής ϱυϑµού µεταϐολής για µικϱούς πληϑυσµούς

Η γενικότεϱη σχέση που πεϱιγϱάϕει το συγκεκϱιµένο µοντέλο δίνεται από την σχέση:

dN
dt

= r (N)N.

΄Εχουµε ότι, r (N) ≈ r για "µικϱό" N , ϕϑίνει για "σχετικά µεγάλα" N και είναι αϱνητική για
"αϱκετά µεγάλα" N (σε σχέση µε τα πεϱιϐαλλοντικά δεδοµένα).
Η απλούστεϱη µοϱϕή του λογιστικού µοντέλου είναι όταν r(N) = r − ρN , όπου ρ ϑετική
σταϑεϱά και έτσι έχουµε

dN
dt

= (r − ρN)N

ή όπως συνήϑως γϱάϕεται
dN
dt

= rN
(
1 −

N

k

)
(2.2)



2.1. ΠΛΗΘΥΣΜΙΑΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 15

όπου k :=
r

ρ
η ϕέρουσα ικανότητα (ή επίπεδο κορεσµού ή χωρητικότητα) (carrying capa-

city) του περιβάλλοντος και είναι το µέγιστο µέγεθος του ϐιώσιµου πληθυσµού τού υπό
µελέτη είδους που το περιβάλλον µπορεί να υποστηρίξει. Ακόµη, ϑα είναι rN ο ϱυθµός
ανάπτυξης και −

r

k
N2 ο ϱυθµός ϑανάτων.

Παϱάδειγµα 2. (∆υναµική πληϑυσµού καϱκινικών κυττάϱων) ΄Εστω u η πυκνότητα των
καϱκινικών κυττάϱων, τότε ο πολλαπλασιασµός τους πεϱιγϱάϕεται από την εξίσωση

du
dt

= ru
(
1 −

u

k

)
.

Η (2.2) είναι µια Σ∆Ε χωριζοµένων µεταβλητών (είναι επίσης και διαφορική εξίσωση Ber-
noulli). ΄Ετσι, το ΠΑΤ 

dN
dt

= rN
(
1 −

N

k

)
,

N (t0) = N0,
(2.3)

έχει λύση N (t) =
kN0

N0 + (k − N0) e−rt
, για κάϑε t ∈ R.

Η λύση αυτή είναι µοναδική για το ΠΑΤ (2.3) από το ϑεώρηµα ΄Υπαρξης και Μοναδικότη-
τας. Συνεχίζουµε ϐρίσκοντας τα σηµεία ισορροπίας της (2.2).

΄Εστω f (N) = rN
(
1 −

N

k

)
, τότε τα σηµεία ισοϱϱοπίας της (2.2) είναι N1 = 0 και N2 = k.

• Αν 0 < N0 < k, τότε λόγω του µονοσήµαντου ϑα είναι 0 < N(t) < k, για κάϑε t άϱα

f (N) > 0 και
dN
dt

> 0, για κάϑε t συνεπώς ο πληϑυσµός αυξάνει.

• Καϑώς το N(t) πλησιάϹει το k, η f (N) πλησιάϹει το µηδέν και
dN
dt

< 0 για κάϑε t και
ο N(t) τείνει στο k από τιµές µικϱότεϱες του k.

• Αν N0 > k τότε
dN
dt

< 0 για κάϑε t και ο πληϑυσµός ελαττώνεται και τείνει στο k από
τιµές µεγαλύτεϱες του k.

N f (N) N ′(t) N ως πϱος t
(0, k/2) > 0 > 0 αύξουσα και κυϱτή
(k/2, k) > 0 < 0 αύξουσα και κοίλη
(k,∞) < 0 < 0 ϕϑίνουσα και κυϱτή

• Αν N0 = 0, τότε N = 0.

• Αν N0 > 0, τότε lim
t→∞

N (t) = k.

Εποµένως, το k είναι ασυµπτωτικά ευσταθής λύση.
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΄Εστω το ΠΑΤ: 
dy
dt

= f (y)

y (t0) = y0

, t > t0

Η παϱαπάνω Σ∆Ε είναι αυτόνοµη µιας και η f δεν εξαϱτάται από τη µεταϐλητή t. Εάν η f
είναι Lipschitz1 στο [a, b] και y0 ∈ (a, b) τότε υπάϱχει µοναδική λύση για κάϑε t ∈ (c, d)
µε t0 ∈ (c, d).

Οϱισµός 1. Χώϱος ϕάσης της εξίσωσης
dy
dt

= f (y) είναι ο άξονας των y. Το y λέγεται

σηµείο ισοϱϱοπίας (ή λύση ισοϱϱοπίας), αν f (y) = 0. Το διάγϱαµµα ϕάσης της εξίσωσης
dy
dt

= f (y) είναι ο άξονας των y µαϹί µε τα σηµεία ισοϱϱοπίας και τα ϐέλη που καταδεικνύουν

το πϱόσηµο κλίσης της λύσης.

Το διάγραµµα ϕάσης είναι µια γεωµετρική έννοια που µας δίνει πληροφορίες για ι-
σορροπία, περιοδικότητα, απεριόριστη αύξηση, ευστάθεια, κλπ.

Παϱάδειγµα 3. (Κίνηση εκκϱεµούς) Παϱακάτω ϕαίνεται η κίνηση ενός εκκϱεµούς µήκους
` και µάϹας m, που σχηµατίϹει µε τον κατακόϱυϕο άξονα γωνία θ.

Σχήµα 2.2: Κίνηση απλού εκκϱεµούς.

Σύµϕωνα µε τον 2ο Νόµο του Newton καταλήγουµε στην διαϕοϱική εξίσωση κίνησης
του εκκϱεµούς που δίνεται από την σχέση:

m`2θ′θ′′ +mg` sin θ = 0

Η σχέση αυτή γϱάϕεται ισοδύναµα στην µοϱϕή:

1
2
m`2

(
θ′

)2
−mg` cos θ = c, (2.4)

όπου c σταϑεϱά, λόγω της διατήϱησης της ενέϱγειας (εµϕανίϹονται δηλαδή η κινητική και
η δυναµική ενέϱγεια, αντίστοιχα).

1Μια συνάρτηση f ονοµάζεται Lipschitz σ’ ένα διάστηµα [a, b] αν υπάρχει L > 0 τέτοιο, ώστε
|f (x1) − f (x2)| ≤ L |x1 − x2|, για κάϑε x1, x2 ∈ [a, b].
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Σχήµα 2.3: Επίπεδο ϕάσεων, µε άξονες θ και θ′ και µονοπαραµετρική οικογένεια καµπυ-
λών που δίνονται από την (2.4) για διάφορες τιµές του c [5].

Οϱισµός 2. ΄Ενα δεδοµένο Ϲεύγος (Θ,Θ′) λέγεται κατάσταση του συστήµατος (στην πε-
ϱίπτωση µας, του εκκρεµούς) και το παραπάνω διάγραµµα δείχνει πως εξελίσσεται, µε την
πάροδο του χϱόνου, οποιαδήποτε κατάσταση. Γνωρίζουµε ότι µια δεδοµένη κατάσταση προσ-
διορίζει όλες τις επόµενες, αφού µπορεί να ϑεωρηθεί ως αρχική συνθήκη για την επόµενη
κατάσταση.

Παϱατηϱήσεις 1. 1. Μια κατάσταση είναι ευσταϑής αν µικϱές διαταϱαχές ή µεταϐολές
του συστήµατος δεν επηϱεάϹουν δϱαστικά την κατάσταση. Για παϱάδειγµα η τϱέχουσα
κατάσταση του ηλιακού συστήµατος είναι µια χϱονοεξαϱτώµενη κατάσταση, στην οποία
οι πλανήτες κινούνται πεϱί τον ήλιο µε τάξη. Είναι γνωστό ότι αν ένα πολύ µικϱό
ουϱάνιο σώµα εισέλϑει στο σύστηµα, ή αν υπάϱξει µια πολύ µικϱή µεταϐολή στην
τϱοχιά ενός πλανήτη, τότε το αϱχικό σύστηµα δεν διαταϱάσσεται σηµαντική. Λέµε
ότι η αϱχική κατάσταση είναι ευσταϑής ως πϱος µικϱές διαταϱαχές. Το εϱώτηµα της
ευστάϑειας τίϑεται για κάϑε ϕυσικό σύστηµα.

2. Μια συναφής έννοια είναι εκείνη της διακλάδωσης. ΄Ενα σύστηµα υφίσταται δια-
κλάδωση όταν η κατάσταση του εξαρτάται από κάποια παράµετρο και καθώς η πα-
ϱάµετρος µεταβάλλεται, το σύστηµα µεταπίπτει σε µια άλλη κατάσταση για µια κρίσιµη
τιµή της παραµέτρου. Η διαδικασία αυτή συνήθως συνοδεύεται από µεταβολή της ευ-
στάθειας.

Οϱισµός 3. Το σηµείο ισοϱϱοπίας y του ΠΑΤ
dy
dt

= f (y)

y (t0) = y0

, t > t0

λέγεται:

i) Ευσταϑές αν για κάϑε ε > 0, υπάϱχει δ > 0 ώστε αν |y0 − y| < δ τότε |y(t) − y| < ε,
για κάϑε t ≥ 0.

ii) Ασυµπτωτικά ευσταϑές αν είναι ευσταϑές σηµείο ισοϱϱοπίας και επιπλέον για το y0 µε
|y0 − y| < δ ισχύει ότι lim

t→∞
y(t) = y.
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(Κατάσταση ισορροπίας ασυµπτωτικά ευσταθής ως πϱος µικρές διαταραχές: οι διατα-
ϱαχές τείνουν στο µηδέν, καθώς αυξάνεται το t)

iii) Το y λέγεται ασταϑές αν δεν είναι ευσταϑές.

Παϱατήϱηση 2. Υπάρχει ουσιαστική διαφορά µεταξύ συνεχούς εξάρτησης και ευστάθειας.
Ευστάθεια σηµαίνει ότι οι λύσεις µε αρχικές συνθήκες κοντά στα σηµεία ισορροπίας παρα-
µένουν κοντά σε αυτό για αυθαίρετα µεγάλο χϱόνο.

Παϱάδειγµα 4. ΄Εστω το ΠΑΤ: 
dy
dt

= −y,

y (0) = y0.

Το συγκεκϱιµένο ΠΑΤ έχει λύση y (t) = y0e−t , για t ≥ 0. Επίσης, αϕού f (y) = −y και άϱα
f (y) = 0 ⇔ y = 0 το 0 είναι το µοναδικό σηµείο ισοϱϱοπίας. ΄Εστω ε > 0, ϑέλουµε δ > 0
τέτοιο ώστε αν |y0 − 0| < δ τότε |y(t) − 0| < ε, για κάϑε t ≥ 0. ΄Εχουµε

|y(t)| = |y0| e
−t ≤ |y(0)| < δ.

Για δ := ε λαµϐάνουµε τελικά ότι το 0 είναι ευσταϑές.
Επίσης, έχουµε: ∣∣∣∣∣limt→∞ y(t)

∣∣∣∣∣ = lim
t→∞
|y(t)| = |y0| lim

t→∞
e−t = 0⇔ lim

t→∞
y(t) = 0.

Εποµένως, συµπεϱαίνουµε ότι το 0 είναι και ασυµπτωτικά ευσταϑές.

Παϱάδειγµα 5. ΄Εστω το ΠΑΤ: 
dy
dt

= y

y (0) = y0 , 0.

Η γενική λύση είναι y(t) = y0et , t ≥ 0 και πάλι αϕού f (y) = y το σηµείο ισοϱϱοπίας είναι το
0. Εν αντίϑεση µε πϱιν έχουµε:

|y(t)| = |y0| e
t t→∞
−−−→ +∞

Οπότε αν |y0| < δ δεν συνεπάγεται ότι |y(t)| < ε, για κάϑε t ≥ 0. ΄Αϱα, το 0 είναι ασταϑές.

Παϱάδειγµα 6. ΄Εστω η διαϕοϱική εξίσωση
dy
dt

= 0.

Τότε, τετϱιµµένα το 0 είναι ευσταϑές αλλά όχι ασυµπτωτικά ευσταϑές. 2

Γϱαµµικότητα

Λήµµα 1. ΄Ενα σ.ι. ȳ της αυτόνοµης δ.ε.

dy
dt

= f (y)

είναι
2Ισχύει ότι αν ένα σηµείο ισοϱϱοπίας είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές, τότε είναι και ευσταϑές. Το αντίστϱοϕο

δεν ισχύει πάντα.
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1. ευσταϑές αν υπάϱχει ∆ > 0 τέτοιο ώστε για κάϑε y µε |y − ȳ| < ∆ ισχύει ότι

(y − ȳ)f (y) ≤ 0.

2. ασυµπτωτικά ευσταϑές αν υπάϱχει ∆ > 0 τέτοιο ώστε για κάϑε y µε 0 < |y − ȳ| < ∆

ισχύει ότι

(y − ȳ)f (y) < 0.

3. ασταϑές αν υπάϱχει ∆ > 0 τέτοιο ώστε για κάϑε y µε 0 < y − ȳ < ∆(−∆ < y − ȳ < 0)
ισχύει ότι

(y − ȳ)f (y) > 0.

Πόϱισµα 1. ΄Εστω f µια συνάϱτηση µε συνεχή παϱάγωγο σε µια πεϱιοχή ενός σηµείου

ισοϱϱοπίας y (f (y) = 0). ΄Εστω, επίσης, ότι
df
dy

(y) , 0. Αν:

•
df
dy

(y) < 0, τότε το y είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.

•
df
dy

(y) > 0, τότε το y είναι ασταϑές.

Στην πεϱίπτωση που
df
dy

(y) = 0, τότε δεν λαµϐάνουµε κάποιο συµπέϱασµα.

Οϱισµός 4. Το σηµείο ισοϱϱοπίας y της διαϕοϱικής εξίσωσης
dy
dt

= f (y) λέγεται υπεϱϐολικό

αν
df
dy

(y) , 0.

Οϱισµός 5. Η γϱαµµικοποίηση της εξίσωσης
dy
dt

= f (y) στο σ.ι. y = ȳ, είναι εξ οϱισµού η

γϱαµµική εξίσωση
dy
dt

= f ′(ȳ)y.

∆ιακλαδώσεις

Οϱισµός 6. Μια οικογένεια διαϕοϱικών εξισώσεων της µοϱϕής

dy
dt

= f (µ, y)

ονοµάϹεται µονοπαϱαµετϱική οικογένεια διαϕοϱικών εξισώσεων.

Οϱισµός 7. ΄Εστω η διαϕοϱική εξίσωση
dy
dt

= f (µ, y). Η τιµή µ της παϱαµέτϱου µ για

την οποία έχουµε αλλαγή του αϱιϑµού των σηµείων ισοϱϱοπίας ή αλλαγή ευστάϑειας των
σηµείων ισοϱϱοπίας λέγεται τιµή διακλάδωσης.

Παϱάδειγµα 7. ΄Εστω η διαϕοϱική εξίσωση
dy
dt

= y (1 − y)−µ, µ ∈ R (σταϑεϱή παϱάµετϱος).
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Τότε f (µ, y) = y (1 − y) − µ. ΄Εχουµε διαδοχικά:

f (µ, y) = 0⇔ y (1 − y) − µ = 0⇔ y2 − y + µ = 0⇔ y± =
1 ±
√

1 − 4µ
2

(σ.ι.)

Για να είναι y ∈ R πϱέπει µ ≤
1
4

. Επίσης, έχουµε:

df
dy

(µ, y±) = 1 − 2y± = ∓
√

1 − 4µ

Ειδικότεϱα:

i)
df
dy

(µ, y+) = −
√

1 − 4µ

• για µ <
1
4

είναι
df
dy

(µ, y+) < 0, άϱα y+ ασυµπτωτικά ευσταϑές.

• για µ =
1
4

είναι
df
dy

(µ, y+) = 0, δεν λαµϐάνουµε συµπέϱασµα.

ii)
df
dy

(µ, y−) =
√

1 − 4µ

• για µ <
1
4

είναι
df
dy

(µ, y−) > 0, άϱα y− ασταϑές.

• για µ =
1
4

είναι
df
dy

(µ, y−) = 0, δεν λαµϐάνουµε συµπέϱασµα.

Σχήµα 2.4: Το διάγϱαµµα διακλάδωσης της διαϕοϱικής εξίσωσης του Παϱαδείγµατος 7
στο επίπεδο µ, y.
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Παϱάδειγµα 8. ΄Εστω η διαϕοϱική εξίσωση
dy
dt

= µy − y2, µ ∈ R.

΄Εχουµε:
f (µ, y) = µy − y2 = 0⇔ y = 0, y = µ (σ.ι.)

Επίσης,
df
dy

(µ, y) = µ − 2y. Εποµένως:

i)
df
dy

(µ,0) = µ

• Αν µ < 0 το 0 είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.

• Αν µ > 0 το 0 είναι ασταϑές.

• Αν µ = 0 δεν λαµϐάνουµε συµπέϱασµα.

ii)
df
dy

(µ, µ) = µ − 2µ = −µ

• Αν µ < 0 το µ είναι ασταϑές.

• Αν µ > 0 το µ είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.

• Αν µ = 0 δεν λαµϐάνουµε συµπέϱασµα.

Σχήµα 2.5: Το διάγϱαµµα διακλάδωσης της διαϕοϱικής εξίσωσης του Παϱαδείγµατος 8
στο επίπεδο µ, y.

Πόϱισµα 2. ΄Εστω η Σ∆Ε
dy
dt

= f (µ, y), t ≥ 0, µ ∈ R. Τα σηµεία ισοϱϱοπίας της είναι λύσεις

της εξίσωσης f (µ, y) = 0. Το διάγϱαµµα των (µ, y) όπου f (µ, y) = 0 ονοµάϹεται διάγϱαµµα
διακλάδωσης. ΄Εστω (µ0, y0) τέτοιο ώστε f (µ0, y0) = 0, τότε αν:

•
df
dy

(µ0, y0) < 0, τότε το y0 είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.
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•
df
dy

(µ0, y0) > 0, τότε το y0 είναι ασταϑές.

•
df
dy

(µ0, y0) = 0, τότε δεν λαµϐάνουµε συµπέϱασµα.

Παϱάδειγµα 9. ΄Εστω η διαϕοϱική εξίσωση
dy
dt

= (1 − y)
(
y2 − µ

)
µε µ ≥ 0.

΄Εχουµε διαδοχικά:

f (µ, y) = 0⇔ (1 − y)
(
y2 − µ

)
= 0⇔ y = 1, y = −

√
µ, y =

√
µ

Επίσης,
df
dy

(µ, y) = −3y2 + 2y + µ.

i)
df
dy

(µ,1) = µ − 1

• Αν µ > 1 τότε
df
dy

(µ,1) > 0 και άϱα το 1 είναι ασταϑές.

• Αν µ < 1 τότε
df
dy

(µ,1) < 0 και άϱα το 1 είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.

• Αν µ = 1 τότε
df
dy

(µ,1) = 0 και άϱα δεν λαµϐάνουµε συµπέϱασµα.

ii)
df
dy

(
µ,−
√
µ
)

= −2
√
µ
(
1 +
√
µ
)

• Αν µ > 0 τότε
df
dy

(
µ,−
√
µ
)
< 0 και άϱα το −

√
µ είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.

• Αν µ = 0 τότε
df
dy

(
µ,−
√
µ
)

= 0 και άϱα δεν λαµϐάνουµε συµπέϱασµα.

iii)
df
dy

(
µ,
√
µ
)

= 2
√
µ
(
1 −
√
µ
)

• Αν µ > 1 τότε
df
dy

(
µ,
√
µ
)
< 0 και άϱα το

√
µ είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.

• Αν µ < 1 τότε
df
dy

(
µ,
√
µ
)
> 0 και άϱα το

√
µ είναι ασταϑές.

• Αν µ = 1 τότε
df
dy

(
µ,
√
µ
)

= 0 και άϱα δεν λαµϐάνουµε συµπέϱασµα.

Οϱισµός 8. Τα σηµεία που αλλάϹει η ευστάϑεια ονοµάϹονται σηµεία καµπής.

Θεώϱηµα 2. (πεπλεγµένης συνάρτησης ΘΠΣ) ΄Εστω f (µ, y) συνεχώς παραγωγίσιµη σε
κάποιο ανοιχτό χωρίο U, δηλαδή f ∈ C1 (U)3 του επιπέδου µ, y που περιέχει το σηµείο
(µ0, y0). Αν f (µ0, y0) = 0 και fy (µ0, y0) , 0 4, τότε υπάρχει ορθογώνιο

S : |y − y0| < a, |µ − µ0| < b

που πεϱιέχεται στο U τέτοιο ώστε:

3ΣυµϐολίϹουµε µε f ∈ C (U) την συνεχή συνάϱτηση f στο U, µε f ∈ C1 (U) τη συνεχώς παϱαγωγίσιµη
συνάϱτηση f στο U και γενικά µε f ∈ Ck (U) την k−ϕοϱές συνεχώς παϱαγωγίσιµη συνάϱτηση στο U.

4ΣυµϐολίϹουµε
df
dy

= fy.
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Σχήµα 2.6: Το διάγϱαµµα διακλάδωσης της διαϕοϱικής εξίσωσης του Παϱαδείγµατος 9
στο επίπεδο µ, y.

i) Η εξίσωση f (µ, y) = 0 έχει µοναδική λύση y = y (µ) στο S.

ii) Η συνάϱτηση y = y (µ) είναι συνεχώς παϱαγωγίσιµη για |µ − µ0| < b και η παϱάγωγος
της δίνεται από τον τύπο:

dy
dµ

= −
fµ (µ, y(µ))
fy (µ, y(µ))

(2.5)

Παϱάδειγµα 10. ΄Εστω f (x, y) = x2 + y2 − 1.
΄Εχουµε fy = 2y, οπότε το ΘΠΣ εϕαϱµόϹεται σε κάϑε σηµείο (x0, y0) που ικανοποιεί

f (x0, y0) = 0⇔ x2
0 + y2

0 = 1

και fy (x0, y0) , 0 ⇔ y0 , 0, άϱα κοντά σε τέτοια σηµεία το y οϱίϹεται µονοσήµαντα σαν
συνάϱτηση του x. Αυτή η συνάϱτηση είναι η y =

√
1 − x2 αν y0 > 0 και y = −

√
1 − x2 αν

y0 < 0. Η y οϱίϹεται µόνο για |x | < 1 (η πεϱιοχή δεν πϱέπει να είναι πολύ µεγάλη) και το
y είναι µοναδικό µόνο αν ϐϱίσκεται κοντά στο y0. Αυτά τα στοιχεία καϑώς και η µη-ύπαϱξη
της dy/dx στο y0 = 0 είναι ϕανεϱά από το γεγονός ότι η x2 + y2 = 1 οϱίϹει µια πεϱιϕέϱεια
στο επίπεδο xy.

Παϱατήϱηση 3. Το ΘΠΣ είναι "συµµετϱικό" µε την έννοια ότι αν fµ (µ0, y0) , 0 τότε µπορο-
ύµε να λύσουµε ως πϱος µ και να πάρουµε µ = µ(y). Σε αυτή την περίπτωση:

dµ
dy

= −
fµ (µ(y), y)
fµ (µ(y), y)

. (2.6)

Οϱισµός 9. ΄Εστω ότι η f έχει συνεχείς µεϱικές παϱαγώγους τϱίτης τάξης σε µια πεϱιοχή
ενός σηµείου P0 = (µ0, y0) τότε:

• Αν f (P0) = 0 και fy (P0) , 0 ή fµ (P0) , 0, τότε το σηµείο P0 ονοµάϹεται κανονικό
σηµείο του γεωµετϱικού τόπου f (µ, y) = 0. Στην πεϱίπτωση αυτή το ΘΠΣ εξασϕαλίϹει
την ύπαϱξη µιας µοναδικής καµπύλης y = y (µ) ή µ = µ (y), που διέϱχεται από το P0.
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Σχήµα 2.7: Λύση εξίσωσης σε πεπλεγµένη µοϱϕή σε µικϱές πεϱιοχές.

• Αν το P0 δεν είναι κανονικό σηµείο, τότε ονοµάζεται ιδιόµορφο5 σηµείο και χαρακτη-
ϱίζεται από τη σχέση:

f (P0) = fy (P0) = fµ (P0) = 0.

2.1.3 Χαϱακτηϱισµός ιδιόµοϱϕων σηµείων γεωµετϱικού τόπου

΄Εστω ότι οι δεύτερες µερικές παράγωγοι της f (µ, y) δεν µηδενίζονται ταυτόχρονα. Θέτο-
ντας P = (µ, y) παίρνουµε από το ϑεώρηµα Taylor:

f (P) = f (P0)+fy (P0) ∆y+fµ (P0) ∆µ+
1
2

(
fyy (P0) ∆y2 + 2fyµ (P0) ∆y∆µ + fµµ (P0) ∆µ2

)
+o

(
∆y2 + ∆µ2

)
,

όπου ∆y = y − y0 και ∆µ = µ − µ0. Αν P0 = (µ0, y0) ιδιόµοϱϕο σηµείο και P επί του
γεωµετϱικού τόπου που έχουµε τότε:

fyy (P0) ∆y2 + 2fyµ (P0) ∆y∆µ + fµµ (P0) ∆µ2 + o
(
∆y2 + ∆µ2

)
= 0,

που καϑώς ∆y→ 0 και ∆µ → 0 έχουµε

fyy (P0) dy2 + 2fyµ (P0) dydµ + fµµ (P0) dµ2 = 0. (2.7)

ΟϱίϹουµε τη διακϱίνουσα D ≡ f 2
yµ (P0) − fyy (P0) fµµ (P0). ∆ιακϱίνουµε τϱεις πεϱιπτώσεις:

• Αν D > 0 τότε το P0 λέγεται διπλό σηµείο. Λύνοντας την (2.7) έχουµε:

dy
dµ

= −
fyµ
fyy
±

√
D

f 2
yy

ή
dµ
dy

= −
fyµ
fµµ
±

√
D

f 2
µµ

.

Αυτοί οι τύποι δίνουν τις κλίσεις των εϕαπτοµένων των διακλαδώσεων στο διπλό
σηµείο P0.

5Σε ένα ιδιόµοϱϕο σηµείο αναµένεται ιδιάϹουσα συµπεϱιϕοϱά αϕού οι λόγοι (2.5) και (2.6) είναι της

απϱοσδιόϱιστης µοϱϕής
0
0

.
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• Αν D = 0 τουλάχιστον δύο καµπύλες που διέϱχονται από το P0 έχουν εϕαπτόµενες
που ταυτίϹονται.

• Αν D < 0 δεν υπάρχουν πραγµατικές εφαπτόµενες και το P0 ονοµάζεται µεµονω-
µένο σηµείο.

Παϱάδειγµα 11. (Ληµνίσκος) ΄Εστω f (µ, y) =
(
µ2 + y2

)2
− 2

(
µ2 − y2

)
= 0. ∆ιαπιστώνουµε

ότι: f (0,0) = fµ (0,0) = fy (0,0) = 0 και D > 0.

Σχήµα 2.8: Ο γεωµετϱικός τόπος της εξίσωσης του Παϱαδείγµατος 11.

΄Αϱα, το P0 = (0,0) είναι διπλό σηµείο από το οποίο διέρχονται δύο κλάδη µε διαφορε-
τικές εφαπτόµενες.

Παϱάδειγµα 12. ΄Εστω f (µ, y) = y3 − µ2 = 0. Εδώ, το ιδιόµοϱϕο σηµείο είναι το (0,0) και
D = 0. ∆ηλαδή, δύο κλάδη έχουν την ίδια κατακόϱυϕη εϕαπτοµένη στο (0,0). ΄Ενα τέτοιο
σηµείο λέγεται αιχµή.

Σχήµα 2.9: Ο γεωµετϱικός τόπος της εξίσωσης του Παϱαδείγµατος 12.

Παϱάδειγµα 13. Ο γεωµετϱικός τόπος f (µ, y) = y2 + µ2 = 0 αποτελείται από ένα µόνο
σηµείο το (0,0) που είναι µεµονωµένο, αϕού D < 0.
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Οϱισµός 10. ΄Ενα ιδιόµοϱϕο σηµείο P0 λέγεται ιδιόµοϱϕο σηµείο υψηλότεϱης τάξης αν
όλες οι µεϱικές παϱάγωγοι δεύτεϱης τάξης fyy, fyµ και fµµ µηδενίϹονται στο P0.

Λήµµα 2. ΄Εστω P0 διπλό σηµείο της f (µ, y) = 0, τότε ισχύει ένα από τα εξής ενδεχόµενα:

i) fµµ (P0) , 0 και οι δύο εϕαπτόµενες έχουν τις κλίσεις:

dµ
dy

= −
fyµ
fµµ
±

√
D

f 2
µµ

ii) fµµ (P0) = 0 και οι δύο εϕαπτόµενες έχουν κλίσεις

dy
dµ

= 0 και
dµ
dy

= −
fyy

2fyµ
στο P0.

2.1.4 Ανταλλαγή ευστάϑειας

Σε διπλό σηµείο τέµνονται δύο κλάδοι. ΄Ετσι στα διπλά σηµεία µποϱεί να παϱουσιαστεί το
ϕαινόµενο της ανταλλαγής ευστάϑειας. (Η ευστάϑεια µποϱεί να αλλάξει ϕύση και σε ένα
κανονικό σηµείο)

Οϱισµός 11. ΄Ενα κανονικό σηµείο λέγεται σηµείο καµπής (ως πϱος το µ) αν fy (P0) , 0

και η
dµ
dy

αλλάϹει και πϱόσηµο στο P0.

Παϱάδειγµα 14. ΄Εστω f (µ, y) =
(
1 + y2 − µ

) (
µ2 − 25y2

)
έχει λύση ισοϱϱοπίας:

µ1 = 1 + y2, µ2 = 5y, µ3 = −5y

Σχήµα 2.10: Ο γεωµετϱικός τόπος της εξίσωσης του Παϱαδείγµατος 14. ΄Ολα τα σηµεία
επί των κλάδων είναι κανονικά εκτός από τα A, B, C, D, E, F . Το D είναι κανονικό σηµείο

καµπής, γιατί η
dµ
dy

αλλάϹει πϱόσηµο στο D. Τα A, B, C, D, E, F είναι διπλά σηµεία επειδή

είναι ιδιόµοϱϕα στα οποία υπάϱχουν δύο διαϕοϱετικές εϕαπτοµένες.

Θεώϱηµα 3. (ευστάϑεια σηµείου καµπής) ΄Εστω P0 κανονικό σηµείο καµπής της f (µ, y) = 0.
Τότε τα σηµεία ισοϱϱοπίας είναι ευσταϑή από τη µία πλευϱά του P0 και ασταϑή από την άλλη.
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2.2 Ποιοτική ϑεωϱία συστηµάτων δ.ε. πϱώτης τάξης

Το γενικό πϱόϐληµα είναι η επίλυση του n × n συστήµατος πϱωτοϐάϑµιων δ.ε. σε λυµένη
µοϱϕή 

x ′1 = f1 (t, x1, x2, . . . , xn)
x ′2 = f2 (t, x1, x2, . . . , xn)

...

x ′n = fn (t, x1, x2, . . . , xn)

(2.8)

όπου t η ανεξάϱτητη µεταϐλητή, τα xi = xi(t) είναι οι άγνωστες συναϱτήσεις και fi είναι
συνεχείς συναϱτήσεις n + 1 µεταϐλητών συναϱτήσεις. Αν, επιπλέον, έχουµε και αϱχική
συϑνήκη της µοϱϕής 

x1 (t0) = x10

x2 (t0) = x20

...

xn (t0) = xn0

(t ∈ I)

τότε ϑα λέµε ότι έχουµε ένα ΠΑΤ.
Θέτοντας x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) και f = (f1, f2, . . . , fn) το (2.8) παίϱνει τη µοϱϕή:x

′ = f (t, x)

x ′ (t0) = x0

Παϱατήϱηση: Το (2.8) πεϱιέχει τη γενική δ.ε. τάξης n σε λυµένη µοϱϕή:

x (n) = g
(
t, x, x ′, . . . , x (n−1)

)
(2.9)

Πϱάγµατι ϑεωϱούµε το n × n σύστηµα:

x ′1 = x2

x ′2 = x3

...

x ′n−1 = xn
x ′n = g (t, x1, x2, . . . , xn)

(2.10)

΄Εστω x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) µία λύση του (2.10) τότε η x(t) = x1(t) είναι η λύση
του (2.9). Πϱάγµατι:

x (n) = x (n)
1 = x (n−1)

2 = x (n−2)
3 = · · · = x ′′n−1 = x ′n = g (t, x1, x2, . . . , xn) = g

(
t, x, x ′, . . . , x (n−1)

)
Οϱισµός 12. Το n × n σύστηµα (2.8) λέγεται αυτόνοµο αν έχει τη µοϱϕή

x ′ = f
(
x
)

(2.11)

Παϱατηϱήσεις:

1. Αν x(t), t ∈ I λύση του (2.11), τότε η καµπύλη/τϱοχιά x(t) είναι εϕαπτόµενη στο
διανυσµατικό επίπεδο f

(
x
)
.
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2. Αν x(t), t ∈ I λύση του (2.11) τότε και η x(t + c), t ∈ I − c είναι λύση της (2.11). Η
ιδιότητα αυτή δεν ισχύει γενικά για µη αυτόνοµα συστήµατα. Για παϱάδειγµα, έστωx(t) = et

y(t) = tet − et

λύση του ΠΑΤ x ′ = x

y′ = tx

΄Εχουµε y′(t + c) = (t + c) et+c , t (x (t + c)) = tet+c εκτός αν c = 0.

Θεώϱηµα 4. (Picard-Lindelöf) Για
(
t0, x0

)
έστω ότι οι συναϱτήσεις

fi (t, x) ,
∂f

∂xj

(
t, x

)
(2.12)

είναι συνεχείς σε ένα σύνολο της µοϱϕής

[t0, t0 + a) ×
[
x10 − b1, x10 + b1

]
× · · · ×

[
xn0 − bn, xn0 + bn

]
,

τότε το ΠΑΤ x ′ = f
(
t, x

)
,

x (t0) = x,

έχει µοναδική λύση, οϱισµένη σε κάποιο διάστηµα [t0, t0 + ε).

Παϱατήϱηση: Η υπόθεση (4) του Θεωρήµατος 4 µπορεί να αντικατασταθεί από την υπόθε-
ση η f να είναι οµοιόµορφα Lipschitz συνεχής στο x (εννοώντας ότι η σταθερά Lipschitz
µπορεί να ϑεωρηθεί ανεξάρτητη του t) και συνεχής στο t. Το ϑεώρηµα Picard-Lindelöf είναι
επίσης γνωστό ως ϑεώρηµα Cauchy-Lipschitz ή ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας.

Πόϱισµα 3. Αν οι fi ,
∂f

∂xj
είναι συνεχείς, τότε από κάϑε σηµείο του Rn διέϱχεται ακϱιϐώς µία

τϱοχιά.

2.2.1 Σηµείο ισοϱϱοπίας - ευστάϑεια

Θεωϱούµε το n × n αυτόνοµο σύστηµα:

x ′ = f
(
x
)

(2.13)

Οϱισµός 13. Το x0 ∈ R
n λέγεται σηµείο ισοϱϱοπίας ή κϱίσιµο σηµείο για το (2.13) αν

f
(
x0

)
= 0. (Η λύση x(t) = x0 λέγεται λύση ισοϱϱοπίας ή λύση µόνιµης κατάστασης.)

Παϱάδειγµα 15. (Φυσική ερµηνεία κρίσιµων σηµείων) ΄Εστω σωµατίδιο µάϹας m που κι-
νείται σε µια διάσταση x από την επίδραση µιας δύναµης f (x, x ′). Από τον δεύτερο νόµο
του Newton η εξίσωση κίνησης ϑα είναι mx ′′ = f (x, x ′). Η εξίσωση γράφεται ως σύστηµα
πϱώτης τάξης

x ′ = y,

dy
dt

=
1
m
f (x, y) ,

µε κϱίσιµα σηµεία (x0,0) αϕού f (x0,0) = 0. ΄Ενα κϱίσιµο σηµείο αντιστοιχεί σε ένα σηµείο
όπου η ταχύτητα και η επιτάχυνση µηδενίϹονται. ΄Ετσι το σωµατίδιο είναι ακίνητο και δεν
δϱα καµία δύναµη σε αυτό.
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Σχήµα 2.11: Αναπαϱάσταση λύσης στον χώϱο ϕάσεων πεδίο διανυσµάτων f (x, y). Τα (x, y)
πεϱιγϱάϕουν κίνηση σωµατιδίων µε ταχύτητα f (x, y) σε κάϑε σηµείο του χώϱου ϕάσεων.

Οϱισµός 14. ΄Εστω x0 µεµονωµένο σηµείο ισοϱϱοπίας (δηλαδή υπάϱχει πεϱιοχή του x0
που δεν έχει άλλο σηµείο ισοϱϱοπίας) του (2.13) τότε:

i) Το x0 λέγεται ευσταϑές αν για κάϑε ε > 0 υπάϱχει δ > 0, ώστε για κάϑε λύση ψ(t)

του (2.13) τέτοια ώστε
∣∣∣∣ψ (t0) − x0

∣∣∣∣ < δ να ισχύει ότι η ψ(t) οϱίϹεται στο [t0,+∞) και∣∣∣∣ψ(t) − x0

∣∣∣∣ < ε για κάϑε t ≥ t0.

Σχήµα 2.12: Ευστάϑεια x0

ii) Το x0 λέγεται ασυµπτωτικά ευσταϑές αν είναι ευσταϑές και ισχύει:

lim
t→∞

ψ(t) = x0

iii) Το x0 λέγεται ασταϑές αν δεν είναι ευσταϑές.

2.2.2 Γϱαµµικά συστήµατα

Το γενικό πϱόϐληµα:
x ′ = A(t)x + b(t), t ∈ I (2.14)
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Σχήµα 2.13: Αυµπτωτική ευστάϑεια x0

Σχήµα 2.14: Αστάϑεια x0

όπου A : I →Mn×n (R) και b : I → Rn, συνεχείς.
Στην πεϱίπτωση µας έχουµε:

f
(
t, x

)
= A(t)x + b(t).

΄Αϱα η
g (t, y) = A(t)

(
ϕ(t) + y

)
+ b(t) − ϕ′(t) = A(t)y

αϕού ϕ(t) λύση του (2.14). ΄Αϱα, η λύση ϕ(t) του (2.14) έχει την ίδια ευστάϑεια µε το
σηµείο 0 ως σηµείο ισοϱϱοπίας του:

y′ = A(t)y

Πϱόταση 1. Κάϑε λύση ϕ(t) του πϱοϐλήµατος

x ′ = A(t)x + b(t)

έχει την ίδια ιδιότητα ευστάϑειας µε το 0 ως σηµείο του οµογενούς

x ′ = A(t)x. (2.15)

Πϱόταση 2. i) H µηδενική λύση του συστήµατος x ′ = A(t)x είναι ευσταϑής αν και µόνο
αν κάϑε λύση του είναι ϕϱαγµένη.
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ii) Η µηδενική λύση είναι ασυµπτωτικά ευσταϑής αν και µόνο αν κάϑε λύση τείνει στο 0
καϑώς t → ∞.

iii) Η µηδενική λύση είναι ασταϑής αν και µόνο αν το (2.15) έχει µη-ϕϱαγµένες λύσεις σε
κάποιο [t0,+∞).

Οϱισµός 15. ΄Εστω A ∈ Mn×n (F). Η νόϱµα ‖A‖ του A οϱίϹεται ως:

‖A‖ = min {c > 0 : ‖Ax‖ ≤ c ‖x‖ , ∀x ∈ Rn}

Ιδιότητες:

i) Για κάϑε x ∈ Rn ισχύει ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖.

ii) Για κάϑε ε > 0 υπάϱχει x ∈ Rn τέτοιο ώστε ‖Ax‖ > (‖A‖ − ε) ‖x‖.

iii) Για κάϑε A, B ∈ Mn×n (F) ισχύει ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.

Μία άλλη νόϱµα στοMn×n (F) είναι η ευκλείδεια νόϱµα:

‖A‖ =

√√
n∑
i=1

n∑
j=1

(
aij

)2

Παϱάδειγµα 16. Να εξετάσετε την ευστάϑεια των λύσεων του συστήµατος x ′ = Ax + b,
όπου:

A =

−1 0 0
2 −1 −2
3 2 −1

 , b(t) =

 t2et
−1


Σύµϕωνα µε την πϱοηγούµενη πϱόταση, πϱέπει να ελέγξουµε τις ιδιότητες (για "µεγάλα" t)
των λύσεων του x ′ = Ax. Το χαϱακτηϱιστικό πολυώνυµο του A είναι:

p (λ) = det (A − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 − λ 0 0

2 −1 − λ −2
3 2 −1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ + 1)
[
(λ + 1)2 + 4

]
΄Αϱα, οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι −1, −1 − 2i, −1 + 2i.

• Στην ιδιοτιµή −1 αντιστοιχεί µία λύση ϕ1 (t) = e−tw, w ∈ Rn όπου w το αντίστοιχο
ιδιοδιάνυσµα.

• ΄Εστω u + iυ ιδιοδιάνυσµα της ιδιοτιµής −1 + 2i. Τότε παίϱνουµε τη µιγαδική λύση:

e(−1+2i)t
(
u + iυ

)
= e−t [cos (2t) + i sin (2t)]

(
u + iυ

)
= e−t

[(
cos(2t)u − sin(2t)υ

)
+ i

(
cos(2t)υ + sin(2t)u

)]
΄Αϱα, στις ιδιοτιµές −1−2i, −1 + 2i αντιστοιχούν δύο λύσεις ϕ2 (t) και ϕ3 (t), κάϑε µια
εκ των οποίων έχει την εξής µοϱϕή

e−t
[
cos(2t)u + sin(2t)υ

]
για κάποιο u, υ ∈ Rn.
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Είναι πϱοϕανές ότι lim
t→+∞

ϕi(t) = 0, για κάϑε i = 1,2,3. ΄Αϱα, σύµϕωνα µε τα ϑεωϱήµατα

κάϑε λύση του x ′ = Ax + b είναι ασυµπτωτικά ευσταϑής.

Θεώϱηµα 5. ΄Εστω το n × n αυτόνοµο σύστηµα x ′ = Ax.

i) Αν όλες οι ιδιοτιµές λi του A έχουν Re (λi) < 0 για i = 1,2, . . . , n, τότε η µηδενική
λύση είναι ασυµπτωτικά ευσταϑής.

ii) Αν υπάϱχει ιδιοτιµή λi του A µε Re (λi) > 0 για i = 1,2, . . . , n, τότε η µηδενική λύση
είναι ασταϑής.

iii) Αν για όλες τις ιδιοτιµές λi του A ισχύει Re (λi) ≤ 0 για i = 1,2, . . . , n και υπάϱχει
ιδιοτιµή µε Re (λi) = 0, τότε:

I) Η µηδενική λύση δεν είναι ασυµπτωτικά ευσταϑής.

II) Η µηδενική λύση είναι ευσταϑής αν και µόνο αν για τις ιδιοτιµές µε Re (λi) = 0
ισχύει ότι η γεωµετϱική και αλγεϐϱική πολλαπλότητα είναι ίσες.

Παϱάδειγµα 17. ∆ίνεται το x ′ = Ax, όπου A =

 0 2 1
−1 −3 −1
1 1 −1

. ΄Εχουµε ότι:

p (λ) = det (A − λI) = 0⇔ λ1 = −1 < 0, λ2 = −2 < 0

Εποµένως, η µηδενική λύση είναι ασυµπτωτικά ευσταϑής.

Παϱάδειγµα 18. ΄Εστω x ′′ + 2µx ′ + x = 0, µ ∈ R. ΄Εχουµε ότι:

x ′ = y

y′ = −2µy − x
⇒

(
x ′

y′

)
=

(
0 1
−1 −2µ

) (
x
y

)

Θέτουµε A =

(
0 1
−1 −2µ

)
. O A έχει ιδιοτιµές λ1,2 = −µ ±

√
µ2 − 1.

i) Αν µ ≥ 1 τότε λ1,2 < 0 και άϱα το (0,0) είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές σηµείο ισοϱϱοπίας.

ii) Αν 0 < µ < 1 τότε λ1,2 ∈ C µε Re
(
λ1,2

)
< 0 άϱα το (0,0) είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές

σηµείο ισοϱϱοπίας.

iii) Αν µ = 0 τότε λ1,2 = ±i και Re
(
λ1,2

)
= 0 άϱα το (0,0) είναι ευσταθές σηµείο ισορρο-

πίας.

iv) Αν µ < 0 τότε λ1,2 > 0 ή λ1,2 = α + i�, α > 0 άϱα το (0,0) είναι ασταϑές σηµείο
ισοϱϱοπίας.

Ασκήσεις: Να λυϑούν τα παϱακάτω συστήµατα.

1. x (4) + 2x ′′ + x = 0

2. x ′ = Ax + b(t), όπου A =

(
1 2
0 3

)
και b(t) =

(
et

0

)
.

3.
{
x ′ = x + µy
y′ = x − y

, µ ∈ R.
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Αυτόνοµα συστήµατα στο επίπεδο

∆ίνεται το παϱακάτω σύστηµα {
x ′ = F (x, y)
y′ = G(x, y) (2.16)

όπου x = x(t) και y = y(t). ΄Ενα σηµείο (x0, y0) είναι σηµείο ισοϱϱοπίας αν και µόνο αν:

F (x0, y0) = G (x0, y0) = 0

Ταξινόµηση σηµείων ισοϱϱοπίας στο επίπεδο

Οϱισµός 16. ΄Εστω (x0, y0) αποµονωµένο σηµείο ισοϱϱοπίας του (2.16). Λέµε ότι η τϱοχιά
(x(t), y(t)) πϱοσεγγίϹει το (x0, y0) καϑώς t → ±∞ 6 αν:

lim
t→±∞

(x(t), y(t)) = (x0, y0)

Αν επιπλέον υπάϱχει το όϱιο

lim
t→±∞

y(t) − y0

x(t) − x0
= ` ∈ R ∪ {±∞, }

τότε λέµε ότι η τϱοχιά (x(t), y(t)) εισχωϱεί στο (x0, y0) µε γωνία ϑ = arctan `.

Σχήµα 2.15: Παϱαδείγµατα τϱοχιών. Η πϱώτη εισχωϱεί ενώ η δεύτεϱη όχι.

Οϱισµός 17. ΄Εστω (x0, y0) αποµονωµένο σηµείο ισοϱϱοπίας του (2.16). Το (x0, y0) λέγεται:

i) Κόµϐος: αν κάϑε τϱοχιά εισχωϱεί καϑώς t → ±∞, όπως ϕαίνεται στο παϱακάτω
σχήµα.

• καταϐόϑϱες όταν t → +∞

• πηγή όταν t → −∞

6Μια τϱοχιά δεν µποϱεί να πϱοσεγγίϹει ένα σηµείο ισοϱϱοπίας σε πεπεϱασµένο χϱόνο.
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ii) Σαγµατικό σηµείο: αν υπάϱχουν τϱοχιές που εισχωϱούν και τϱοχιές οι οποίες δεν
πϱοσεγγίϹουν, όπως ϕαίνεται στο παϱακάτω σχήµα.

iii) Εστία: αν όλες οι τϱοχιές πϱοσεγγίϹουν το (x0, y0) καϑώς t → +∞ ή όλες πϱοσεγγίϹουν
το (x0, y0) καϑώς t → −∞, αλλά δεν εισχωϱούν, όπως ϕαίνεται στο παϱακάτω σχήµα.

iv) Κέντϱο: αν περιβάλλεται από µία άπειρη οικογένεια κλειστών καµπυλών. Τότε δεν
προσεγγίζεται από καµία τροχιά καθώς t → +∞ ή t → −∞, όπως ϕαίνεται στο παρα-
κάτω σχήµα.
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Παϱάδειγµα 19. ΄Εστω το σύστηµα:

x ′ = x,

y′ = −x + 2y.
(2.17)

Θέτοντας w = (x, y) έχουµε w′ = Aw, όπου A =

(
1 0
−1 2

)
. Θα δείξουµε τι είδους σηµείο ισορ-

ϱοπίας είναι το (0,0). Βρίσκουµε τη γενική λύση του συστήµατος (2.17). Το χαρακτηριστικό
πολυώνυµο είναι:

p(λ) = det (A − λI) = (λ − 1) (λ − 2)

Οπότε οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1 = 1 και λ2 = 2. Βϱίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα.

• Για λ = 1 έχουµε: (
0 0
−1 1

) (
s
t

)
=

(
0
0

)
⇒ u1 =

(
1
1

)
• Για λ = 2 έχουµε: (

−1 0
−1 0

) (
s
t

)
=

(
0
0

)
⇒ u2 =

(
0
1

)
Εποµένως, η γενική λύση του συστήµατος είναι

w(t) = c1e
t

(
1
1

)
+ c2e

2t
(
0
1

)
ή ισοδύναµα x(t) = c1et , y(t) = c1et + c2e2t.

ΖωγϱαϕίϹουµε τις τϱοχιές.

• Αν c1 = 0, τότε x(t) = 0, y(t) = c2et.

• Αν c2 = 0, τότε x(t) = c1et , y(t) = c1et.

• Αν c1 , 0 και c2 , 0 τότε y = x+
c2

c2
1
x2, δηλαδή οικογένεια παϱαϐολών που διέϱχονται

από το (0,0) και εϕάπτονται στην διαγώνιο y = x, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.16.

Παϱάδειγµα 20. ΄Εστω το σύστηµα: {
x ′ = x + 2y
y′ = 2x − 2y

Θέτοντας w = (x, y) έχουµε w′ = Aw, όπου A =

(
1 2
2 −2

)
. Εύκολα, ϐϱίσκουµε ότι οι ιδιοτιµές

του πίνακα A είναι λ1 = 2 και λ2 = −3 µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα u1 =

(
2
1

)
και u2 =

(
1
−2

)
.

Εποµένως, η γενική λύση του συστήµατος είναι:

w(t) = c1e
2t

(
2
1

)
+ c2e

−3t
(

1
−2

)
⇔

{
x(t) = 2c1e2t + c2e−3t

y(t) = c1e2t − 2c2e−3t
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Σχήµα 2.16: Οικογένεια παϱαϐολών εϕαπτοµενικά της ευϑείας y = x.

• Αν c1 = 0 τότε: {
x(t) = c2e−3t

y(t) = −2c2e−3t

Εποµένως, ο γεωµετϱικός τόπος των σηµείων (x,y) του είναι η ευϑεία y = −2x.

• Αν c2 = 0 τότε: {
x(t) = 2c1e2t

y(t) = c1e2t

Εποµένως, ο γεωµετϱικός τόπος των σηµείων (x,y) του είναι η ευϑεία y =
1
2
x.

Τελικά, το (0,0) είναι σαγµατικό (ασταθές) σηµείο (δες σχήµα στον ορισµό σαγµατικού ση-
µείου).

Παϱάδειγµα 21. ΄Εστω το σύστηµα:{
x ′ = ax − by

y′ = bx + ay
, b , 0

Θέτοντας w = (x, y) έχουµε w′ = Aw, όπου A =

(
a −b
b a

)
. Εύκολα, ϐϱίσκουµε ότι οι ιδιοτιµές

του πίνακα A είναι λ1 = a + ib και λ2 = a − ib. Εισάγουµε πολικές συντεταγµένες (r, ϑ):{
x = r cos ϑ
y = r sin ϑ

όπου r = r(t) και ϑ = ϑ(t). Το αϱχικό µας σύστηµα γϱάϕεται, λοιπόν, στην ισοδύναµη
µοϱϕή:  r ′ cos ϑ − r sin ϑϑ′ = r (a cos ϑ − b sin ϑ) (I)

r ′ sin ϑ + r cos ϑϑ′ = r (b cos ϑ + a sin ϑ) (II)



2.2. ΠΟΙΟΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ∆.Ε. ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ 37

ΠολλαπλασιάϹουµε και πϱοσϑέτουµε τις δύο σχέσεις ως sin ϑ · (I) + cos ϑ · (II) και πϱοκύπτει
η σχέση:

rϑ′ = r
(
b cos2 ϑ + a sin ϑ cos ϑ − a sin ϑ cos ϑ + b sin2 ϑ

)
= rb ⇔ ϑ′ = b.

∆ηλαδή, ϑ(t) = ϑ(0) + bt.
ΠολλαπλασιάϹουµε και πϱοσϑέτουµε τις δύο σχέσεις ως cos ϑ · (I) + sin ϑ · (II) και πϱοκύπτει,
µε ανάλογο τϱόπο, η σχέση r ′ = ar. ∆ηλαδή, r(t) = r(0)eat.

Απαλοίϕουµε τον χϱόνο t =
ϑ(t) − ϑ(0)

b
και παίϱνουµε:

r = r(0)e
a
b (ϑ−ϑ(t)) ⇒ r = ce

a
b ϑ.

Η παϱαπάνω σχέση δίνει σε πολικές συντεταγµένες την εξίσωση της σπίϱας. ΄Αϱα:

• Αν a , 0 έχουµε εστία και ειδικότεϱα αν a < 0 η εστία είναι ασυµπτωτικά ευσταϑής
και αν a > 0 είναι ασταϑής.

• Αν a = 0 έχουµε κέντϱο.

Σχήµα 2.17: Σπείϱα της µοϱϕής r = ce
a
� ϑ όπου a, � < 0.

Σχήµα 2.18: Σπείϱα της µοϱϕής r = ce
a
� ϑ όπου a > 0, � < 0.

2.2.3 Γενική ϑεωϱία 2 × 2 αυτόνοµων γϱαµµικών συστηµάτων

΄Εστω x ′ = Ax µε detA , 0. ΄Αϱα, το (0,0) είναι αποµονωµένο σηµείο. ΄Εστω ιδιοτιµές
λ1, λ2. ∆ιακϱίνουµε τις πεϱιπτώσεις:

Πεϱίπτωση 1: ΄Εστω λ1, λ2 ∈ R και λ1 < λ2. Η γενική λύση δίνεται από τη σχέση:

x(t) = c1e
λ1tu1 + c2e

λ2tu2
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• Αν c1 = 0 τότε x(t) = c2e
λ2tu2.

• Αν c2 = 0 τότε x(t) = c1eλ1tu1.

΄Αϱα οι ευθείες {λui : λ ∈ R} είναι αναλλοίωτες. Πάνω στις ευθείες ελκόµαστε ή αποµακρυ-
νόµαστε από το (0,0) ανάλογα µε το πρόσηµο των λi. ΄Εστω c1, c2 , 0 τότε:

x ′(t)∥∥∥x ′(t)∥∥∥ =
λ1c1eλ1tu1 + λ2c2eλ2tu2∥∥∥λ1c1eλ1tu1 + λ2c2eλ2tu2

∥∥∥
=

λ1c1e(λ1−λ2)tu1 + λ2c2u2∥∥∥λ1c1e(λ1−λ2)tu1 + λ2c2u2

∥∥∥ .
(2.18)

Τότε έχουµε lim
t→+∞

x ′(t)
‖x ′(t)‖

=
λ2c2u2∥∥∥λ2c2u2

∥∥∥ . ΄Αϱα, καϑώς το t → +∞ το x ′(t) τείνει να γίνει

παϱάλληλο µε το u2.
΄Οµοια, καϑώς το t → −∞ το x ′(t) τείνει να γίνει παϱάλληλο µε το u1.

(α) Αν λ1 < λ2 < 0, τότε lim
t→∞

x(t) = 0. Σύµϕωνα µε τα παϱαπάνω κάϑε τϱοχιά εισχωϱεί
στο (0,0) καϑώς t → +∞ µε γωνία u2, εκτός αν η τϱοχιά ϐϱίσκεται στην ευϑεία
{λu1 : λ ∈ R}.

(ϐ) Αν 0 < λ1 < λ2, τότε lim
t→∞

x(t) = 0 και εισχωϱεί καϑώς t → −∞, οπότε έχουµε ασταϑή
κόµϐο.

(γ) Αν λ1 < 0 < λ2, τότε κατά µήκος της ευϑείας {λu1 : λ ∈ R} πϱοσεγγίϹουµε το (0,0),
κατά µήκος της ευϑείας {λu2 : λ ∈ R} αποµακϱυνόµαστε από το (0,0). Στην γενική
πεϱίπτωση η λύση

x(t) = c1e
λ1tu1 + c2e

λ2tu2, c1, c2 , 0

τείνει στο άπειϱο και όταν t → +∞ και όταν t → −∞. ΄Αϱα, σε αυτήν την πεϱίπτωση
έχουµε σαγµατικό σηµείο.

Πεϱίπτωση 2: ΄Εστω λ1, λ2 ∈ C της µοϱϕής λ1 = a + i� και λ2 = a − i� µε a, � ∈ R. Η
γενική λύση δίνεται από τη σχέση:

x(t) = eat
[
c1

(
cos(�t)u + sin(�t)υ

)
+ c2

(
sin(�t)u − cos(�t)υ

)]
Ισοδύναµα:

x(t) = ceat
[
cos (�t + ϕ0)u + sin (�t + ϕ0) υ

]
.

• Για a = 0, η παϱαπάνω καµπύλη είναι έλλειψη µε κέντϱο το (0,0) (άσκηση).

• Για a , 0 είναι µια ελλειψοειδής σπείϱα.

Πεϱίπτωση 3: ΄Εστω λ1, λ2 ∈ R µε λ1 = λ2 = λ ∈ R∗.

i. Αν η γεωµετϱική πολλαπλότητα τους είναι 2, δηλαδή ο πίνακας A είναι διαγωνίσιµος,
τότε A = λI. ΄Αϱα, η λύση του συστήµατος γϱάϕεται στην µοϱϕή:

x(t) = eλtx(0).
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Σχήµα 2.19: Αϱιστεϱά ασυµπτωµατικά ευσταϑές άστϱο λ < 0 και δεξιά ασταϑές άστϱο
λ > 0. [6]

Σχήµα 2.20: Αϱιστεϱά ασυµπτωµατικά ευσταϑής νόϑος κόµϐος λ < 0 και δεξιά ασταϑής
νόϑος κόµϐος λ > 0 [6].

ii. Αν η γεωµετϱική πολλαπλότητα τους είναι 1 (µη απλής δοµής), τότε Au = λu. Η
γενική λύση είναι

x(t) = eλt
[
c1u + c2

(
υ + t (A − λ) υ

)]
,

όπου υ , 0, γϱαµµικά ανεξάϱτητο του u.

Παϱάδειγµα 22. ∆ίνεται το σύστηµα:

x ′ = 3x − 2y,

y′ = 2x − 2y.

Ο πίνακας του συστήµατος είναι A =

(
3 −2
2 −2

)
και οι ιδιοτιµές του είναι λ1 = −1 και λ2 = 2.

Η γενική λύση, µέσω της εύϱεσης και των αντίστοιχων ιδιοδιανυσµάτων, είναι η:

x(t) = c1e
−t

(
1
2

)
+ c2e

2t
(
2
1

)
.

Ας δώσουµε τώϱα µια άλλη οπτική µέσω της κανονικής µοϱϕής Jordan. ΄Εστω το σύστηµα:

x ′ = Ax. (2.19)
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Για τον A υπάϱχει 2 × 2 αντιστϱέψιµος πίνακας P τέτοιος ώστε ο πίνακας J = P−1AP να
έχει µία από τις εξής µοϱϕές:

i. J =

(
λ1 0
0 λ2

)
µε λ1 < λ2.

ii. J =

(
a −b
b a

)
µε a, b ∈ R.

iii. J =

(
λ 0
0 λ

)
µε λ ∈ R.

iv. J =

(
λ 1
0 λ

)
µε λ ∈ R.

Το σύστηµα (2.19) γϱάϕεται έτσι ισοδύναµα στη µοϱϕή:

x ′ = PJP−1x ⇔

P−1x ′ = JP−1x ⇔(
P−1x

)′
= JP−1x.

Θέτουµε y = P−1x και άϱα ισοδύναµα έχουµε:

y′ = Jy (2.20)

Το διάγϱαµµα ϕάσης του (2.19) είναι µια "παϱαµοϱϕωµένη" εκδοχή του διαγϱάµµατος
ϕάσης του (2.20).

i. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να λύσουµε το εξής σύστηµα:
dy1

dt
= λ1y1

dy2

dt
= λ2y2

Θέλουµε να το ϕέϱουµε στην µοϱϕή y′ = Jy και ισοδύναµα:(
y′1
y′2

)
=

(
λ1 0
0 λ2

) (
y1

y2

)
ΕϕαϱµόϹουµε τη µέϑοδο χωϱιϹοµένων µεταϐλητών. ΄Αϱα:

dy2

dy1
=
λ2

λ1

y2

y1
⇒ |y2| = c |y1|

λ2
λ1

∆ιακϱίνουµε τις παϱακάτω πεϱιπτώσεις:

1) Αν 0 < λ1 < λ2, τότε
λ2

λ1
> 1 και έχουµε κόµϐο, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 2.21.

2) Αν λ1 < λ2 < 0, τότε 0 <
λ2

λ1
< 1 και έχουµε κόµϐο, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα

2.22.

3) Αν λ1 < 0 < λ2, τότε
λ2

λ1
< 0 και έχουµε σαγµατικό σηµείο, όπως ϕαίνεται στο

Σχήµα 2.23.
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Σχήµα 2.21: Ασταϑής κόµϐος

Σχήµα 2.22: Ευσταϑής κόµϐος

Σχήµα 2.23: Σάγµα

ii. Ας ϑυµηϑούµε τώϱα το παϱακάτω σύστηµα σε πολικές συντεταγµένες:{
r ′ = ar
ϑ′ = �

Τότε αν το a = 0 έχουµε κέντϱο και αν a , 0 έχουµε εστία.

iii. Αν έχουµε πίνακα συστήµατος της µοϱϕής A = λI όπου λ µοναδική ιδιοτιµή, τότε η
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γενική λύση, όπως είχαµε πει παϱαπάνω, είναι η:

y(t) = eλty(0)

Αυτή µας δίνει αστεϱοειδής κόµϐους, για λ < 0 και λ > 0, αντίστοιχα (ϐλέπε Σχήµα
2.19).

iv. Τέλος, αν έχουµε ένα σύστηµα της µοϱϕής y′ = Jy, όπου J =

(
λ 1
0 λ

)
, τότε η γενική

λύση του συστήµατος δίνεται από τη σχέση:

y(t) = eλt
[
c1u + c2

(
υ + t (J − λI) υ

)]
Για να ϐϱω το u κάνω το εξής:

Ju = λu ⇔

(
0 1
0 0

)
u =

(
0
0

)
⇔ u =

(
1
0

)
Επίσης, επιλέγουµε ένα γραµµικά ανεξάρτητο διάνυσµα για το υ, όπως για πα-

ϱάδειγµα υ =

(
0
1

)
. ΄Αρα:

y(t) = eλt
[
c1

(
1
0

)
+ c2

((
0
1

)
+ t

(
0 1
0 0

) (
0
1

))]

⇔ y(t) = eλt
[
c1

(
1
0

)
+ c2

(
t
1

)]
= eλt

(
c1 + c2t
c2

)
∆ηλαδή: x(t) = eλt (c1 + c2t)

y(t) = c2eλt

΄Εστω λ < 0. Πϱοϕανώς (x(t), y(t))
t→+∞
−→ (0,0). Θα ϐϱούµε τώϱα την γωνία µε την

οποία γίνεται αυτή η σύγκλιση. ΄Εχουµε:

y(t)
x(t)

=
c2eλt

(c1 + c2t) eλt
=

c2

c1 + c2t

Αν c2 = 0, τότε y(t) = 0. Αν c2 , 0, τότε:

y(t)
x(t)

=
1
t
·

1
c1
c2t

+ 1

Εποµένως, lim
t→+∞

y(t)
x(t)

= 0, δηλαδή η κλίση τείνει στο 0 καθώς το t µεγαλώνει απερι-

όριστα και επίσης, για µεγάλα t έχουµε
y(t)
x(t)

> 0 άϱα τα x(t), y(t) είναι οµόσηµα.
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Σχήµα 2.24: Ευσταϑής κόµϐος [6]
.

2.2.4 Γϱαµµικοποίηση

΄Εστω το σύστηµα: x ′ = F (x, y)

y′ = G(x, y)
(2.21)

µε σηµείο ισοϱϱοπία του (x0, y0) τέτοιο, ώστε F (x0, y0) = G (x0, y0) = 0. Ο σκοπός µας
είναι να µελετήσουµε την ευστάϑεια του σηµείου ισοϱϱοπίας. Χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας
υποϑέτουµε ότι (x0, y0) = (0,0), αλλιώς ϑέτουµε X = x − x0 και Y = y − y0. Η ϐασική
ιδέα είναι η εξής. Για (x, y) κοντά στο (0,0) πϱοσεγγίϹουµε τις F (x, y) και G(x, y) από τις
Fx (0,0) x+Fy (0,0) y και Gx (0,0) x+Gy (0,0) y. Αυτό πϱοκύπτει από τον εξής συλλογισµό
(ϐέλτιστη αϕινική πϱοσέγγιση Taylor)

F (x, y) = F (0,0) + Fx (0,0) + Fy (0,0) + h (x, y) = Fx (0,0) x + Fy (0,0) y + h (x, y) ,

όπου h (x, y) πολύ "µικϱό" όταν (x, y) κοντά στο (0,0), διότι:

lim
(x,y)→(0,0)

h (x, y)√
x2 + y2

= 0.

Οϱισµός 18. Το γϱαµµικό σύστηµαx ′ = Fx (0,0) x + Fy (0,0) y

y′ = Gx (0,0) x + Gy (0,0) y
(2.22)

ονοµάϹεται γϱαµµικοποίηση του συστήµατος (2.21) στο σηµείο ισοϱϱοπίας (0,0).

Θεώϱηµα 6. (Αρχή γραµµικοποίησης) ΄Εστω ότι το (0,0) είναι σηµείο ισορροπίας του συ-
στήµατός (2.21) και έστω ότι

det
(
Fx Fy
Gx Gy

)
(0,0)
, 0,

τότε οι ιδιότητες του (0,0) ως σηµείο ισοϱϱοπίας του (2.21) είναι ακϱιϐώς οι ίδιες µε τις
ιδιότητες του ως σηµείο ισοϱϱοπίας του γϱαµµικοποιηµένου συστήµατος (2.22).
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Σχόλιο: Από την αϱχή της γϱαµµικοποίησης έπεται ότι τα συστήµατα (2.21) και (2.22)
διατηϱούν τις ίδιες ιδιότητες και ειδικότεϱα:

• ευστάϑεια/ασυµπτωτική ευστάϑεια/αστάϑεια

• κόµϐος/σαγµατικό σηµείο/εστία

• κέντϱο (νόϑος κόµϐος), κ.τ.λ.

Παϱάδειγµα 23. Να ϐϱεϑούν και να χαϱακτηϱιστούν τα σηµεία ισοϱϱοπίας του συστήµατος:
x ′ = y

y′ =
1 − x2

2

Να γίνει το διάγϱαµµα ϕάσης.
΄Εχουµε δύο σηµεία ισοϱϱοπίας τα (−1,0) και (1,0). Ο Ιακωϐιανός πίνακας είναι ο

J (x, y) =

(
Fx Fy
Gx Gy

)
=

(
0 1
−x 0

)
.

΄Αϱα J (−1,0) =

(
0 1
1 0

)
και J (1,0) =

(
0 1
−1 0

)
. Η γϱαµµικοποίηση είναι:

i) Στο (−1,0) λαµϐάνουµε το σύστηµα:x
′ = Fx (−1,0) (x + 1) + Fy(−1,0)y

y′ = Gx (−1,0) (x + 1) + Gy(−1,0)y
⇔

x ′ = y

y′ = x + 1
.

΄Αϱα κοιτάµε το σύστηµα X ′ = Y

Y ′ = X

όπου X = x + 1 και Y = y. Ο πίνακας του συστήµατος είναι A =

(
0 1
1 0

)
. Ο A έχει

χαϱακτηϱιστικό πολυώνυµο το

p (λ) = det
(
−λ 1
1 −λ

)
= λ2 − 1

και άϱα οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = −1 και λ2 = 1. ΄Αϱα, το (−1,0) είναι σαγµατικό,
ασταϑές σηµείο ισοϱϱοπίας.

ii) Για το (1,0) λαµϐάνουµε το σύστηµα:x ′ = y

y′ = −x + 1
.

Ο πίνακας του συστήµατος είναι A =

(
0 1
−1 0

)
µε ιδιοτιµές λ1 = i και λ2 = −i. ΄Αϱα, το

(1,0) είναι κέντϱο και µάλιστα ευσταϑές, αλλά όχι ασυµπτωτικά ευσταϑές.
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Θα σχεδιάσουµε τώϱα το διάγραµµα ϕάσης του συστήµατος. Βρίσκουµε πϱώτα τα ιδιοδια-
νύσµατα του A που ϑα µας δώσουν τις κατευθύνσεις των "αναλλοίωτων πολλαπλοτήτων".
΄Εχουµε

• Για λ = −1: (
1 1
1 1

) (
u
v

)
=

(
0
0

)
⇔ u + v = 0.

΄Αϱα, το ιδιοδιάνυσµα σε αυτήν την πεϱίπτωση είναι το:

w =

(
1
−1

)
.

• Για λ = 1: (
−1 1
1 1

) (
u
v

)
=

(
0
0

)
και εποµένως το εν λόγω ιδιοδιάνυσµα είναι το:

w =

(
1
1

)
.

Εποµένως, το διάγϱαµµα ϕάσης είναι το παϱακάτω:

Παϱατήϱηση 4. Η αρχή της γραµµικοποίησης ισχύει γενικότερα για n × n αυτόνοµα συ-
στήµατα: 

x ′1 = f1 (x1, x2, . . . , xn)
x ′2 = f2 (x1, x2, . . . , xn)

...
x ′n = fn (x1, x2, . . . , xn)

Παϱάδειγµα 24. ΄Εστω η διαϕοϱική εξίσωση:

u′′ + u +
(
u′

)3
= 0. (2.23)

Να µετασχηµατίσετε την (2.23) σε σύστηµα και να εξετάσετε την ευστάϑεια του συστήµατος
στο (0,0).
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Θέτουµε:

x = u,

y = u′.

Τότε η (2.23) γϱάϕεται ως:

u′′ = y′

u′′ = −u −
(
u′

)3
⇔
x ′ = y

y′ = −x − y3
(2.24)

΄Επεται ότι το µοναδικό σηµείο ισοϱϱοπίας του (2.24) είναι το (0,0). Επίσης, έχουµε:

F (x, y) = y,

G(x, y) = x − y3.

Ο Ιακωϐιανός πίνακας του συστήµατος είναι:

J(x, y) =

(
Fx Fy
Gx Gy

)
=

(
0 1
−1 −3y2

)
Εποµένως, J (0,0) =

(
0 1
−1 0

)
. Οι ιδιοτιµές του J (0,0) είναι οι ±i και είναι µιγαδικές, άϱα

το (x0, y0) = (0,0) είναι κέντϱο, όπως ϕαίνεται στο παϱακάτω σχήµα.

Από τα παϱαπάνω πϱοκύπτει η εξής πληϱοϕοϱία για τις λύσεις u(t) του (2.23). Αν τα |u(0)|
και |u′(0)| είναι "αϱκετά µικϱά", τότε η u(t) είναι πεϱιοδική (ταλαντώνεται γύϱω από το
u = 0).

Παϱάδειγµα 25. (Κίνηση εκκϱεµούς) Παϱακάτω ϕαίνεται η κίνηση ενός εκκϱεµούς µήκους
` και µάϹας m, που σχηµατίϹει µε τον κατακόϱυϕο άξονα γωνία θ.
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Σύµϕωνα µε τον 2ο Νόµο του Νεύτωνα καταλήγουµε στην διαϕοϱική εξίσωση κίνησης του
εκκϱεµούς που δίνεται από την σχέση:

m`2θ′′ +mg` sin θ = 0⇔
θ′′ + k sin θ = 0, (2.25)

όπου k :=
g

`
ϑετική σταϑεϱά. Θέτουµε x = ϑ και y = ϑ′ και άϱα η (2.25) γϱάϕεται ισοδύναµα

ως:
x ′ = y,

y′ = −k sin x.
(2.26)

Σηµείο ισοϱϱοπίας του (2.26) είναι κάϑε σηµείο της µοϱϕής (nπ,0), n ∈ Z. Μελετάµε τώϱα
την ευστάϑεια του εν λόγω σηµείου ισοϱϱοπίας, σταϑεϱοποιώντας το n και γϱαµµικοποιώντας
το πϱόϐληµα. Το αντίστοιχο γϱαµµικό πϱόϐληµα έχει πίνακα συντελεστών:

A =

(
Fx Fy
Gx Gy

)
(nπ,0)

=

(
0 1

−k cos x 0

)
(nπ,0)

=

(
0 1

−k cos(nπ) 0

)
=

(
0 1

k (−1)n+1 0

)
∆ιακϱίνουµε τις εξής πεϱιπτώσεις:

i) Αν ο n είναι πεϱιττός τότε A =

(
0 1
k 0

)
και το χαϱακτηϱιστικό πολυώνυµο του A είναι το

p (λ) = λ2 − k απ’ όπου παίϱνουµε τις ιδιοτιµές του A, που είναι οι ±
√
k. Εποµένως,

το σηµείο ισοϱϱοπίας µας είναι σαγµατικό.

ii) Αν ο n είναι άϱτιος τότε A =

(
0 1
−k 0

)
και το χαϱακτηϱιστικό πολυώνυµο του A είναι το

p (λ) = λ2 + k απ’ όπου παίϱνουµε τις ιδιοτιµές του A, που είναι οι ±i
√
k. Εποµένως,

το σηµείο ισοϱϱοπίας µας είναι κέντϱο.

Για να ϐϱούµε το διάγϱαµµα ϕάσης του συστήµατος (για k = 1) (ϐλ. Σχήµα 2.25) ϐϱίσκουµε

τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A =

(
0 1
1 0

)
, τα οποία µε εύκολους υπολογισµούς

είναι τα

(
1
−1

)
(για λ = −1) και

(
1
1

)
(για λ = 1).

2.2.5 ΄Αµεση ή δεύτεϱη µέϑοδος Lyapunov

΄Εστω παϱαγωγίσιµη συνάϱτηση g µε g(0) = 0, g′ ≥ 0 και η διαϕοϱική εξίσωση:

u′′ + u + g
(
u′

)
= 0.

΄Εστω x = u και y = u′, άϱα η διαϕοϱική εξίσωση γϱάϕεται ισοδύναµα ως σύστηµα της
µοϱϕής

x ′ = y,

y′ = −x − g(y).
(2.27)

Κάνουµε γϱαµµικοποίηση στο σηµείο ισοϱϱοπίας (0,0). Εποµένως, έχουµε:(
x
y

)′
=

(
0 1
−1 −g′(0)

) (
x
y

)
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Σχήµα 2.25: ∆ιάγϱαµµα ϕάσης εκκϱεµούς (ϐλ. επίσης Σχήµα 2.3)

΄Αϱα, ο πίνακας του συστήµατος είναι ο A =

(
0 1
−1 −g′(0)

)
και έχει ιδιοτιµές:

λ1,2 =
−g′(0) ±

√
(g′(0))2

− 4
2

∆ιακϱίνουµε τις παϱακάτω πεϱιπτώσεις.

• Αν 0 < g′(0) < 2 έχουµε ευσταϑή εστία.

• Αν g′(0) > 2 έχουµε ευσταϑή κόµϐο.

• Αν g′(0) = 2 έχουµε ευσταϑή νόϑο κόµϐο.

• Αν g′(0) = 0 έχουµε κέντϱο.

Θα µποϱούσαµε να εξάγουµε την ευστάϑεια του (0,0) και µε έναν διαϕοϱετικό τϱόπο.
ΓυϱίϹουµε στην σχέση (2.27) και πολλαπλασιάϹουµε την άνω ισότητα µε x και την κάτω
µε y και παίϱνουµε το σύστηµα:

xx ′ = xy,

yy′ = −xy − yg(y).

Πϱοσϑέτοντας τις δύο εξισώσεις έχουµε xx ′ + yy′ = −yg(y). ΄Αϱα:

d
dt

(
x2 + y2

2

)
= −yg(y) ≤ 0,
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αϕού g αύξουσα, άϱα g(y) ≥ g(0) = 0 για κάϑε y ≥ 0. Συνεπώς, η συνάϱτηση (x2 + y2)(t)
είναι µη αύξουσα συνάϱτηση του t, κι έτσι :

|(x, y)(t)| ≤ |(x, y)(0)|.

Τελικά, έχουµε ευστάϑεια του (0,0) για το µη γϱαµµικό πϱόϐληµα.

Οϱισµός 19. ΄Εστω x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn και V : Rn → R.
Η V λέγεται ϑετικά (αϱνητικά) οϱισµένη σε µια πεϱιοχή του Ω αν V (x) > 0 (V (x) < 0)

στην πεϱιοχή αυτή για x , 0 και V (0) = 0.
Η V λέγεται ϑετικά (αϱνητικά) ηµιοϱισµένη σε µια πεϱιοχή του Ω αν το ">" ("<") του

πϱοηγούµενου οϱισµού αντικατασταϑεί µε το "≥" ("≤").

Οϱισµός 20. ΄Εστω το σύστηµα x ′ = f
(
x
)
, f = (f1, . . . , fn), τότε οϱίϹουµε την παϱάγωγο

της V ως πϱος t να είναι το εσωτεϱικό γινόµενο:

d
dt
V

(
x
)

=

n∑
j=1

∂V

∂xj
fj =

(
∂V

∂x
, f

)
.

Γενικά, ϑα ασχοληϑούµε κυϱίως µε V ϑετικά οϱισµένη.

Θεώϱηµα 7. ΄Εστω το σύστηµα x ′ = f
(
x
)
µε f (0) = 0 και x̃(t) = 0 λύση ισοϱϱοπίας. Αν

υπάϱχει µια συνάϱτηση V
(
x
)
µε τις ακόλουϑες ιδιότητες σε µια πεϱιοχή του Ω:

(1) Οι συναϱτήσεις V και
∂V

∂xj
είναι συνεχείς, για κάϑε j = 1,2, . . . , n

(2) V ϑετικά οϱισµένη

(3) V ′ αϱνητικά ηµιοϱισµένη

τότε η x̃(t) είναι ευσταϑής. Αν η ιδιότητα (3) αντικατασταϑεί από την ιδιότητα

(3′) V ′ αϱνητικά οϱισµένη

τότε η x̃(t) είναι ασυµπτωτικά ευσταϑής.

Οϱισµός 21. Αν ικανοποιούνται οι ιδιότητες (1), (2) και (3) του Θεωρήµατος 7, τότε η συ-
νάρτηση V λέγεται ασθενής συνάρτηση Lyapunov.

Αν ικανοποιούνται οι ιδιότητες (1), (2) και (3′). του Θεωϱήµατος 7, τότε η συνάϱτηση V
λέγεται ισχυϱή συνάϱτηση Lyapunov.

Παϱάδειγµα 26. (Απλό εκκϱεµές χωϱίς τϱιϐή) ΄Εστω το απλό εκκϱεµές της παϱακάτω
εικόνας.
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΄Οπως είχαµε πϱοαναϕέϱει στο Παϱάδειγµα 25 η διαϕοϱική κίνηση του εκκϱεµούς δίνεται
από το σύστηµα (2.26). Αν V η ολική ενέϱγεια, τότε

V (ϑ, y) = m`
(1
2
`y2 + g (1 − cos ϑ)

)
,

όπου K =
1
2
`y2 και U = g (1 − cos ϑ) η κινητική και δυναµική ενέϱγεια, αντίστοιχα.

Αν η V είναι ϑετικά οϱισµένη και η V ′ αϱνητικά οϱισµένη, τότε το σηµείο ισοϱϱοπίας του
συστήµατος είναι ευσταϑές (όπως είχαµε δει και στο Παϱάδειγµα 25).

Παϱάδειγµα 27. Θεωϱούµε τη διαϕοϱική εξίσωση:

u′′ + u + u′ +
(
u′

)3
= 0

Θέτουµε u = x2 και u′ = y. Τότε παίϱνουµε το ισοδύναµο σύστηµα:

x ′ = y

y′ = −x − y − y3

Το σηµείο ισοϱϱοπίας του συστήµατος είναι το (0,0). Επιλέγουµε την συνάϱτηση

V1(x, y) =
x2 + y2

2
.

Οι συναϱτήσεις V1 και
∂V1

∂x
,
∂V1

∂y
είναι συνεχείς. Επίσης, η V1 είναι ϑετικά οϱισµένη και

V ′1(x, y) = −y2 − y4 ≤ 0,

άϱα η V ′1 είναι αρνητικά ηµιορισµένη. Εποµένως, η V1 είναι µια ασθενής συνάρτηση Lya-
punov και συνεπάγεται ότι το (0,0) είναι ευσταθές.
Τι ϑα γινόταν αν επιλέγαµε µια άλλη συνάϱτηση; Επιλέγουµε την συνάϱτηση

V2(x, y) =
x2 + y2

2
+ axy.

Τότε έχουµε διαδοχικά:

V ′2(x, y) = −ax2 − (1 − a)y2 − y4 − (1 + y2)axy ≤ −b
(
x2 + y2

2
+ axy

)
− y4

Για να είναι V ′2 < 0 αϱκεί
b

2
≤ min

{1
a
, a,1 − a

}
,

όποτε αν b > 0, τότε 0 < a < 1. Συµπεϱαίνουµε ότι για κατάλληλη επιλογή σταϑεϱών
a, b η V2 είναι ισχυϱή συνάϱτηση Lyapunov και συνεπάγεται ότι το (0,0) είναι ασυµπτωτικά
ευσταϑές.

Θεώϱηµα 8. ΄Εστω το σύστηµα x ′ = f
(
x
)
µε 0 µεµονωµένο σηµείο ισοϱϱοπίας και υπάϱχει

ασϑενής συνάϱτηση Lyapunov V σε µια πεϱιοχή του Ω. ΄Εστω, επιπλέον, ότι η V ′ δεν
µηδενίϹεται ταυτοτικά πάνω σε καµία τϱοχιά του συστήµατος (εκτός από το ίδιο το σηµείο
ισοϱϱοπίας), τότε το 0 είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.
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Παϱάδειγµα 28. ΄Εστω το σύστηµα:

x ′ = y,

y′ = −x −
(
1 − x2

)
y.

Η συνάϱτηση V (x, y) = x2 + y2 > 0 είναι µια ασϑενής συνάϱτηση Lyapunov στο δίσκο

x2 + y2 < 1, αϕού οι V και
∂V

∂x
,
∂V

∂y
είναι συνεχείς, και V ′(x, y) = −2y2 (

1 − x2) ≤ 0.

Παϱατηϱούµε, ωστόσο, ότι η V ′ µηδενίϹεται µόνο επί των ευϑειών y = 0 και x = ±1. ΄Οµως
δεν υπάϱχουν τϱοχιές του συστήµατος που να ϐϱίσκονται πάνω σε αυτές τις ευϑείες, αϕού
επί της y = 0 ισχύει y′ = −x , 0 και επί των x = ±1 ισχύει x ′ = y , 0. Συνεπώς, από το
Θεώϱηµα 8 το (0,0) είναι ασυµπτωτικά ευσταϑές.

Παϱάδειγµα 29. ΄Εστω το σύστηµα

x ′ = −x,

y′ = x2y − y.

Θα δείξουµε ότι η V (x, y) = x2 + y2 είναι ισχυϱή συνάϱτηση Lyapunov στο (0,0).
Οι ιδιότητες (1) και (2) ικανοποιούνται, γιατί η V είναι συνεχής µε συνεχείς µερικές παρα-
γώγους και ϑετικά ορισµένη. Επίσης, για κάϑε (x, y) ∈ R2 έχουµε

V ′ = Vxx
′ + Vyy

′ = 2x (−x) + 2y
(
x2y − y

)
= −2x2 + 2x2y2 − 2y2 ≤ 0

και V ′(0,0) = 0. Για να δείξουµε ότι η V είναι αϱνητικά οϱισµένη αϱκεί να δείξουµε ότι, για
κάϑε (x, y) ∈ R2 ισχύει

2
(
−x2 + x2y2 − y2

)
≤ c0

(
−x2 − y2

)
,

όπου c0 ϑετική σταϑεϱά. ΄Εστω ότι A =

{
(x, y) ∈ R2 | x2 <

1
2

}
. Τότε για κάϑε (x, y) ∈ A \

{(0,0)} έχουµε

V ′(x, y) = 2
(
−x2 + x2y2 − y2

)
≤ 2

(
−x2 +

y2

2
− y2

)
= 2

(
−x2 −

y2

2

)
≤ −x2 − y2 < 0

και αϕού V ′ (0,0) = 0, ικανοποιούνται οι συνϑήκες (1) έως (3΄). Συνεπώς, η V είναι ισχυϱή
συνάϱτηση Lyapunov.

2.2.6 Κλειστές τϱοχιές

Κεντϱικό πϱόϐληµα της ϑεωϱίας των µη γϱαµµικών συστηµάτων είναι ο έλεγχος για τον
αν το σύστηµα έχει κλειστές τϱοχιές. Τέτοιες τϱοχιές σχετίϹονται µε πεϱιοδικές λύσεις του
συστήµατος:

x ′ = F (x, y) ,

y′ = G(x, y).
(2.28)

Μια λύση (x(t), y(t)) του πϱοϐλήµατος (2.28) είναι πεϱιοδική αν καµία από τις x(t), y(t)
δεν είναι σταϑεϱή και υπάϱχει T > 0 τέτοιο, ώστε x (t + T ) = x(t) και y (t + T ) = y(t), για
κάϑε t ≥ 0. Το µικϱότεϱο τέτοιο T ονοµάϹεται πεϱίοδος.
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Παϱάδειγµα 30. Θωϱούµε το σύστηµα:

x ′ = y,

y′ = −x.

Για να ϐϱούµε τις τϱοχιές παϱατηϱούµε ότι

x ′′ + x = 0

οπότε το σύστηµα έχει 2π−πεϱιοδικές λύσεις

x (t) = c1 cos t + c2 sin t,
y (t) = −c1 sin t + c2 cos t.

Η λύση αυτή αντιστοιχεί στις κλειστές τϱοχιές (κύκλους)

x2 + y2 = c2
1 + c2

2 = r2

Εναλλακτικά λύνουµε την διαϕοϱική εξίσωση

dy
dx

= −
x

y
⇒ x2 + y2 = c = r2.

Σχήµα 2.26: Κλειστές τϱοχιές κύκλου.

Θεώϱηµα 9. (Bendixson - Dulac) Αν η συνάϱτηση Fx + Gy έχει σταϑεϱό πϱόσηµο σε ένα
χωϱίο του επιπέδου ϕάσεων, τότε το σύστηµα (2.28) δεν µποϱεί να έχει κλειστή τϱοχιά σε
αυτό το χωϱίο.

Απόδειξη: ΄Εστω ότι πεϱιέχει µια κλειστή τϱοχιά C : x = x(t), y = y(t), 0 ≤ t ≤ T και R το
εσωτεϱικό της. Από το ϑεώϱηµα Green στο επίπεδο έχουµε:∫

C
Fdy − Gdx =

"
R

(
Fx + Gy

)
dxdy , 0
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΄Οµως, ισχύει: ∫
C
Fdy − Gdx =

∫ T

0
(FG − GF ) dt = 0

΄Αϱα, έχουµε άτοπο.

Παϱάδειγµα 31. ΄Εστω το σύστηµα:

x ′ = y = F (x, y) ,

y′ =
(
x2 + 1

)
y − x3 = G (x, y) .

Είναι Fx + Gy = x2 + 1 > 0, άϱα από το ϑεώϱηµα Bendixson - Dulac το σύστηµα δεν έχει
κλειστές τϱοχιές.

Θεώϱηµα 10. (Poincaré) Μια κλειστή τροχιά του (2.28) περικλείει ένα τουλάχιστον κρίσι-
µο σηµείο του συστήµατος.

Παϱάδειγµα 32. ΄Εστω το σύστηµα:

x ′ = y = F (x, y) ,

y′ = y2 + x2 + 1 = G (x, y) .

΄Εχουµε διαδοχικά, F (x, y) = 0 ⇔ y = 0 και G(x, y) = 0 ⇔ y2 + x2 + 1 = 0. ΄Οµως,
G (x, y) ≥ 1 > 0 και άϱα το σύστηµα µας δεν παϱουσιάϹει κϱίσιµο σηµείο. Συνεπώς, από το
ϑεώϱηµα Poincare έπεται ότι το σύστηµα δεν πεϱιέχει κλειστή τϱοχιά.

Θεώϱηµα 11. (Poincare - Bendixson) ΄Εστω R κλειστό και ϕϱαγµένο χωϱίο του επιπέδου,
που δεν πεϱιέχει κϱίσιµα σηµεία του (2.28). Αν C είναι µια τϱοχιά του (2.28), που ϐϱίσκεται
στο R για κάποιο t0 και παϱαµένει στο R για κάϑε t > t0, τότε η C είτε είναι κλειστή τϱοχιά
ή τείνει σπειϱοειδώς πϱος µια κλειστή τϱοχιά καϑώς t∞.

Οϱισµός 22. Μια κλειστή τϱοχιά C σε ένα διάγϱαµµα ϕάσεων λέγεται οϱιακός κύκλος αν
είναι αποµονωµένη από όλες τις άλλες κλειστές τϱοχιές.

Παϱάδειγµα 33. Θεωϱούµε το σύστηµα

x ′ = 4x + 4y − x
(
x2 + y2

)
,

y′ = −4x + 4y − y
(
x2 + y2

)
,

και R =
{
(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9

}
. Για το σύστηµα αυτό µποϱούµε να δείξουµε ότι

υπάϱχει µια κλειστή τϱοχιά στο R, εϕαϱµόϹοντας το Θεώϱηµα 11.
Για να ϐϱούµε τη λύση του συστήµατος κάνουµε αλλαγή µεταϐλητής µέσω πολικών

συντεταγµένων και έχουµε x = r cos ϑ, y = r sin ϑ. Από τις γνωστές σχέσεις

r2 = x2 + y2,

θ = arctan
(y
x

)
,

έχουµε παϱαγωγίϹοντας ως πϱος t:

rr ′ = xx ′ + yy′ = 4x2 + 4yx − x2
(
x2 + y2

)
− 4xy + 4y2 − y2

(
x2 + y2

)
= 4

(
x2 + y2

)
−

(
x2 + y2

)2

= 4r2 − r4

= r2
(
4 − r2

)
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Συνεπώς, r ′ = r
(
4 − r2) και r ′ = 0 ⇔ r = 2. Οπότε το (0,0) είναι ευσταϑές. Για r < 2 ⇒

r ′ > 0 οπότε το (0,0) είναι ασταϑές, και για r > 2⇒ r ′ < 0 οπότε το (0,0) είναι ασυµπτωτικά
ευσταϑές.

Επίσης:

ϑ′ =
y′x − x ′y

r2 = −
4
(
x2 + y2)
r2 = −4.

΄Αϱα ϑ (t) = −4t + c0. Συνεπώς, η πεϱιοδική τϱοχιά είναι x(t) = 2 cos (−4t + c0) και y(t) =

2 sin (−4t + c0).

Σχήµα 2.27: Ο οϱιακός κύκλος (κόκκινο) είναι η µόνη κλειστή τϱοχιά µέσα στο R. Για r <
2⇒ r ′ > 0 (πϱάσινο) και για r > 2⇒ r ′ < 0 (µπλε). Η ϕοϱά είναι αυτή που απεικονίϹεται,
όπως πϱοκύπτει από την παϱαµέτϱηση (πολικές συντεταγµένες) και το γεγονός ότι η θ (t)
είναι ϕϑίνουσα.
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