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KEFALAIO 4
Jewr mata diat rhsh orm ,stroform , enèrgeia & parade�gmata

Sthn enìthta aut  ja de�xoume ìti k�tw apì orismène pro�pojèsei, h orm ,h stroform  kai h enèrgeia kat� thn k�nhsh enì ulikoÔ shme�ou diathroÔntai.Ja d¸soume parade�gmata sunthrhtik¸n ped�wn ìpou oi dun�mei proèrqontaiapì dunamikì. Me th bo jeia tou dunamikoÔ ja suzht soume pw mpore� nag�nei mia poiotik  melèth th troqi�. Sto tèlo ja d¸soume merik� sÔgqronaparade�gmata ìpw h epit�qunsh agwnistik¸n motopodhl�twn kai h pt¸sh mealex�ptwto sthn atmìsfaira th Gh.4.1 Je¸rhma diat rhsh th orm Apì to nìmo th epit�qunsh tou NeÔtwna èqoume:
~F = ~̇p ⇒







Fx = mv̇x, an Fx = 0 ⇒ mvx = staj.
Fy = mv̇y, an Fy = 0 ⇒ mvy = staj.
Fz = mv̇z, an Fz = 0 ⇒ mvz = staj.Dhlad  ìtan ~F = 0 ⇔ m~v =staj. An se èna swmat�dio den epidroÔn exwterikèdun�mei h orm  tou diathre�tai. 3



4 Jewr mata diat rhsh orm , stroform , enèrgeia & parade�gmata4.2 Je¸rhma diat rhsh th stroform Stroform  enì ulikoÔ shme�ou w pro k�poio shme�o O or�zoume to mègejo,
~L = ~r × ~p = ~r × m~v .Tìte, o rujmì metabol  th stroform  tou ulikoÔ shme�ou e�nai,

d~L

dt
= ~̇r × m~v + ~r × m~̇v = ~r × ~̇p = ~r × ~F = ~N ,ìpou ~N h rop  th dun�mew ~F w pro to shme�o O. Epomènw, an

~N = 0 ⇐⇒ ~L = staj.H stroform  ulikoÔ shme�ou w pro stajerì shme�o O se èna adraneiakìsÔsthma Oxyz diathre�tai an h rop  th dÔnamh pou energe� sto swmat�dio wpro to O, e�nai mhdèn.4.3 ′Ergo kai kinhtik  enèrgeiaTo èrgo dun�mew pou metatop�zei to shme�o efarmog  th apì mia jèsh 1 semia �llh jèsh 2 e�nai,
W12 =

2
∫

1

~F ·d~ℓ =

2
∫

1

m
d~v

dt
~vdt =

2
∫

1

m~v·d~v =

2
∫

1

d

(

1

2
m|~v|2

)

=

2
∫

1

dT = T2−T1 .Dhlad  to èrgo dun�mew pou metatop�zei to shme�o efarmog  th apì mia jèsh1 se mia �llh jèsh 2 isoÔtai me thn ant�stoiqh metabol  th kinhtik  enèrgeia.4.4 Dun�mei pou proèrqontai apì dunamikì
′Estw ìti h dÔnamh ~F pou dra se èna ulikì shme�o mpore� na grafe� w h kl�shenì {dunamikoÔ} V ,

~F = −~∇V .W gnwstìn apì ta Majhmatik�, gi' aut� ta ped�a isqÔei,
curl ~F = ~∇× ~F = 0 .



Jewrhtik  Mhqanik  5To èrgo pou epitele� m�a tètoia dÔnamh kat� th metatìpish tou shme�ou efar-mog  th apì mi� jèsh 1 se mi� �llh jèsh 2 e�nai,
W12 = −

2
∫

1

~∇V · d~r = −

2
∫

1

(

∂V

∂x
x̂ +

∂V

∂y
ŷ +

∂V

∂z
ẑ

)

· (dxx̂ + dyŷ + dzẑ)

= −

2
∫

1

dV = V1 − V2 .Epomènw, to èrgo dÔnamh pou proèrqetai apì dunamikì kat� th metak�nhshulikoÔ shme�ou apì th jèsh 1 sth jèsh 2 e�nai anex�rthto tou drìmou pouakolouje�tai kai exart�tai mìno apì ti timè tou dunamikoÔ sti jèsei 1 kai 2.4.5 Diat rhsh th olik  enèrgeiaApode�xame prohgoumènw ìti gia ped�a dun�mewn pou proèrqontai apì dunamikì,
W12 = T2 − T1 = V1 − V2 ⇒ T1 + V1 = T2 + V2 ⇒ E1 = E2 .

′Ara, e�n
curl ~F = 0 ⇒ Eol = staj. ,dhlad , h olik  enèrgeia, to �jroisma th kinhtik  kai dunamik  enèrgeia enìulikoÔ shme�ou entì ped�ou dun�mewn pou proèrqontai apì dunamikì diathre�-tai. Gi' autì, ped�a dun�mewn proerqomènwn apì dunamikì onom�zontai kai sun-thrhtik� ped�a dun�mewn.4.6 Parade�gmata sunthrhtik¸n ped�wndun�mewn4.6.1 Omogenè ped�o barÔthtaGia to omogenè ped�o barÔthta èqoume,

~B = −mgẑ ,

−mgk̂ = −
∂V

∂x
x̂ −

∂V

∂y
ŷ −

∂V

∂z
ẑ ,

∂V

∂z
= mg ⇒ V (z) = mgz + c = mg(z − z0) .



6 Jewr mata diat rhsh orm , stroform , enèrgeia & parade�gmata4.6.2 Ped�o barÔthta gÔrw apì èna sfairikì s¸ma'Opw ja apode�xoume sta epìmena, h barutik  èlxh ~B pou aske� èna sfairikìs¸ma m�za M se èna ulikì shme�o m�za m pou eur�sketai se apìstash ~r apìto kèntro tou e�nai,
~B = −

GMm

r2
r̂ .To dunamikì tou ped�ou barÔthto gÔrw apì to sfairikì s¸ma m�za M e�naitìte,

−
GMm

r2
r̂ = −

dV (r)

dr
r̂ ⇒ V (r) = −

GMm

r
.4.6.3 Ped�a kentrik¸n dun�mewnEpeid  ìle oi kentrikè dun�mei e�nai ex' orismoÔ th morf 

~F = f(r)r̂ ,kat� sunèpeia, curl ~F = 0 kai oi dun�mei autè e�nai sunthrhtikè. Tìte h rop 
~N = ~r × ~F = 0 h stroform  ~L =staj., en¸ up�rqei dunamikì

V (r) = −

r
∫

r0

f(r)dr ,kai h olik  enèrgeia diathre�tai.4.6.4 EujÔgrammh k�nhshSe aut  thn per�ptwsh mporoÔme na or�soume to dunamikì V (x) th dÔnamh
~F = F (x)x̂ , w ex  :

V (x) = −

∫

F (x)dx .4.6.5 Dun�mei elathr�ouEidik  per�ptwsh th k�nhsh se monodi�stato ped�o dun�mewn e�nai h k�nhshs¸mato upì thn ep�drash dun�mew elathr�ou,
F = −kx , V =

1

2
kx2 .



Jewrhtik  Mhqanik  74.7 SÔnoyh twn nìmwn diat rhsh
~F = ~̇p , ~F = 0 ⇒ ~p = staj.
~N = ~̇L , ~N = 0 ⇒ ~L = staj.

E = T + V , ~F = −~∇V ⇒ E = staj.4.8 To prìblhma th stroform  kat� thgènnhshtwn astèrwnSqetikì me to nìmo th diat rhsh th stroform  ìtan den èqoume exw-terikè ropè se èna sÔsthma e�nai kai to prìblhma th stroform  kat� thgènnhsh tou 'Hliou kai twn �strwn. A upojèsoume ìti èna mesoastrikì ne-fèlwma diast�sewn per� to 1 èto fwtì (e.f.), ro = 1 e.f., peristrèfetai megwniak  taqÔthta Ωo = 10−15sec−1, ìsh e�nai h tim  th gwniak  taqÔthtatou Galax�a sthn apìstash tou 'Hliou (V⊙ = 250 km/sec, r⊙ = 30.000 e.f).'Estw ep�sh ìti h puknìtht� tou e�nai no ≃ 20 �toma /cm3, ètsi ¸ste h olik tou m�za na e�nai �sh me th m�za tou 'Hliou. 'Estw ìti autì to nefèlwma katar-rèei barutik� gia na sqhmat�sei èna �stro me akt�na ìsh kai o 'Hlio, dhl.,
700.000 km. Peristrofik� fainìmena den ja empod�soun thn kat�rreus  toupar�llhla ston �xona th peristrof  tou, all� h diat rhsh th strofor-m  tou (∝ Ωr2) apaite� ìti kaj¸ h akt�na tou elatt¸netai kat� par�gonta
107, h tim  tou W prèpei na auxhje� kat� 14 t�xei megèjou sthn tim  10−1

sec−1 (per�odo peristrof  T ∼ 1 min). H peristrofik  tou taqÔthta japrèpei na g�nei tìte �sh me to 20% th taqÔthta tou fwtì kai o lìgo fu-gokentrik¸n/barutik¸n dun�mewn ston ishmerinì tou ja e�nai polÔ meg�lo(∼ 104). An kai h pragmatik  gewmetr�a tou nefel¸mato prin thn kat�r-reus  tou gia na g�nei sfairikì �stro ja e�nai en gènei diaforetik  apì aut pou upojèsame, to genikì epiqe�rhma isqÔei. Oi parathr sei ìmw de�qnounìti ta nèa �stra peristrèfontai polÔ argìtera, me peristrofikè taqÔthtekat� polÔ qamhlìtere. Gia par�deigma, h gwniak  taqÔthta peristrof  tou'Hliou e�nai polÔ qamhlìterh, Ω⊙ = 2.7 × 10−6sec−1 (per�odo peristrof T = 27 hmère ≈ 40.000 min). T�jetai epomènw to er¸thma: An ta �straden sqhmat�zontai apì nefel¸mata me idia�tera qamhlè timè stroform , p¸metafèretai ektì tou nefel¸mato stroform  ètsi ¸ste autì na mporèsei nakatarreÔsei gia na sqhmat�sei to �stro;



8 Jewr mata diat rhsh orm , stroform , enèrgeia & parade�gmataTo fainìmeno twn estiasmènwn ekro¸n pl�smato (jets) pou anadÔontai apìd�skou suss¸reush gÔrw apì neogènnhta �stra, fa�netai na e�nai h ap�nthshsth lÔsh autoÔ tou musthr�ou. Ta jets aut� {klèboun} stroform  apì tod�sko suss¸reush epitrèponta ètsi sto pl�sma na katarreÔsh sto kèntrokai na dhmiourg sei to �stro. Dhl., kaj¸ to �stro prospaje� na anadu-je� mèsa apì thn aèria m tra tou, apì ton d�sko ektoxeÔontai san per�teqnapuroteqn mata oi lepto� auto� p�dake pl�smato pou diad�dontai anèpafoi gi-a arket� èth fwtì, pollè qili�de forè thn apìstash Gh - 'Hliou. Oip�dake e�nai pl�sma tou d�skou to opo�o epitaqÔnetai makri� apì to d�skolìgw magnhtoperistrofik¸n dun�mewn. To fainìmeno autì e�nai an�logo meeke�no th ol�sjhsh qantr¸n perasmènwn se sÔrmata ta opo�a e�nai kollh-mèna se èna peristrefìmeno d�sko kai sqhmat�zoun k�poia gwn�a me ton �xonaperistrof  tou d�skou.Mia �rista melethmènh perioq  gènnhsh astèrwn eur�sketai sto nefèlwmatou asterismoÔ tou Wr�wno, se apìstash per�pou 1500 et¸n fwtì apì thGh pou entop�zetai eÔkola ston ouranì san h jamp  fwtein  perioq  k�twapì th z¸nh tou mujikoÔ kunhgoÔ Wr�wna. To nefèlwma autì ofe�lei to fwtou sta lampr� �stra tou Trapez�ou ta opo�a eklÔoun ter�stie posìthteuperi¸dou aktinobol�a me thn opo�a ion�zoun to aèrio tou nefel¸mato, en¸ìtan ta hlektrìnia epanasundèontai me tou pur ne to nefèlwma aktinobole�.To nefèlwma tou Wr�wno apotele� sugqrìnw kai èna astrikì brefokome�ome ekatont�de astrik� neogn� diasparmèna se mia èktash diast�sewn per� ta10 èth fwtì. Oi perissìteroi astère tou nefel¸mato èqoun hlik�a mìnomerik� ekatommÔria èth, en¸ problèpetai na z soun toul�qiston q�lie forèperissìtero. Epomènw, sthn anjr¸pinh kl�maka e�nai brèfh, hlik�a mìlimerik¸n mhn¸n.Sqhmatismì astèrwn sumba�nei ìtan èna gigantia�o moriakì nefèlwma di-ast�sewn poll¸n et¸n fwtì pou perièqei kat� 90 % �toma udrogìnou kai10 % �toma hl�ou kai twn upìloipwn barÔterwn stoiqe�wn, kaj¸ ep�sh n-erì, ammwn�a, organikè en¸sei, klp., katarrèei lìgw tou dikoÔ tou b�rou.Lìgw tou nìmou diat rhsh th stroform , kaj¸ to nefèlwma katarrèeiperistrèfetai oloèna kai taqÔtera. Tìte, ìpw èna arqik� sfairikì komm�tizÔmh pou peristrèfetai ston aèra apì èna sef platÔnetai kai pa�rnei th mor-f  th p�tsa, ètsi kai to taqÔtata peristrefìmeno nefèlwma metatrèpetai seèna d�sko. Sto kèntro tou d�skou eur�sketai o prwtoastèra, o opo�o mìnomet� apì merikè dek�de ekatommÔria qrìnia kai suneq  prosaÔxhsh Ôlhapì ton d�sko tou apokt� sto kèntro tou sunj ke (uyhl  jermokras�a kaipuknìthta) kat�llhle gia thn ènarxh jermopurhnik¸n antidr�sewn.



Jewrhtik  Mhqanik  9Diad�ktuoPerissìtera gi� autì to jèma mpore�te na de�te sto diad�ktuo sth dieÔjunsh:
http://hubblesite.org/newscenter/newsdesk/archive/releases/1995/24/

Sq. 4.1: DÔo tupiko� p�dake pl�smato pou anablÔzoun apì astrik� neogn�- hlik�a mìno l�gwn ekatommur�wn et¸n. Arister�: To tupikì sÔsthma prw-toastèra/d�skou/pid�kwn pl�smato HH 30, se apìstash 450 et¸n fwtì stonasterismì tou TaÔrou. To f¸ tou prwtoastèra pou e�nai krummèno apì tonperib�llonta d�sko fwt�zei to d�sko sta �kra tou. O erujrwpì p�daka an-ablÔzei apì ton ton prwtoastèra sto kèntro tou d�skou (Diasthmikì Thleskì-pio, WFPC2, NASA, 1995, C. Burrows). Dexi�: to parìmoio sÔsthma HH 34sto trei forè makrunìtero nefèlwma tou Wr�wno me tou qarakthristikoÔisapèqonte fwteinoÔ kìmbou pou apomakrÔnontai me taqÔthta per� to 1000qiliìmetra thn ¸ra (Diasthmikì Thleskìpio, WFPC2, NASA, J. Hester). Hgramm  se k�je eikìna antistoiqe� se 1000 forè thn apìstash Gh - 'Hliou.S mera aniqneÔoume poll� tètoia sust mata neogènnhtwn astèrwn me p�dake.4.9 LÔsh monodi�statwn problhm�twn qrhsi-mopoi¸nta to olokl rwma th enèrgeia'Estw ìti h dÔnamh ~F = F (x)x̂ proèrqetai apì to dunamikì V (x). Tìte isqÔeito je¸rhma th diat rhsh th enèrgeia,
E =

1

2
mẋ2 + V (x) = staj.Apì autì to olokl rwma pa�rnoume:

dx

dt
= ±

√

2

m
[E − V (x)] ,
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t − t0 = ±

√

m

2

x
∫

x0

dx
√

E − V (x)
.ParathroÔme oti h lÔsh t = t(x)   x = x(t) exart�tai apì ti arqikè sunj ke

x0 kai ẋ0 = v0, mèsw th olik  enèrgeia E,
E =

1

2
mv2

0 + V (x0) .4.10 Qrhsimopo�hsh th kampÔlhtou dunamikoÔ gia thn eÔresh twn or�wnth troqi�W èna antiproswpeutikì par�deigma, a jewr soume thn kampÔlh th dunamik enèrgeia allhlep�drash dÔo atìmwn udrogìnou sto mìrio tou udrogìnou H2h opo�a èqei thn morf  tou Sq. 4.2. ′Otan to èna �tomo udrogìnou e�nai sto

Sq. 4.2: KampÔlh th dunamik  enèrgeia allhlep�drash dÔo atìmwnudrogìnou sto mìrio tou udrogìnou H2.�peiro en sqèsei me to �llo tou mor�ou tou H2, to k�je hlektrìnio tou atìmoueur�sketai sthn jemeli¸dh energeiak  st�jmh tou atìmou tou udrogìnou E0.
′Otan ta dÔo �toma e�nai se peperasmènh apìstash r metaxÔ tou, lìgw thallhlep�drash twn dÔo atìmwn, to kajèna apì ta dÔo hlektrìnia eur�sketai



Jewrhtik  Mhqanik  11se qamhlìterh energeiak  st�jmh apì eke�nh pou ja e�qe �n ta dÔo mìria  tansto �peiro kai den allhlepidroÔsan. Dhl., to k�je hlektrìnio br�sketai t¸rasthn energeiak  st�jmh E0 − ǫ(r), ènja ǫ(r) e�nai to dunamikì allhlep�drash- (pou exart�tai apo thn sqetik  apìstash twn dÔo atìmwn). Epomènw, henèrgeia sthn opo�a eur�skontai ta dÔo hlektrìnia me antipar�llhlo spin (hqamhloenergeiak  st�jmh) e�nai qamhlìterh kat� 2ǫ(r) aut  pou ja e�qan e�nta �toma  tan se �peirh apìstash anametaxÔ tou. Epomènw, tì k�je hlektrì-nio aisj�netai fainomenik� èna elktikì dunamikì gia meg�le apost�sei r sthnkampÔlh V (r), r > ro. Apì to �llo mèro, sti mikrìtere apost�sei, r < ro,uperisqÔei h hlektrostatik  �pwsh twn dÔo pur nwn en¸ ìtan oi pur ne eure-joÔn entì th embèleia twn purhnik¸n dun�mewn, èlkontai. Dhl., to apwstikìdunamikì ofe�letai sthn hlektrostatik  �pwsh twn dÔo pur nwn, en¸ to elktikìdunamikì sti polÔ mikrè apost�sei ofe�letai sti mikr  embèleia elktikèpurhnikè dun�mei. To el�qisto tou dunamikoÔ sth jèsh r0 antistoiqe� sthnapìstash isorrop�a twn dÔo prwton�wn sto mìrio tou udrogìnou H2 ìpou henergì èlxh pou proèrqetai apì to �plwma th kumatosun�rthsh twn dÔo h-lektron�wn se ìlo to mìrio, exisorrope�tai apì thn hlektrostatik  �pwsh twndÔo pur nwn.1 'Etsi, gia kampÔle dunamikoÔ th morf  tou Sq. 4.2, kaiìtan h enèrgeia e�nai E, to epitreptì di�sthma twn apost�sewn pou mpore� nabreje� to hlektrìnio e�nai (rmin, rmax) ìpou E = V (rmax) = V (rmin) kai gia
rmin < r < rmax èqoume E − V (x) = 1

2
mv2 > 0.Apì to �llo mèro, a jewr soume mi� kampÔlh dunamikoÔ th morf  touSq. 4.3. Gia par�deigma, èna tètoio dunamikì blèpei èna prwtìnio kaj¸ kine�taimèsa sto Koulompikì kai purhnikì dunamikì enì �llou prwton�ou. O pur natou 'Hliou e�nai èna tètoio perib�llon ìpou lìgw th yhl  jermokras�a tou (T

∼ 15 × 106 K) ta prwtìnia e�nai gumn� apì hlektrìnia. To apwstikì dunamikì1/r antistoiqe� sthn hlektrostatik  �pwsh twn dÔo prwton�wn en¸ to elktikìmèro, to {phg�di} dunamikoÔ sti polÔ mikrè apost�sei, ofe�letai sti elk-tikè isqurè purhnikè dun�mei. 'Estw ìti h kinhtik  enèrgeia tou prwton�ouse �peirh apìstash apì to �llo prwtìnio e�nai E. Tìte, to epitreptì di�sthmatwn apost�sewn pou mpore� na breje� to prwtìnio e�nai r > rmin kai r < R ìpou
E = V (rmin) = V (R) kai gia r > rmin   r < R èqoume E − V (x) = 1

2
mv2 > 0.H perioq  R < r < rmin e�nai apagoreumènh klasik� gia to exwterikì prwtìnioto opo�o kaj¸ plhsi�zei apì to �peiro to �llo prwtìnio sunant� to fr�gmadunamikoÔ sto di�sthma R < r < rmin. To Ôyo tou fr�gmato dunamikoÔe�nai th t�xew th enèrgeia twn isqur¸n purhnik¸n dun�mewn, dhl., merik�

MeV , en¸ h enèrgeia tou prwton�ou e�nai 3kT/2 ∼ 2 keV .2 Shmei¸ste ìti s-to gegonì autì tou polÔ meg�lou fr�gmato dunamikoÔ ofe�letai h makrozw�a1bl. Kbantomhqanik  II, S. Traqan�, Kef. 12, PEK, gia mi� pio ektetamènh suz thsh.2k = 1.38 × 10−16erg/K , 1 eV = 1.5× 10−12 erg.
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Sq. 4.3: Sqhmatikì di�gramma tou dunamikoÔ pou blèpei èna prwtìniokaj¸ kine�tai mèsa sto Koulompikì kai purhnikì dunamikì enì �llouprwton�ou.twn �strwn kaj¸ ep�sh kai h dik  ma parous�a ed¸ (mpore�te na to exhg sete
;)!4.11 K�nhsh sto ped�o barÔthta th GhH mègisth apìstash sthn opo�a mpore� na breje� èna s¸ma pou kine�tai mèsa stoped�o barÔthta th Gh e�nai h rmax, ìpou E = V (rmax) kai h taqÔtht� toueke� e�nai mhdèn. ′Otan to s¸ma èqei E = 0, rmax → ∞ kai h taqÔthta diafug d�detai apì th sqèsh,

1

2
mv2

0 −
GMm

R0

= 0 ,ìpou R0 e�nai h arqik  apìstash ìpou h taqÔthta e�nai v0,
v0 =

√

2GM

R0

.H taqÔthta diafug  apì th Gh e�nai v0 ≃ 11 km/sec, apì ton 'Hlio 620 km/seckai apì th Sel nh 2.3 km/sec.Ax�zei na shmeiwje� ìti mporoÔme na katano soume apl� sÔmfwna me taprohgoÔmena thn apous�a elafr¸n mor�wn apì thn atmìsfaira th Gh lìgw
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Sq. 4.4: Sqhmatikì di�gramma tou dunamikoÔ pou aisj�netai èna s¸ma stoped�o barÔthta th Gh.tou ìti h mèsh jermik  tou taqÔthta e�nai polÔ kont� sthn taqÔthta diafug .
′Etsi gia to udrogìno èqoume,

V H2

rms ≃

√

3kT

mH2

≃ 1.84
km

sec
,en¸ gia to oxugìno,

V O2

rms ≃

√

3kT

mO2

≃ 0.49
km

sec
.Genik�, an Vrms ≃ 1

5
Vdiaf, entì 100 × 106 et¸n, ta mìria tou sugkekrimènoustoiqe�ou q�nontai sto di�sthma.

′Otan mikra�nei h akt�na R0 kai h m�za tou s¸mato paramènei stajer ,epitugq�netai èna ìrio ìpou h taqÔthta fj�nei thn taqÔthta tou fwtì c. Horiak  aut  akt�na onom�zetai akt�na Schwarzchild tou or�zonta gegonìtwn thmelan  op ,
RSch =

2GM

c2
,kai gia mia hliak  m�za RSch = 3 km .



14 Jewr mata diat rhsh orm , stroform , enèrgeia & parade�gmata4.12 Epit�qunsh agwnistik¸n motopodhl�twnkaiautokin twn
′Ena endiafèron prìblhma th kajhmerin  empeir�a pou mpore� na katanohje�qrhsimopoi¸nta me aplì trìpo tou nìmou tou NeÔtwna e�nai h meg�sthepit�qunsh pou mpore� na epitÔqei èna agwnistikì motopod lato   autok�nhtoìtan xekin� apì hrem�a. Oi dun�mei pou askoÔntai sto motopod lato e�nai:

Sq. 4.5: Oi dun�mei pou askoÔntai sto motopod lato tou probl mato.1. to b�ro tou B = Mg pou isokatanèmetai st� dÔo rìde w B1 kai B2,2. oi ant�stoiqe antidr�sei tou odostr¸mato N1, N2 sti dÔo rìde,3. h dÔnamh trib  F pou antit�jetai sthn eleÔjerh peristrof  (spin�risma)tou troqoÔ ton opo�o prospaje� na jèsei se k�nhsh h mhqan  (sun jw op�sw troqì).Epeid  to motopod lato eur�sketai se isorrop�a sthn katakìrufh dieÔjunshisqÔei,
N1 + N2 − Mg = 0 .Sthn orizìntia kateÔjunsh efarmìzonta to nìmo tou NeÔtwna èqoume,

F = Ma ,
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F ≤ µN2 ,ìpou m o suntelest  trib  troqoÔ - odostr¸mato. Epeid  o suntelest statik  trib  e�nai megalÔtero tou suntelest  kinhtik  trib , h mègisthdÔnamh trib  efarmìzetai ston troqì kat� thn ekk�nhsh, opìte,
F = µN2 .H meg�sth tim  th N2 epitugq�netai ìtan N1 = 0, opìte N2 = Mg. Se aut thn per�ptwsh

amax =
Fmax

M
= µ

Mg

M
= µg .H sun jh tim  tou suntelest  statik  trib  metaxÔ elastikoÔ kai odostr¸-mato e�nai µ ≃ 1 kai epomènw h mègisth epit�qunsh e�nai �sh me amax ≃ g =

9.8m/sec2. E�n to motopod lato diathre� aut  thn epit�qunsh kajìlo to m koth diadrom  tou
v = at , s =

1

2
gt2 .E�n h agwnistik  p�sta èqei m ko s = 400 m, h telik  taqÔthta e�nai

v = 89
m

sec
= 320

km

h
,kai epitugq�netai se per�pou t = 9 sec. To pagkìsmio rekìr mèqri prìsfata tan, v = 134.8 m/sec = 485 km/h se 4.8 secs. Oi megalÔtere autè telikètaqÔthte mpore� na epiteuqjoÔn me th bo jeia eidik¸n pterug�wn pou kat� thnk�nhsh prosjètoun aerodunamikè dun�mei pou ousiastik� aux�noun to b�rotou oq mato kai ètsi aux�noun peraitèrw thn amax.4.13 EleÔjerh pt¸sh sto ped�o barÔthta - P-t¸sh alexiptwtist¸n

′Ena sunarpastikì spor e�nai kai h eleÔjerh pt¸sh sto ped�o barÔthta.3 AdoÔme pr¸ta ti ja sunèbaine an den up rqe h ant�stash tou aèra. To sÔnhjeÔyo ap' ìpou pèftoun oi alexiptwtistè e�nai z = 1400 m to opo�o dianÔoun seqrìno eleÔjerh pt¸sh te.p.,
te.p. =

√

2z

g
=

√

2 × 1400

10
≃ 17 secs ,3Classical Mechanics, Barger & Olsson, McGraw-Hill, Chap. 1.



16 Jewr mata diat rhsh orm , stroform , enèrgeia & parade�gmatame telik  taqÔthta th eleÔjerh pt¸sh kat� thn prìskroush sto èdafo,
ve.p. = gte.p. = 170

m

sec
≃ 612

km

h
.Eutuq¸ wstìso pou up�rqei h atmìsfaira kai h ant�stash tou aèra pou elat-t¸nei thn telik  taqÔthta prìskroush se mi� �llh qamhlìterh tim  v0.Genik�, h dÔnamh th ant�stash ~Fa kat� thn k�nhsh enì s¸mato mèsa se ènareustì e�nai se pr¸th prosèggish,

~Fa(~v) = −cvn~v

v
,ìpou gia qamhlè taqÔthte v ≤ 24 m/sec, n ≃ 1, en¸ gia yhlìtere upo-hqhtikè taqÔthte v ≤ 330 m/sec, n ≃ 2.Gia thn per�ptwsh ìpou 24m/sec < v < 330 m/sec, h stajer� c e�nai

c =
1

2
CDSρ ,ènja CD e�nai èna arijmhtikì par�gwn th t�xew th mon�do kai S h diatom tou s¸mato pou kine�tai se èna reustì me puknìthta r.H oriak  taqÔthta vo me thn opo�a fj�nei sto èdafo èna alexiptwtist  me

m ≃ 70 kg, qwr� na ano�xei to alex�ptwto upolog�zetai e�n jèsoume F = 0sthn ex�swsh kin sew:
F = mg − cv2

0 ,

F = 0 ⇒ v0 =

√

mg

c
, c =

mg

v2

0

.Epeid  S ≃ 1m2 gia thn epif�nei� tou kat� thn pt¸sh tou sthn atmìsfairaìpou ρ ≃ 1 kg/m3 prokÔptei:
v0 = 54

m

sec
= 194.4

km

h
.

′Otan F 6= 0, v 6= v0, kai h taqÔthta v(t) upolog�zetai oloklhr¸nonta thnex�swsh,
F = m

dv

dt
= mg − cv2 ⇒

mdv

dt
= mg −

mg

v2
0

v2 =
mg

v2
0

(v2

0 − v2) , ,
v
∫

0

dv

v2

0
− v2

=

t
∫

0

g

v2

0

dt ⇒

v
∫

0

dv

(v0 − v)(v0 + v)
=

g

v2

0

t .
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1

(v0 − v)(v0 + v)
=

A

v0 − v
+

B

v0 + v
,

A(v0 + v) + B(v0 − v) = 1 , 2v0A = 1 , A = B =
1

2v0

,kai
1

2v0

ln

(

v0 + v

v0 − v

)

=
g

v2
0

t ⇒ ln

(

v0 + v

v0 − v

)

=
2gt

v0

,

1 − v
v0

1 + v
v0

= e
−

2gt

v0 ⇒ 1 −
v

v0

=

(

1 +
v

v0

)

e
−

2gt

v0 = 0 ,

⇒
v

v0

(1 + e
−

2gt

v0 ) = 1 − e
2gt

v0 ,

⇒
v

v0

=
1 − e

−
2gt

v0

1 + e
−

2gt

v0

.

Sq. 4.6: H taqÔthta enì alexiptwtist  w sun�rthsh tou qrìnou.A shmeiwje� ìti asumptwtik�, gia t → ∞ ⇒ v
v0

→ 1, dhl. o �njrwpopèftei me thn arket� uyhl  taqÔthta vo, �n den ano�xei to alex�ptwto. P.q.,ìtan 2gt1
v0

= 4, 1 − e−4 ≃ 1 + e−4 ≃ 1, dhl., met� apì qrìno t1 = 11 sec oalexiptwtist  èqei taqÔthta v1 ≃ 52 m/sec. H taqÔthta tou anjr¸pou pr�nano�xei to alex�ptwto san sun�rthsh tou qrìnou th pt¸sew d�netai sto Sq.4.6. Bèbaia, ìtan o �njrwpo ano�xei to alex�ptwtì tou h ant�stash tou aèraelatt¸nei shmantik� thn oriak  tou taqÔthta ètsi ¸ste na pèsei sto èdafo me



18 Jewr mata diat rhsh orm , stroform , enèrgeia & parade�gmatapolÔ mikrìterh taqÔthta.A upolog�soume sth sunèqeia to m ko s(t) th apìstash pou dianÔei,
s = h − z = v0

[

t −
v0

2g

t
∫

0

2e
−

2gt

v0

1 + e
−

2gt

v0

d

(

2gt

v0

)

]

,

s = h − z = v0

[

t −
v0

g

2gt

v0
∫

0

e−z

1 + e−z
dz

]

= v0

[

t −
v0

g
ln(1 + e−z)

∣

∣

∣

∣

0

2gt

v0

]

= v0

[

t −
v0

g
ln

(

2

1 + e
−

2gt

v0

)

]

.

Sq. 4.7: To Ôyo apì to èdafo enì alexiptwtist  w sun�rthsh touqrìnou.



Jewrhtik  Mhqanik  19Sto qronikì di�sthma t1 = 2v0/g ≃ 11 sec, o �njrwpo èqei dianÔsei
s1 = h − z1 =

v2
0

g

[

2 − ln

(

2

1 + e−4

)

]

≃ 385 m .Sun jw to sunolikì Ôyo pt¸sew e�nai 1400 m kai epomènw dianÔei tomegalÔtero mèro tou Ôyou autoÔ pèftonta me thn oriak  taqÔthta v0, en¸ osunolikì qrìno pt¸sh e�nai tol ≃ 30 sec.Ask sei4.1 Mia sfa�ra ektoxeÔetai apì thn k�nh enì purobìlou ìplou me arqik taqÔthta v0 kai upì gwn�a j w pro ton or�zonta, en¸ h kl�sh tou ed�foue�nai f ìpw sto sq ma.

Sq. 4.8: H bol  th sfa�ra tou probl mato 4.1.De�xte thn al jeia twn prot�sewn:1. To belhnekè R sundèetai me ta θ kai v0 apì th sqèsh
R sin 2θ + d(1 + cos 2θ) =

R2

R0

, R0 =
v2
0

g
.



20 Jewr mata diat rhsh orm , stroform , enèrgeia & parade�gmata2. H meg�sth tim  tou belhnekoÔ Rmax epitugq�netai ìtan
tan 2θmax =

Rmax

d
.3. Sunart sei th kl�sh tou ed�fou φ, d = Rmax tan φ, kai h gwn�agia mègisto belhnekè θmax e�nai

2θmax + φ = 90o .4. To Rmax d�netai apì th sqèsh
R2

0 + 2dR0 = R2

max .5. Oi gwn�e θmax, f kaj¸ kai ta Rmax, R0, d sundèontai ìpw stoakìloujo orjog¸nio tr�gwno.
Sq. 4.9: Sqèsh twn gwni¸n θmax kai f kaj¸ kai twn Rmax, R0, d touprobl mato 4.1.4.2 H bol  enì purobìlou g�netai upì gwn�a a me ton or�zonta kai arqik taqÔthta v0 sto omogenè ped�o barÔthta th Gh g. H ant�stash touaèra e�nai,

~Fbol  = −km~v .De�xte ìti o qrìno T th bol  d�netai apì thn ex�swsh
T =

kv0 sin α + g

gk
(1 − e−kT ) .Sto ìrio polÔ mikr  ant�stash tou aèra, k → 0, de�xte ìti:

T ≃
2v0 sin θ

g

(

1 −
kv0 sin α

3g

)

.



Jewrhtik  Mhqanik  21En suneqe�a de�xte ìti to belhnekè e�nai,
R ≃

v2

0
sin 2α

g

(

1 −
4kv0 sin α

3g

)

.Sugkr�nete thn tim  tou R me aut n gia k = 0 kai upolog�ste th diafor�tou pragmatikoÔ belhnekoÔ R apì aut  th ideat  kat�stash ìpou
k = 0. Sugkekrimèna de�xte ìti h diafor� aut  e�nai

∆R ≃
4kv2

0

3g2
sinα sin 2α .4.3 ′Ena s¸ma kine�tai orizìntia entì enì mèsou me ant�stash ~Fα = −km~v.De�xte ìti an h arqik  tou taqÔthta v(t = 0) = v0 sthn arqik  tou jèsh

x(t = 0) = 0, h jèsh tou th qronik  stigm  t e�nai,
x(t) =

v0

k
(1 − e−kt) .Upolog�ste ep�sh thn taqÔthta v(x).4.4 ′Ena s¸ma pèftei katakìrufa entì tou ped�ou barÔthta sthn atmìsfairaìpou sti qamhlè taqÔthte pt¸sh h ant�stash tou aèra e�nai ~Fα =

−km~v, ènja k stajer�. De�xte ìti an v(t = 0) = v0 kai z(t = 0) = h hstigmia�a taqÔthta kai to Ôyo tou e�nai,
v(t) =

g

k
+

kv0 − g

k
e−kt ,

z(t) = h −
gt

k
−

kv0 − g

k2
(1 − e−kt) .4.5 ′Ena s¸ma m�za m kine�tai entì enì mèsou me ant�stash Fa = −mk(v3+

a2v) ìpou k, a stajerè. De�xte ìti ìso meg�lh kai an e�nai h ar-qik  taqÔtht� tou, h mègisth apìstash apom�krunsh den mpore� na e�naimegalÔterh apì π/2ka.4.6 ′Ena s¸ma m�za m kine�tai entì ped�ou dun�mewn pou proèrqontai apìto dunamikì
V (x) = −

a

x6
+

b

x12
.ènja a, b stajerè. Na eurejoÔn ta shme�a isorrop�a kai ta e�dh twnkin sewn analìgw twn arqik¸n sunjhk¸n.



22 Jewr mata diat rhsh orm , stroform , enèrgeia & parade�gmata4.7 ′Ena s¸ma m�za m kine�tai p�nw ston �xona Ox upì thn ep�drash thdÔnamh F (x) = −k/x2, x > 0. An x(t = 0) = a > 0, ẋ(t = 0) = 0de�xte ìti ja fj�sei sthn arq  se qrìno
t0 =

πa

2

√

ma

2k
.4.8 ′Ena mpal�ki ektoxeÔetai katakìrufa pro ta p�nw me arqik  taqÔthta

va sto omogenè ped�o barÔthta th Gh. Sthn k�nhs  tou uf�stataiant�stash an�logh tou tetrag¸nou th taqÔtht� tou kai ìtan epanèljeisto shme�o apì to opo�o arqik� ektoxeÔthke èqei taqÔthta vτ . E�n Tα,
Tτ e�nai oi arqikè kai telikè kinhtikè tou enèrgeie kai T0 = 1

2
mv2

0
ènja

v0 h oriak  taqÔthta de�xte ìti
1

Tτ

=
1

Tα

+
1

T0

.4.9 Sto prìblhma th eleÔjerh pt¸sh tou alexiptwtist  pou suzht jhkeprohgoumènw, bre�te thn taqÔthta san sun�rthsh th apìstash pou èqeidianuje�. Se poi� apìstash h taqÔthta e�nai �sh me 2

3
v0, v0 = 54 m/sec;4.10 Mia sfairik  stagìna neroÔ me arqik  akt�na r0 kai arqik  taqÔthta v0pèftonta mèsa se èna nèfo th atmìsfaira sugkentr¸nei p�nw th u-dratmoÔ kai o rujmì aÔxhsh th m�za th e�nai an�logo th diatom th. Agno¸nta dun�mei ant�stash de�xte ìti h akt�na th aux�nei gram-mik� me to qrìno kai ìti an h r0 e�nai amelhtèa, h taqÔthta aux�nei grammik�me to qrìno mèsa sto nèfo.


