
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ

Τµ�ηµα Φυσικ�ης
Εξετ�ασεις στη Θεωρ�ια της Ειδικ�ης Σχετικ�οτητας

Περ�ιοδος Ιουν�ιου

11 Ιουν�ιου 2009

Αν θ�ελετε µπορε�ιτε να επεξεργαστε�ιτε �ολα τα προ1λ�ηµατα σε σ�υστηµα µον�αδων �οπου η ταχ�υτητα του φω-
τ�ος ε�ιναι ����� . �Ολα τα δεδοµ�ενα των προ1ληµ�ατων δ�ιδονται σε αυτ�ο το σ�υστηµα µον�αδων.

Να λ�υσετε τα 4 απ�ο τα 5 θ�εµατα.

Θ�εµα 1: Στο ακ�ολουθο σχ�ηµα �εχουν σχεδιαστε�ι τα χωροχρονικ�α διαγρ�αµµατα δ�υο αδρανειακ£ων συστη-
µ�ατων αναφορ�ας του Σ και του Σ´ (το δε�υτερο ε�ιναι αυτ�ο µε τους πλ�αγιους υπ�ο γων�ια �αξονες).

(α) Να υπολογιστε�ι η ταχ�υτητα κ�ινησης του συστ�ηµατος Σ ως προς το Σ´ και να γραφε�ι ο µετασχηµατισµ�ος
Lorentz που συνδ�εει τα Σ και Σ´.
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(β) �Ενα �οχηµα ακολουθε�ι την κοσµικ�η γραµµ�η που περιγρ�αφεται απ�ο την εξ�ισωση : ���	��
�� �
� σε συ-
ντεταγµ�ενες του Σ. Υπολογ�ιστε το τετρ�ανυσµα της τετραταχ�υτητας του οχ�ηµατος σε κ�αθε χρονικ�η
στιγµ�η 
 .

(γ) Υπολογ�ιστε το τετρ�ανυσµα της τετραεπιτ�αχυνσης του οχ�ηµατος σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η 
 και δε�ιξτε
�οτι αυτ�η �εχει σταθερ�ο µ�ετρο.

(δ) Βρε�ιτε την εξ�ισωση της τροχι�ας του οχ�ηµατος στο Σ´.

Θ�εµα 2:

(α) Κατασκευ�αστε �ενα µη φωτοειδ�ες ανταλλο�ιωτο τετρ�ανυσµα ��� µε δ�υο απ�ο τις χωρικ�ες συνιστ£ωσες
�ισες µε µηδ�εν και βρε�ιτε τι ε�ιδους τετρ�ανυσµα ε�ιναι αυτ�ο (χωροειδ�ες �η χρονοειδ�ες).

(β) Κατασκευ�αστε τ£ωρα το συναλλο�ιωτο τετρ�ανυσµα � � και υπολογ�ιστε την ποσ�οτητα ����� � .
(γ) Μπορε�ιτε να βρε�ιτε �ενα µετασχηµατισµ�ο Lorentz που να καθιστ�α �αλλη µια συνιστ£ωσα του ��� �ιση µε
µηδ�εν ; Κατασκευ�αστε τον π�ινακα του µετασχηµατισµο�υ αυτο�υ.

(δ) Κατασκευ�αστε τον τανυστ�η δε�υτερης τ�αξης � ��� � � � � � και υπολογ�ιστε το � � � .
(ε) Ποια η µορφ�η του τανυστ�η ��������� στο σ�υστηµα αναφορ�ας που σχετ�ιζεται µε τον µετασχηµατισµ�ο Lorentz
του ερωτ�ηµατος (γ) ;

Θ�εµα 3: �Ενας κ�υλινδρος µε µ�ηκος ��� �εχει το �ενα του �ακρο (δεξι�ο) ανοικτ�ο και το �αλλο (αριστερ�ο) κλει-
σµ�ενο µε χαρτ�ονι. �Ενα καρφ�ι µε ιδιοµ�ηκος �οσο και ο κ�υλινδρος κινε�ιται µε ταχ�υτητα � προς τον κ�υλινδρο
�οπως στο σχ�ηµα. Το δεξ�ι �ακρο του καρφιο�υ �εχει δι�αµετρο µεγαλ�υτερη απ�ο αυτ�ην του κυλ�ινδρου �ετσι £ωστε
να µην µπορε�ι να εισχωρ�ησει στον κ�υλινδρο.
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(α) Π�οσο ε�ιναι το µ�ηκος του καρφιο�υ στο σ�υστηµα του κυλ�ινδρου ; Στο σ�υστηµα του κυλ�ινδρου, �οταν το
κεφ�αλι του καρφιο�υ θα χτυπ�ησει στο �ακρο του κυλ�ινδρου η µ�υτη του καρφιο�υ θα �εχει τρυπ�ησει το
χαρτ�ονι ;

(β) Π�οσο ε�ιναι το µ�ηκος του κυλ�ινδρου στο σ�υστηµα του καρφιο�υ ; Στο σ�υστηµα του καρφιο�υ, �οταν το
κεφ�αλι του καρφιο�υ θα χτυπ�ησει στο �ακρο του κυλ�ινδρου η µ�υτη του καρφιο�υ θα �εχει τρυπ�ησει το
χαρτ�ονι ;

(γ) ∆εδοµ�ενου �οτι ο κ�υλινδρος ε�ιναι φτιαγµ�ενος απ�ο πολ�υ σκληρ�ο υλικ�ο και �εχει τερ�αστια µ�αζα £ωστε να
µην κινηθε�ι εξαιτ�ιας του χτυπ�ηµατος, τελικ�α το χαρτ�ονι θα τρυπηθε�ι �η �οχι ;

(δ) Εξηγ�ηστε που οφε�ιλεται το φαινοµενικ�α πρ�αδοξο.

Θ�εµα 4: ∆�υο φωτ�ονια �ιδιας συχν�οτητας � , �οταν συγκρο�υονται κινο�υµενα σε αντ�ιθετες κατευθ�υνσεις στο
εργαστ�ηριο παρ�αγουν δ�υο �ιδια σωµατ�ιδια µε µ�αζα � το καθ�ενα.
(α) Π£ως κινο�υνται τα σωµατ�ιδια αυτ�α ;

(β) Ποια ε�ιναι η µ�εγιστη µ�αζα �! #"%$ του καθεν�ος απ�ο αυτ�α και π£ως κινο�υνται �οταν �εχουν τη µ�εγιστη δυ-
νατ�η µ�αζα ;

(γ) �Οταν τα φωτ�ονια συγκρο�υονται στο εργαστ�ηριο, �οχι “µετωπικ�α” �οπως προηγουµ�ενως, αλλ�α �ετσι

£ωστε οι κατευθ�υνσεις κ�ινησ�ης τους να σχηµατ�ιζουν γων�ια &�' , ποια ε�ιναι η µ�εγιστη µ�αζα που µπορο�υν
να �εχουν τα δ�υο δηµιουργο�υµενα σωµατ�ιδια και π£ως κινο�υνται αυτ�α στο εργαστ�ηριο τ�οτε ;

(δ) Τα δ�υο αντ�ιθετα κινο�υµενα φωτ�ονια του ερωτ�ηµατος (α) τα παρατηρο�υµε απ�ο �ενα σ�υστηµα που κι-
νε�ιται στην κατε�υθυνση κ�ινησης του εν�ος εκ των δ�υο µε ταχ�υτητα � �)(+*-,

. Στο σ�υστηµα αυτ�ο ποια
ε�ιναι η µ�εγιστη µ�αζα των δ�υο �ιδιων δηµιουργο�υµενων σωµατιδ�ιων ;

(ε) Συγκρ�ινατε την απ�αντησ�η σας µε εκε�ινη του ερωτ�ηµατος (β) και σχολι�αστε.

Θ�εµα 5: Σωµατ�ιδιο κινε�ιται µ�εσα σε �ενα αµιγ£ως ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο της µορφ�ης ./ � /10� και η ταχ�υτητ�α του
αρχικ�α ε�ιναι .24365+78�
2 � 09 . Θυµ�ιζουµε �οτι η εξ�ισωση κ�ινησης εν�ος σωµατιδ�ιου µ�αζας � και φορτ�ιου : µ�εσα
σε �ενα ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι : ;=< �;-> � :�? ����@ �
�οπου ?���� ε�ιναι ο τανυστ�ης του ηλ/κο�υ πεδ�ιου και @ � η τετραταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου.
(α) Γρ�αψτε τις εξισ£ωσεις κ�ινησης συνιστ£ωσα-συνιστ£ωσα χρησιµοποι£ωντας την κλασικ�η µορφ�η της τετραορ-
µ�ης για �ενα σωµατ�ιδιο µε µ�αζα.

(β) ∆ε�ιξτε �οτι η κ�ινηση περιορ�ιζεται στο επ�ιπεδο �A� 9 .
(γ) Η 9 -συνιστ£ωσα της ταχ�υτητας του σωµατιδ�ιου ε�ιναι σταθερ�η ; Τι ε�ιναι σταθερ�ο αντ�ι αυτ�ης ;
(δ) Επεξεργαστε�ιτε κατ�αλληλα τις δ�υο διαφορικ�ες εξισ£ωσεις που δι�επουν την 5 - και την � -συνιστ£ωσα της< � £ωστε να κατασκευ�ασετε µια διαφορικ�η εξ�ισωση 2ης τ�αξης για την εξ�ελιξη του παρ�αγοντα B 3 > 7 για
το σωµατ�ιδιο. Λ�υστε την και µ�εσω αυτ�ης υπολογ�ιστε την εξ�ελιξη της @�C (απ�ο το ερ£ωτηµα (γ)).

(ε) Υπ�αρχει κ�αποια διαφορ�α �οσον αφορ�α στην εξ�ελιξη της @�C απ�ο το αντ�ιστοιχο πρ�ο1ληµα στη Νευτ£ω-
νεια µηχανικ�η ;

∆�ιδονται η µορφ�η του τανυστ�η του ηλεκτροµαγνητικο�υ πεδ�ιου :

? ��� � DEEF 5 /�G / C /IH� /�G 5 J H � J C� / C � J H 5 J G� /IH J C � J G 5
K�LLM

Καλ�η επιτυχ�ια
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Λ�υσεις

Θ�εµα 1:

(α) � � 
ON+P (-5-Q	�)�R*-S :UTR
 ( . B 3 � 7��WV (+* & . �Ετσι
� � � �

DEEF V (+* & � V �R* & 5X5� V �R* & V (+* & 5X55 5 �Y55 5 5Z�
K�LLM

(β)
;-> �\[ ; 
 � � ; � � � ; 
 V � � 3 ; � * ; 
 7 � . Απ�ο την εξ�ισωση της τροχι�ας &R� ; �]�^&R
 ; 
 �_5a` ; � * ; 
 �
 * � � 
 * [ �cb 
 � . Εποµ�ενως@ � � ; 
;-> � �d � � 3 
 *+[ �cb 
 � 7 � � [ �cb 
 �@fe � ; �;-> � 3 ; � * ; 
 7[ �cb 
 � � 
@ � � @�g �h5 (1)

(γ) Με �αλλη µ�ια παραγ£ωγιση N � � ; @ �;-> � ; [ �ib 
 �; 
 *+[ �ib 
 � � 
N e � ; @ e;-> � ; 
; 
 * [ �cb 
 � � [ �cb 
 �N � � N g �h5kj (2)

Πρ�αγµατι N-��N � � �I
�� bh3 [ �cb 
 � 7 � ��� .
(δ) �l�m3 B 3 � 7�3 �on b �8
pn 7�7 � � 3 B 3 � 7�3 
pn b �8�on 7�7 � � �on � �q
pn �
Θ�εµα 2:

(α) � � � DEEF �&55
K LLM

Πρ�οκειται για χωροειδ�ες τετρ�ανυσµα αφο�υ ����� � � � � � b &U� �^(srt5 .
(β) � � �^u ��� � � �

DEEF � �&55
K LLM

���U� � �)�wvx3 � �R7yb & v & �h( .
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(γ) Αρκε�ι η ταχ�υτητα να ε�ιναι 1/2 ( B � & *+[ ( ). �Ετσι
� ���� �

DEEF V z{*�( � V �R*�(|5X5� V �R*�( V z{*�( 5X55 5 �Y55 5 5Z�
K LLM

Ε�ιναι � � � � � � �� � � �
DEEF 5[ (55

K�LLM
(δ) � ��� � DEEF � � � � � � �8e j}j}jWj}j}j�8eO� � j}j}j j}j}jWj}j}jj}j}j j}j}j j}j}jWj}j}jj}j}j j}j}j j}j}jWj}j}j

K�LLM � DEEF � & 5X5& zX5X55X5|5X55X5|5X5
K�LLM

Ε�ιναι ���� � ����~ u ~�� οπ�οτε � �� �
DEEF � � & 5X5��& zX5X55 5|5X55 5|5X5

K LLM
Οπ�οτε ���� � � �8b�zsb�5�b�5���(

. Το �ιχνος ε�ιναι αναλλο�ιωτο σε µετασχηµατισµο�υς Lorentz �οπως
φα�ινεται στο ακ�ολουθο ερ£ωτηµα.

(ε) Ο �ενας τρ�οπος υπολογισµο�υ ε�ιναι να εκτελ�εσουµε το γιν�οµενο πιν�ακων ���w��� , �οµως θα µπορο�υσαµε
να υπολογ�ισουµε απλ£ως το γιν�οµενο του µετασχηµατισµ�ενου ����� µε τον εαυτ�ο του :

� � � � � � � � � � � � DEEF 5|5X5X55|(X5X55|5X5X55|5X5X5
K�LLM

Θ�εµα 3:

(α) Στο σ�υστηµα του κυλ�ινδρου το καρφ�ι ε�ιναι συσταλµ�ενο κατ�α B� (κυ)
κα

� ��� * B
�Ετσι τη χρονικ�η στιγµ�η (στο σ�υστηµα του κυλ�ινδρου) που το κεφ�αλι του καρφιο�υ θα “κολλ�ησει” στο
�ακρο του κυλ�ινδρου η µ�υτη του θα απ�εχει κατ�α ��� 3�� � �R* B 7 απ�ο το χαρτ�ονι.

(β) Στο σ�υστηµα του καρφιο�υ ο κ�υλινδρος ε�ιναι συσταλµ�ενος κατ�α B (�ιδιο µε προηγουµ�ενως αφο�υ η σχε-
τικ�η ταχ�υτητα ε�ιναι �ιδια κατ�α µ�ετρο) � (κα)

κυ
� ��� * B

�Ετσι τη χρονικ�η στιγµ�η (στο σ�υστηµα του κυλ�ινδρου) που το κεφ�αλι του καρφιο�υ θα “κολλ�ησει” στο

�ακρο του κυλ�ινδρου η µ�υτη του θα �εχει �ηδη τρυπ�ησει το χαρτ�ονι και θα εξ�εχει απ�ο τον κ�υλινδρο.

(γ) ∆εν ε�ιναι δυνατ�ο να �εχουµε διαφορετικ�α αποτελ�εσµατα σε δ�υο διαφορετικ�α συστ�ηµατα. Το χαρτ�ονι
σ�ιγουρα θα τρυπηθε�ι αφο�υ τρυπι�εται σε �ενα σ�υστηµα και δεν υπ�αρχει καν�ενας φυσικ�ος λ�ογος για να
αποφευχθε�ι αυτ�ο.
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(δ) Στο σ�υστηµα του κυλ�ινδρου θα τρυπηθε�ι για τον ακ�ολουθο λ�ογο. Μ�ολις το κεφ�αλι κολλ�ησει η µ�υτη
θα συνεχ�ισει να κινε�ιται αφο�υ δεν �εχει προλ�α1ει να π�αρει το µ�υνηµα �οτι κ�ολλησε το κεφ�αλι. �Ετσι
το καρφ�ι θα αρχ�ισει να τεντ£ωνεται (δεν υπ�αρχουν στερε�α σ£ωµατα στη σχετικ�οτητα). Μ�εχρι να �ερ-
θει η πληροφορ�ια για το �οτι σταµ�ατησε το κεφ�αλι η µ�υτη θα �εχει τρυπ�ησει το χαρτ�ονι και σε αυτ�ο το
σ�υστηµα.

Θ�εµα 4:

(α) Η συνολικ�η τετραορµ�η των δ�υο φωτον�ιων ε�ιναι� � ��� ��� & .5]�
Εποµ�ενως για να ε�ιναι η ολικ�η 3-ορµ�η των δ�υο �ιδιων σωµατ�ιων 0, θα πρ�επει τα δ�υο σωµατ�ιδια να
κινο�υνται µε �ισες και αντ�ιθετες ταχ�υτητες.

(β) � � � � &U�!B.5 �
συνεπ£ως � � � �!B . Για να ε�ιναι � � �! #"%$ θα πρ�επει B � B{ y� � ��� , οπ�οτε �! #"%$ �h� � .

(γ) Τ£ωρα � � �h� � DEEF &&����-��'55
K LLM

�οπου θεωρ�ησαµε ως � -�αξονα αυτ�ον της διχοτ�οµου µεταξ�υ των δ�υο κατευθ�υνσεων των φωτον�ιων. Η
τετραορµ�η των δ�υο �ιδιων σωµατιδ�ιων µετ�α ε�ιναι τ£ωρα� � � � / e b / �.< e b .< � �
και

��� @ � � �mz{� ����� 3 � �Ib ���-���4' 7l� � 3 & � �	������' 7 � . Η �ιδια υπολογιζ�οµενη µ�εσω των σωµατιδ�ιων στο
σ�υστηµα ΚΟ ε�ιναι

� � � � ��3 /����o���e b /����o���� 7 ��� 3 &U� 7 � . �Ετσι η µεγαλ�υτερη µ�αζα αυτ£ων ε�ιναι (απ�ο
την ισ�οτητα της ανισο°σ�οτητας) �! #"%$ ��� �	�����I' .

(δ,ε) Τα αποτελ�εσµατα δεν αλλ�αζουν αλλ�αζοντας σ�υστηµα αναφορ�ας. Τα µ�ετρα των τετραορµ£ων ε�ιναι
αναλλο�ιωτα σε µετασχηµατισµο�υς Lorentz.

Θ�εµα 5:

(α) ; 3 �!B 7;-> � :�? �¡  @   � : / B @ G; 3 �!B @ G 7;-> � :�? e¢�U@ � � : 3 � / 7�3 �IB 7i� : / B; 3 �!B @oC 7;-> � :�? �¡�U@ � �^5; 3 �!B @ H 7;-> � :�? g �U@ � �^5
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(β) Απ�ο την τελευτα�ια B @ H � σταθερ�ο �)5 απ�ο τις αρχικ�ες συνθ�ηκες. Οπ�οτε £ ¡o¢oταθερ�ο (σταθερ�ο �¤� 9
επ�ιπεδο).

(γ) Απ�ο την προτελευτα�ια B @oC � σταθερ�ο �¥2 � * V � � 2 �� απ�ο τις αρχικ�ες συνθ�ηκες.
(δ) Απ�ο τις δ�υο πρ£ωτες, αν παραγωγ�ισουµε �αλλη µια φορ�α την πρ£ωτη;;-> ; 3 �!B 7;-> � : / ; 3 B @ G 7;-> � 3 : / 7 �� B
δηλαδ�η ; ��B;-> � � � : /� � � B
µε λ�υση B 3 > 7�� Ni���-��¦ 3�§¡¨o©� 7yb�ª �����«¦ 3�§¡¨o©� 7 . ∆εδοµ�ενου �οτι B 365+7�� B�� �m3�� � 2 �� 7­¬ e%®¡� και ; B * ;->°¯ ©�± � �h5
(βλ�επε την πρ£ωτη εξ�ισωση ( @ G 365+7��h5 ) B � B������-��¦ 3 §¡¨o©� 7 . Απ�ο τη σχ�εση αυτ�η και τη σταθερ�οτητα τουB @oC �εχουµε @oC �^2 � * ���-��¦ 3�§¡¨o©� 7 .

(ε) Στο νευτ£ωνειο αντ�ιστοιχο πρ�ο1ληµα η 9 συνιστ£ωσα της ταχ�υτητας δεν µετα1�αλλεται, εν£ω εδ£ω µηδε-
ν�ιζεται µε την π�αροδο του χρ�ονου παραµον�ης στο ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο.
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