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 ��� 	
����� 	� ���� ��������	�� ��	� �� ����������� ��� 	�� ����������
����������� �����	������� ��� ��	�� ��� �!�� ���� �� "��	�	�� ������	����
	����	��#

$	�� %����� �����"�����  �� ���� ���������� ������ &������ � '�������#
(���� 	� 	��� 	����	��� ��
��� ���� ���!�� ����� ����� 	�� )�����	���� ��
��������	�� �	�� *��	��������� %��������# +�	 � �!���!� ����� �������� 	��
������" ���������	�� �� �� �������� � 
,�� ��	 	�� ����� #

-� ������ �� ��"������� 	�� ������ �������	��� ��� �	�� �� .
� )�����
	� �� ���	������"��� �� 	���	�	� ��� ��	������	��
	�	� 	� ������� ��	
 �	�
���	��� LaTeX 	� ���� ��� ��	���� �	� ������ ������ �� ����������� ��� ��
����������� 	��
� ���� ,��� ��� ���� �� ����� �����#
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(�� 
��� �� ���	 ���� �	�� ��� 	� )�����	���� ����� ��� �������� �����������
	�� �
���� �� ��� ���������# *�� ����� ��� � ��	������ ���� ��� �� ���������
��� ��� 	��� ��� 	� 	� ����� ��� 	� ������ 	� )�����	��� �	�� ��
	�	� 	���# (���
��� �
 	�� ���������� ����������� �� 	�� ����� 	� )�����	��� ����������� ���
�������� 	� �
���� ����� � �����	�� �� 	�� ������"���� �� ����� ������� 3

)�� �����"���� ���
� ��� �������� "���
���� 	� ���� ����������� ��� �����
��� �	�������# .��� ����� 	� �	������ �� ���	����� 	� "���
���� ��	
 ������
�� ��"������� �� �����	����� ��������# 4	�� ���
� 	� �	������ 	�� "�������
��� ��	�� ������"��	�� �
 ������ 	�� 	��� �� � 
�� � ���� "����
� �����
��
� ����� �������� 	�	���� ���
���# 2� �� ������� 	�� �	������� ��	�� ��� ���
��� ��"�����	�� �� �����	 ���� 	�� 	��� � � �� �� �� # .����	���� ���	 ��	�
�� �"����� 	� "���
���� ��	
� ��	�"�����	�� �� ���	 ��	� ���� �
 	�� ������
	��� � � ��� �	�� � ����	� 	�� "��������� �� ��� �����"���� ����	�� ������
	�	�
	�� )�����	����# $������� �� 	�������� 
	� �������	�	� 	� � ��	� �� ����
���"���� �
 ���� �� 1�5 ��!��� 	� ������� ���� �	�� �����	�� ��	���� 	��
��������  ��� ����������� ### ������# �� ������ ����� ��� ��� ��� ����
���" �� ������� �������#

'� ����� ��� ��
 ���������# (�� �������� ������ �	�� +����	�� &�����
	���� 	� ������ 	�� �����	���� ����� �� ��� ���������� ������"��	�� �

���	�	������� 	������ �����	���� �������� ����� ������"��	�� �
 �	������
	�� �� # '� ���� ����� ���
� 	�� �
�	��� ������� 	�� ����� �
 	� �	����

������ 67� ��� 78�9# : ����� ��	 ������"�	�� �
 	�� �����	��� � � �� �� � �
�� ���� 	��

���� �� �� � ��� ��� � �� � ��� � �� � �����
# 4	�� ���
�� ��� ���	��� 	�� 	��� ; ��� ������ 	�� ����� ������ �
 	�
������ 67� ��� 19 �
�	��� ��� �� 77< = >� ��	�"����	�� �	� )�����	��
 ���	����
; ?� ����	���� 	� ������ �������� >#

+"�� ���
� ������,��� 	� ������ �� ��� ���	������ 
	� �� 	�	��� ���
��� �����
	�	�� ��� ������ ������� ������ �� ���	������� ����� ����� ���
���"������ ������# %���� �����
 �� !���� ����� �
 	�� �����	���� ��	��	������
�� ����� 	� ������� �� ���� ��� ��	�� ��� �	�� ��������� �� ����� �� 	�� ����
�� �� ���	 ���� �	� �����	��� ����� ������� �� 	�� ������������ � ��
���	������� �� ����� �
 ������� �����#

: �����	� �� ���	 ���� ��� "����� �	�� ����� 	�� &������ � +��
������3 2� �����	���� �����	 ���� � � �� �� �� ����� ��	�� �� � � ����
���"�	�� �� 	�� 
�� ��"������	�� �������� ��	�� ������# 6$@2A/2# :
��"����� � �� 
��� ��������� ������� �	� ��������� ��� ������� ��������
	� �����	�9# &�� ���������� ��� 	�	��� ����� � � � �� �� �� �� ���� 	��
���� �� �� � ��� 	�� 
�� ����� � ��� �� 	��# %�� ��� ����� �� ��	 	�� ��	������ �
�����	��� � � �� �� �� �� 	�� ���� �� � ���� � �� � ��	���� � �� � ��#

: &������ '������ ����	� �����	 ���� 	�� ������ � � �� �� �� �� �����	��
�
 	�� 	�� �����	� ���" �#
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�� 	� ��� ��� � � � � �� � � � � � ����� �����	���� �������#
2� �����	 ���� 6��	��9 ����� ��� �����	���� ���
���� 	�� �����
	���� ��	��

������ �����	 ���� �� �����	�� &�������� $����	 ���� � &�������� +�������
����� # �� 
���� �� ��� �
 	� 
	� ��"�����	�� �
 �������� ��	�� �������

�� ��������� ��� �� 	�� �!������� 	�� ������� ����� � ��� 	�� ������� ��
���������� �	�� +����	�� &����	���# 2� ��������� ������ ���� �!�	����	�� �	�
��"�����

: ������� 	�� &�������� +���������� ����� ��		 3
�9 +� ��� ��	�������� 	�� &�������� +����������� 	
	� ��� ������ ����� ���

��� �� ��	�������� 	�� �
 �������� �����	 ����
�9 +��������	�� �	�� +�����	��
 A�����
 �� 
	� ������� ��	������� �����	 �

���� ����������	�� �
 &�������� $����	 ����# $������ ���� 	�� �����������
��	��� � ����� �� ������ ��� 	�� &�������� �����	 ���� ��	�"����	�� �� ���
��"
���� ��� ����	���� ��	������� �����	 ����# *�� �������� �����	�����
��	�� 	�� ������ 	�� ����������� ����� �" ��
� ��� �� ��� ��	�� 
��� 	�� ������
������ ��� �	�� ��� ��� �	�� ����� ����	����� ��� �" �	���� � �"�	
���� ������
�� ��� ������� 	� �"�	
���� ����� �� ��� ��"����� ��#

+������	�� 	�� ������" � �� ��������� �� ���� 
	� �	�� 	
�� ��	
 ����
����� &�������� +���������� � � �� �� �� � ��� ��������� �� ������,����
��	������	��� ��� ������� 	� �9 �� ������ �� 


� �� ��� 	� �9 ���� � 
�� ��� ����
����"�� �� ��	�# +�	� 	� ������ ����� 	� ��������� ���������	� ��	�� ��
�������	�� *�������	��
� ����� ��� B
����� *�������	���� �����

: ����� ���� ��� 	�� ������" ��	 � ����� � ���� 	�� ���	 ��	�� ��� ��� 	����
�!
��� �� ���������� �	�� +����	�� &����	���� ��� 	� ����� ��� 	�� ����# :
���� ��	 �� ���������� �	�� ������ 	�� C����� *�������	���� @����#

�� ����
	��� �������� ��� 	�� ��	��!� 	�� �	
��� ��	�� ����� �9 �� .������ �9
� ������ 	�� *�������	���� @���� ��� �� ���"����� 	��#

+� ����� �� ���	����	�� � ��� �	� ���"��� ��"����� �� 	�� �����#
�� ��	� ��"����� ����� ���������
 �������	�� �� ���������� ������	���� ���

������ ������ 	�� ������ 	�� ���
��� ��� 	�� ������	�� ������ 	�� %���� �#
$	������ ��� �� �������� 	�� �������	� �� �����	� ������	 ����� �	� &��������
A����� ���� ��� �� ���� ��� ����	��� 	� ��	 ��	� ��	�#

$	� ���	��� ��"����� ���	����	�� ���������� � ������ 	�� ������ ��� ����
���	�� �� 	�� ���� 	�� ��������� ���	���	��# %�� ������	�� ��� 	� �������� 	��
$	��������� ��������!���� �� ����� ��	���	��
 �
�� �	�� ���� ���������
���	���	�� ���� ��"�����	�� �� ��� �����
 �
�� ��� �	� �
���� ��"�����#

$	� 	��	� ��"����� �������	�� ��� ����	��	�� �� *�������	���� @����# 2 ����
����	�� ���� ����� ��� ��	� ��������� �	� &������� A������ �� 	�� �!����	�� 
������# ��� �������� ��	 	�� ����� ���� 	�� ��	������ ���������	�� 	�� �!���
��	�� � ���
���� 	�� %��������� �����	��� 	�� ������# $	�� �������� ��
������� �� ����������� �	� ������ �� ������"���� �
 ��� ��� ���� �	��
������� 	�� ��	������� �� ���������� � ������" 	���� ����������� �	 
	�



D

��� �����	�� �	�	�������� ����# +�	� ����� 
�	� ��"����	�� �	�� �����
 	��
*�������	���� @���� ��� 	�� �����
����� �� ��	
� �����
 	�� B
�����# $	��
�������� ���������� �� ���� 	�
� ��	������	�� � ������" � 	�� ���
��� ���
	�� ���� 	�� ������� 	�� C���� *�������	���� @����#

$	� 	�	��	� ��"����� ����	�� ��� ������� �	�� ������ 	�� &�������� +�����
������# 2� ��������� ����������� ����� 	� ��E
� 	�� ��������� �!����	����
������ 	�� �����	 ���� �� ������"���� �� �������������� 	���� �
 ���#
%!�	����	�� ���"���� ���
	�	�� 	�� ��������� ����������� ��� ���	������	�� 	�
���"�� ��� 	� �
���� ��"�����#

$	� ��	� ��"����� ���������	�� 
	� � �"������� ������ 	�� ������� � ����
�
����� �	�� ����� 	�� ��� ����� ��	� �����
	��� �
 	�� ��� ��������������
����������� �� ������"���� �
 ��� �� ��"�����	�� �� ��� �����������
���� 	����# (��� � �"������� 	����	���� � ���� ���	������ �	� �������
���� ��"������ ���� ��������� �	�� ����	��� ��	��
��� 	�� �����	��# @�����
������	�� 	� �������� ��� 	�� ������ �� ���� ���	����� ����� 	���� �����	��
���	 ���� �	� ���	 ��	� 	�� �
 ��	������	�� � ������" � 	�� ���
��� �9 ��
������ �� 


� �� ��� 	� �9 ���� �� ��� &�������� +���������� � � �� �� �� #

$	� ��	� ��"������ ���	��	�� ��� ���	��� �� ���� ������ �������� �
 	� ����
	��� ��
��� ��"����� 	�� ������� ��	��# $	� ���	��� ��"����� ������ ������	���
��� ���� �	� ���	��� ��������� �!�������# )� 	�� ������	�� ����	���� ��
���� ���	����� �
 	�� ��	�� ��
��� 	�!��� 	�� &��������� ���� �
 	��� �	
����
��� �"����� �� ����� � ������ ������	���� 	��� ��� 	�� ������ 	�� ���	 ��	���
��	� ��� 	��� 	���� �� !������ #�# ��� 	�� �!������� ��	�� ��� ���	���� ����
���# : ���	��� ����	�� ��� �� 	�� ������ 	�� ���������#

$	� ������ ��� 	����	��� ��"����� �����������	�� � ������ 	�� ��������� ���
� ������ 	�� ��������� ����������� ��� ��� ����	��� ��������� �	�� ����	�
	�� ��������� ���	���	��#

%������� 
	� 	� ������ ����!�� 	�� 
��!� 	�� �������	� �� ��������� �	��
�
����� �������#
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� ���������� ���� ��� !

7#7 $B?2A+ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 8

7#� G+H�%$/+?+ &/?2)%?+ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 71

7#1 $@%$%/$ /$2*B?+)/+$ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 75

7#5 +.%/G2?/$%/$ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 7I

7#D )+-:)+�/G: %.+&J&: # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # �1

" #�$���� ��� �%�&&���� �'������� "!

�#7 %/$+&J&: # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # �8

�#� ./?+G%$ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 17

�#1 %/$+&J&: $�:? +A&%CH+ �J? ./?+GJ? # # # # # # # # # # # # # # # # 1F

�#5 $�2/@%/J*%/$ )%�+$@:)+�/$)2/ &H+))J? ./?+GJ? # # # # # # # 5F

�#D &/?2)%?2 ./?+GJ? # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # D5

�#F +?�/$�H2K2$ ./?+G+$ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # I0

�#I $�2/@%/J*%/$ ./?+G%$ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # ID

�#< $B$�:)+�+ &H+))/GJ? %L/$J$%J? # # # # # # # # # # # # # # # # # # <1

�#8 B.2A2&/$)2$ +?�/$�H2K2B ./?+G+ # # # # # # # # # # # # # # # # # # 8D

( )��$*�&�+���� ,�%�� !!

1#7 2H/$)2/ G+/ .+H+*%/&)+�+ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 88

1#� B.2@JH2/ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 705

1#1 &H+))/G2/ $B?*B+$)2/ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 70<

1#5 : %??2/+ �:$ C+$:$ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 771

1#D */+$�+$: */+?B$)+�/G2B @JH2B # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 7��

1#F /*/2�:�%$ */+$�+$:$ G+/ C+$%J? # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 7�I

- �%�&&���� �#����$����� �(.

5#7 2H/$)2/ G+/ .+H+*%/&)+�+ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 71D

5#� .BH:?+$ G+/ %/G2?+ &H+))/G:$ +.%/G2?/$:$ # # # # # # # # # # 757

5#1 */+$�+$: G+/ &H+))/G%$ +.%/G2?/$%/$ # # # # # # # # # # # # # # # 75F

5#5 �2 $B?2A2 ����� � �J? &H+))/GJ? +.%/G2?/$%J? +.2 �2? �
$�2? � # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 758

5#D .J$ CH/$G2B)% )/+ C+$: %?2$ B.2@JH2B # # # # # # # # # # # # # 7D1

I
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. #�$���� ��� �%�&&���� �#����$����� �./
D#7 ./?+G+$ &H+))/G:$ +.%/G2?/$:$ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 7DI
D#� ./?+G+$ +AA+&:$ C+$:$�/$2*B?+)2/ ./?+G%$ # # # # # # # # # # # 7F<
D#1 �+L: ./?+G+ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 7I5
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$N ��	
 	� ��"����� �� ���"������� ����	��� �� ������� ������� ��� ������ ���
�����������# %����� �� ���"������� �	� ������ ����� �� � ���� ��	����
��� �
 	�� �����	���� ���
���� �
���!�� �������	�� 	�� &������ � '�������
��� 	�� )�����	���� �����
	���#

��� ������

: ������ 	�� ���5��� ����� ��� ��	����� ���������� ������ �	�� )�����	�� 
���	 ��# : ������ 	�� ���
��� ������	�� �
 	��Georg Cantor 67<5D�787<9� ���
	� 7800 �#�#� ��� ��	���� 	�� ���� ��� �	�� ���� �������	�� ��� ���������	��
� )�����	�� ���	 ��#

4�� �6���� ����� ��� ������ ������������� ��	���������# �� ��	�������� ���
	� �����	�� ������	 	�� $��
���# &�� ���� ������������� ��� ��" � ������" 
�� ���� 	�� ���� ������� �� ��"������� ��	� 
�� ��� �������� �	������
�� ���  
�� �	� ������ ��	
#

�� ������ ��"���� ��� ��	����� ���� ������	��
 �����
 	�� ���
���# :
������ 	�� ���
���� 
�� ��	 	�� �������� ����� �������� ��� ��� ����� �� ����
���� �� ��
��	���� �������# 2 �������	�� �� �����"���	�� �� ��� ��� �!����	�� 
������ 	�� ������� 	�� ���
��� �� ���� �� ���	�!�� �� ������ ���������	�#

�� ������ ��� 	� �	������ 	��� ��� ��� ����������	�� �� ������	�# +� � �����
��� ������ ��� � ����� ��� �	������ 	��� 	
	� ��"������� ��	
 	� �����
� �� 	��
���������
 ;� � �> � ����� �������	�� ; �� � �� ��� �	� �>#

2 ���������
� � �� � �������� 
	� 	� � ��� ����� �	������ 	�� �#
%���� ���"������ 
	� ��� �	������ ��
� ���
��� � ����� "���� ����	�� ���

�7��� ��� � #
4�� ������ ��������	�� �
 	� �	������ 	��# *���� �

����5� �8�8� ��� ������ � ��	 
 ������	 ��� �� ��	 ���� �� ����� � ��	� ���	�
��� ��	�����
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&�� �� ������,���� ��� ������ ���"���� 	� ��� �����	�� � �� ��� �	�� ����
��	�!� ��	�� ������"���� 	� �	������ �� �� ���� �	� ������#

B������ 	���� ������ 	�
�� �� ������"�� ��� ������#
�9 .� ��� ���"��� 
��� 	�� 	�� �	������� 	��# G�	� 	�	��� ����� �� ����� �� 	�

������ ���� ���� �	������# .���������	� �����
+O�7� �� 1 �� CO� +� ��� C
���� -���������� �
�9 )� ������" ����	�� �	������� 	�� ���
��� 6
�� 
���9� �	�� ��	� �� �����

��" �� 6��	� ������	���� ��	� ���� �
���	�9� � ���
	�	� �� �����	������ 	�
�	������ 	�� ���
���# %�� ������������	�� ��� �� 	���� 	������ ;###>� 	� ���
����
; 	� ������	���>#

.���������	� ������ � 7� �� 1� ###� 	 �� � 7� �� 1� ###� 	� ### �� � �� 5� F� ###� �	 �� � ��
5� F� ###� �	� ### �� 
�� 	 ����� ���� ��	��
� ��������#

�9 4�	� � ��� ������ ��� � ��� ���
	�	�# �
	� 	� �� � � � � ���� 	�� ���
	�	� ��
����	� 	� ������ 
��� 	�� �	������� 	�� � �� ����� 	�� ���
	�	� � #

#	��9�:�	 �8�8" �� �������� ������� � ����� �������� ���� � �� ���!���
����� ������ !���� ��	 � �������"���� ��#

� � ��� �� �� 	 	 	 � �$� ������ �� !��	��� ��	����
�� � ��� �� �� �� 	 	 	 � � $ � ������ �� �% ���&	��� �������� ��	����
� � � ������ �� �������� ��	����
� � � ������ �� �&�� ��	����
� � � ������ �� ������	��� ��	����
� � � ������ �� �	���	��� ��	����

����5� �8�8( '� ������ ��� ��� ���	 ��	���� �����	 �� ���5 �6���� ��	 ������
��"��	 �� 



����5� �8�8- �� � ��	 
 ����	 ��� ������ ��	 � �� ��	���� �� � ����	 ��	 ��	����
�� 
� �� � � �����	 ��������� �� 
 ��	 �� !���� � � �


+� ������ ����� �	������ 	�� C �� ��� �� ��� �	� +� 	
	� 	� + ����	�� :�;��
����6���� 	�� C ��� ���"���� � � �


%����� ������� 
	�3

� �� ���
 ������ ����� �������� ���� ���
���#

� G��� ������ ����� �������� 	�� ���	�� 	��#

� *�� ������ + ��� C ����� ��� �� ��� �
�� �� � � � ��� � � �#

#	��9�:�	 �8�8. (���&����� �	 � � �� � � � � � �


#	��9�:�	 �8�80

)* �� � � � � ����	 ������� �	� �� +� ����	 � ������ �� ����� �������� ��	��
����



�� ������ 77

+* �� � � � ��� � 	� � � � �� � �� �
�
�
�
� ��

�
�
�
��

,* �� � � � �� � �� � 
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 � ������ ��� ���	 �� ��	����
� ��	���� ��� ��%���� �� � % �� 
� ��	 � �������"���� �� �  �


����5� �8�82 -������ ���; ��� ������� ��
 � ������ ��� ���	 �� ��	���� �
��	���� ��� ��%���� ��	 �� � ��	 �� 
 ��	 � �������"���� �� � ��


+
 	��� �������� ��	�� 
	� �� +�C ����� ��� ������ 	
	� � � �� ��� � � ��#
+� 	��� & ����� ��� ������ �� � � � ��� � � � 	
	� � � � � #
.��"���� �� ��� ������� �	������ �� �� �� ���� ��� �	� + ��� �	� C� 	
	�

� � � � 
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: ����� 	�� ��� � � ��� � 	 	 	 � �� ����� 	� ������ �� �	������ 	� �	������ �� �� �

���� �� ��� 	�������	�� �
 	� ��� � � � � � ��� ���������	�� ��
��

�����  ��
��  ��  	 	 	  �� 


: 	�� 	�� ��� � � ��� � 	 	 	 � �� ����� 	� ������ �� �	������ 	� �	������ �� �� ����
�� 
�� 	� ��� � � � � � ��� ���������	�� ��

��
�����  �� �� � �� � 	 	 	 � ��


+������� �� � ����� ��� ������ ���
���� 	
	� 	� ������ �� �	������ �� �� ����
�� ��� 	�������	�� �
 	� ���� 	�� A ����	�� ����� 	�� ���
��� �� �� ���� �	�
A ��� ���������	�� ��

�
����#

: 	�� 	�� ���
��� �� �� ���� �	� �� �� � �� 
 ����� 	� ������ �� �	������ 	�
�	������ �� �� ���� �� 
�� 	� ���� 	�� A ��� ���������	�� ��

�
����#

����5� �8�8! . �	�!�� ���� ������� � ��� ��� ������ � ����	 � ������ ��
��	���� ������ � ��	���� �� � ��� ��� ��%���� �� � ��	 �������"��	 �� ���


�� � / ����	 ��� ��������� �� 0 �� & �	�!�� �� � ��� � � �����	 ��	
�����;�<�	 �� / �� 0 ��	 �������"��	 �� � �


$@2A/2# C����� 	� ������� � � �����������	�� 
	�� 	��� �� ������	��� �����
��"�� �
 	� ���"���
����# $� ��	���	� ���	��� ������������� 	� ���

����5� �8�8�4 '� ������ �� ��	���� � ��������� ���� ������� � �����	 9��	�
���6���� �� � ��	 �������"��	 �� �����

#	��9�:�	 �8�8��
)� 1�� � � ������ �� ����� ��������� '�� ��� � �� � � � � �� �� ����	 �
������ �� ���	�� ��������

+� 1�� � � ��� �� ��
 '�� ���� � �
� ��� �� ��� ���� ���� ���� ��� ��� ��� ��� ��� ���

#�5�	�� �8�8�" =3 ��:�
�	 �<� ���5�<�> 1�� � ��� ������ ��	 ��
�2 ������
��� ���
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	���� ����� ����� �
 	��� ��������# %�����	��� �����������
	�� 	����	��� ��
	�	�#

&�� �� ���!���� 
	� ������ � �� �� ����� �� ���!���� 
	� ������ � �� �� ���
�� � ��� � ��  ��#

.�����	�� �� � � �� � ���� 	
	� � � � ��� � �� � � �� ��� ��� ������� �
 	�
��
����� ������3

6 �� � � � ��� � �� �

6 �� � �� � ��� � � �

6 �� � �� � ��� � �� �

$	�� ���	��� 6�9 ������ 
	� � � ��� �	�� ���	��� 6�9 ������ 
	� � � �� ��� �	��
���	��� 6�9 ������ 
	� � � �� ���� ��� �� ���� ���	��� � � �� ��


*��!��� 
	� �� � ��� � ��  �� # 4�	� 	��� 
	� � � ��  ��� ��� � � ��  � � ���
������ � �� �  � �� � ��� � � �� � ���


#	�	�;���� 2� ��
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���
	�� De Morgan#
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�9 +� + ����� ��� ��������� ������ 	
	� �� � � � ������������ 	� � ��� 	��
�	������� 	�� +#

?� ������� 
	� �� +�C ����� ��������� ������ 	
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59 4�	� � ��� ������ ��� +�C� ���� �� �� ��� �� ��������� ������# ?�
������� 
	� 	� ������ �� � ��� ����� ���������#

D9 4�	� � ��� ������ ��� @�B � ����
 : ��������; 9	?��� 	�� ���
��� @
��� B �����	�� ��

���� �  �� ���
��� ���������	�� �� � ��� # ?� ������� 
	� �� ����� � ����� 	
	�
6�9 � ��� � � ���

6��� � ���� ���� � �� ���� ���

6���9 � ��� O
#
���� � � �� ���� � �� ��� ���� � ��

F9 4�	� �� � � ���� ������ ��� ��	� 
	� ��� ���� � � � ��� ����	�� ��� ������ ��

�� �� � ����#
: 	�� 	�� ���
��� ��� � � � ����� 	� ������ �� �	������ 	� �	������ �� �� �
���� �� 
�� 	� ��� � � � ��� ���������	�� ��

�
��	 ��


: ����� 	�� ���
��� ��� � � � ����� 	� ������ �� �	������ 	� �	������ ��
�� ���� �� ��� 	�������	�� �
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�
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4�	� +�C ��� ������# �� ������� ��� �� �� � � � ��� � � � ����	�� 9	���	:�7��
��6:�� �� ��	� ���	�	������ 	� � ��� ���	��� ���	�	������ 	� �
 +� ��� �� ���
���� � �� ����� ��� ���	�	������ ����� 	
	�
��� �� � ���� � �� �� ��� �
�� �� � � �� ��� � � � �#

����5� �8"8� '� �����	��� �	������ �� ������� � ��	 
 ����	 � ������ ��
��	���� � �	�������� "���& ��� �� �� � � � ��	 � � � ��	 �������"��	 �� ����

#	��9�:�	 �8"8" �� � � ��� �� �� ��	 � � ��� 	� ��
� �� � � ���� ��� ��� 	�� ��� ��� ��� 	�� ��� ��� ��� 	��
� � � � � ���� ��� ��� ��� ��� ��� �	� ��� �	� ��� �	� ���
� �� � � ���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
� � � � � ���� ��� ��� 	�� �	� ��� �	� 	��
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: ������ 	�� ���	������� ��������� ����� �� ���������� ��� �����
	��� �

��� ������#

+� ��� ��� 	 	 	 � �� ����� ������� 	
	� 	� ������� ���� ��� 	 	 	 � ��� ��
�� � ��� � � � � �� ����	�� 9	���	:�7�� ���9	 �� �����	�	������ 	� �� ��� ����

� � � � �# +� ���� ��� 	 	 	 � ��� ��� ����� ���� 	 	 	 � ���� ����� ��� ���	�	������� ������� 	
	�

���� ��� 	 	 	 � ��� � ����� ���� 	 	 	 � ���� ��  �! ��� �� �� � ��� �!�  ��" � � � � ��

����� �� ��� �
�� �� � �����	�	������ 	�� ������ ���� ��� 	 	 	 � ��� ����	�� �� 	��
�����	�	������ 	�� ������ ����� �

�
�� 	 	 	 � ���� ��� ���� � � � � �


����5� �8"8( '� �����	��� �	������ �� ������� ��� ��� 	 	 	 � �� ����	 � ������
�� ��	���� 	� �	��������� �� ��� ���� ��� 	 	 	 � ���� ���� �� � ��� � � � � � ��	 ����
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�� � �� � � � � � �� � �� 6������	�	�	�% 	�	�&�*�
�&���%� �� ����������� �  ���	��� �� � ��	 � �� � � �� � ��������� ����	

� ��	� �� ��� ��� ��������� �� ����������� � � �� �  ���	��� �� � ��	 �

������� ��� ���	 �&����� ��� 9 �������� �	 ���������	� �:

=�� �������� �� �����%������ ����� ������� ������&�� �� ��	���
�� � �� � � � � � �� � �� �� � � � � �


�� ��� ��� 	 	 	 � �� ����	 ������	��� ��	���� �� ������ �� �����	���� �� ������%
�� ���� � �	 �� ���	� ���� ��	 �� ����������� � ��� ��� 	 	 	 � ��� �&���% �� ���	�
���� ��	 �� 9 � ����� 	� ���������	� : � ��������� ����	 � �� � ��	� ��	 �
�������"���� ��

�� � �� � 	 	 	� �� %
�

��� ��
6 ���� ��� � ��� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � ���� � ���� � ��� � ��� � �� �

��� � ��� � ��� � ����*
1�� 
 ��� ����������� ��������� �� ������	��� ��	���� ��	 ���
��� ��� 	 	 	 � �� � ��	���� �� 
�
�� 2 � ��� �� 	 	 	 � �� �� ��� �� 	 	 	 � �� ����	 ��� )�) ��	 ��� ���	���	�&� �� ������

�� �����	���� �� ������% �� ���� � �	
�� � �� � 	 	 	� �� � ����� � ����� � 	 	 	� ������
��&�	����	���� ��	����� &� ��	�����	�% 	�	�&� �� ������	��� ��	�����

�&���% �	 �� � �� � �� � �� �	� � �� ��� �� � �
 =�� ����� ������� ������&� ��������
�� �����%����� �

�� � �� � 	 	 	� �� ��


��� �




�F 	�
����� � ��������	� 	�
�����

#	��9�:�	 �8.8.

�8�
�

��� �
� � �� � �� � �� � 	 	 	� �� � ��&
���� � ����� � �� �	� � �� � � �

��59�@�8 : �
���!� �� ����� �� ����� #
: 6��� ����� � ��
	�	� �8�#
: 6��� ��������� �����	�

�
��� � �

� � ��&
�� 	 �� � �� 	 �� 	 � � ��
)� 	�� �
���� 
	� ������ � 6�� �� ���!���� 
	� ������ � 6�� ��

4�	� 
	� ������ � 6�� � ����� 

��
���

�� � �� � �� � �� � 	 	 	� � � ��&
��� ����� ��

�
	����
��� �

� �
�

��� �
� � �� ��� � ��&
��� ����� �� � �� ���

� ��&
�� � �� ���� �� � 
�� ��� � ��&
�� � ����� � � � 
� � ��&
�� � ��� �
����� ��


'�� ���!��� 
	� ������ � 6�� ��#
$����� �
 	�� ��� 	�� ����� � ��	�� 
	� � �8� ������ ��� ���� "����


�����
 �


#	��9�:�	 �8.80 1�� � ���� ������	��� ��	���� �� � �� �� ��
�8�

�
��� �

� � � � � � �� � 	 	 	� �� � ������
��� � �	� � �� � � � 


��59�@�8 : �
���!� �� ����� �� ����� #
: 6��� ����� � ��
	�	� �8�#
: 6��� ��������� �����	�

�
��� �

� � � � � � ����
��� #

)� 	�� �
���� 
	� ������ � 6�� �� ���!���� 
	� ������ � 6�� ��#
4�	� 
	� ������ � 6��� ����� 

��
���

�� � � � �� �� � 	 	 	� �� �
�� ����

�� �

	
	�

����
���

�� �

��
���

�� � ���� �
�� ����

�� �
� ���� �

�� ���� � ������� ��

�� �
�
�� ����

�� �

'�� ���!��� 
	� �������� � 6�� ��#
$����� �
 	�� ��� 	�� ����� � ��	�� 
	� � �8� �������� ��� ���� "����


�����
 �


#	�	�;���� �8.8/ ���� �	 ������	��� ������<�	� ��� ����"��� ��� �� ��	��� )
��� ��� � ��	� ���������� 5������ � �����	�� �� ����&� �� )�;�) ��	 )�;�+
��	 �&� �������& ��%�



�� ��������	� ������� �I

&�� ��������� ���"������

B�C���	 �8.82 =)�6���� ���?; ��� ��	:<:;� �� 	���5 
;�	 ��� �> 1��  
���� !��	��� ��	���� ��	 ��� �	 �� � �� !��	�� ��	��� � �  ��	��	��� ��� �����&
6��� ��� �!�� � �
 1�� ��	����� �	

6	* . 6� � ��&����	� ��	

6		* 2	� � �� !��	�� ��	���  �  � �� & 6��� ��&����	 �	� � ��  � � � � �� &
6�� �� ��&����	

'�� & 6��� ��&����	 �	� � �� !��	�� ��	��� � �  


��59�@�8 : �
���!� �" ��	�� �� ������#

#	��9�:�	 �8.8! 1��� !��	��� ��	���� 6 � � �����	 ��C��� �� ��� ������ ��
���!�� �� �	������ ��� �	������� !��	��� ��	�����

>� ���<���� �	 � �� !��	��� ��	���� � � � ������ �� ���!�� �� �	������ 6 ����
% ���	������� * ����� ��	�����

. �����	<& �� ����	 �� ������%�
>� ��&�	����	%����� � ����&�� )�;�? �
2	� � � � � 	����	���� 	����	 �!�� � + ����	 ������
1�� �	 � 	����	���� 	����	 �	� ����� ��� !��	���� � �� � � � � 
 >� ���<����

�	 � 	����	���� 	����	 �	� �� ��� �� � �� ����	 ������ �� ������ ���	���	� ��
� � � ��� ����	 ����� �� � � � �� �� � 9 � �� � 9 � �
 ��� �� ��� &�
������& ������%� �	 ��	���� � ��	 � % ����	 ����	 % �	������ �����  �� ��	 �
�	������ ���� �&���% � ��	���� � �� ����	 �	������ ������

'� ��������� ��� ����	 ��� � ����&�� )�;�? �

+$G:$%/$

79 ?� ������� 
	�

��� 2 "����
� �����
� ���� � ����� ����� ��� ��������� 	�� I1 ��� ����
� � �#

���
�

���������� � �
�
�������� � �� ��� ���� � � � 


��� �� � �� ��� ���� � � �

�Æ�
�

��� �� 9 �� � ��� ��� ���� � � �

� 9 4�	� + ��� ��������� ������ �� � �	������# ?� ������� 
	� 	� � ��� 	��
�	������� 	�� ���� ����� ��


19 4�	�  ���� "����
� �����
� ��� - � ��� �� 	 	 	 �  �� 	�	��� ��	�3
��� � � -

���� +� ) � ��� �� 	 	 	 �  � �� ��� ) � - 	
	� )� � � - #
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D9 4�	� +�C ��� ��������� ������ ��� � � �� � �� � ��� ����
����#

+� � � ���� ��� 	 	 	 � ��� ��� � � ���� ��� 	 	 	 � ���� �� ������� 
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/����	<& �	� & ���& @�������� �	� 	�� ��� ����3 ������ 1 ���# 7F � ������
1�9 ���# �7 � ��� ������ 5 ���# �F

(���%�&�&

: ������ D9 ��������	�� �� �! �3

4�	� � ��� ������ ��� ��� ��� 	 	 	 � �� ��������� �������� 	�� �#

+� � � �� � �� � 	 	 	 � �� �� � ����� ��� ����
����� 	
	� ������ 
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��������������
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��� ���� ����
���� 2 � ��� �� 	 	 	 �  � �� ��� �� 	 	 	 �  � 7�7 ��� ��#
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��� �������

2 �������	�� ����  �� �����	 ��� ���	 ��	� ��������� �!������� �	� A����� ���
���� ���	 ��� ����� ����� �	� �� �� 	� ����� # �� ���	 ��	� ��������� �!��
������ ����� 	� �����	��� ���	 ��	� �!������� �� ���	��	�� ��	� �	�� ���
����	�� ���	 �� ���N ���	 ��	� �	�� �"������� ��� ������������ 	�� �� �����
���	 ���# $����� ����� ������ �� ������� ������ 
	� �� ��� ���	 ����� ���
��� ����� ��	���	����� ��������� ���	���	�� 	
	� ��� ������ ������� ����
��� �� ����������� �� ���	 ��	� �� ��� ����� ��������# $	�� ����� ��	 	�
�������� ��	
 ��������� ��	� ���"����� 	�
���# $	� ��"����� ��	
 �� ���	��
��	��� ����� 	�� ������ ������	�� � ����� ��������� ���	���	��� ��� ��	

�� ����� ���� 	�� ������� 	�� ������� � ���� ������ 	�� ��	������ ������
��� 	�� ���
 ��	
# $	�� �������� � ������� ����� 	�� ��������� ���	���	��
�� ���	�!��� �� ��������� �	�� ����	��� ���	�!� 	�� ������� 	�� ������#
%	�� ���
� 	� ��� ����	� 	�� ��"������ ��	�� �� ���	������ �� ��� ����� ���
�����!��	����#

/��� � ��	� ��"����� 	�� ����� 	�� �� ��� 	�� ������� 	�� ������ �	�� ���
�� ��������� ���	���	��� �� ��	
���� ���" � ����� �	� ������� ;%���� G�"��
���� 	�� ������ 	�� )�����	����> ��� �������� ������� �	�� ������ 	�� *����	���
HAN ��� 	� �00�# -����� 	� �! � �
�����3 %����� 	���� ����� �����
�� ��
����� 	����	����� �� ������# &�� ���� ����� ���������� 	� ��	��	���� ������ ��
������� 	�� ��	 ��
	�	�� � ���� 
��� ��� ����� �����	� ��� ����� ��� �����
�������	��� � ���� ��� 
�� 	� ���� ����������# %! ����� ����� ����	
 
	� ���
������ 	�� ��	�� ������ ��� ��� ������ 	�� ���	���� ��� 	��� ������ 	�� 	��	��
������ ����� �������� �F ������� ������# %���� ����� ����	
 
	� ��� ������ 	��
��	�� ������ ��� 	��� ������ 	�� ���	���� ��� ��� ������ 	�� 	��	�� ����� �����

�8



10 	�
����� � ����	�� 	�� ������	�� ���������

���� 15 ������� ������# ����� ����� ����	
 
	� 	��� ������ 	�� ��	�� ������ ���
��� ������ 	�� ���	���� ��� ��� ������ 	�� 	��	�� ����� �������� 18 ������� ���
����# M�	��	�� �� ������ 
��� ������� ������ ������� 	� ��� ������ ��� ����
����� ����������#

)� ���� 	� 
�� �������� ������ �	� ������� ��������	�� �� �� � 	� ����� ����
������� �
 	� ��	�� ���	��� ��� 	��	� ����� ���������� ��	��	����� ����������
�	� �����	� ���	��� 	���� ��������� �!������� �� 	���� �����	���

�� �� � �� � �

��� �� � � � �	
��� �� � � � ��

�� ���	��� ��	
 ����	�� �� ���� 	� 
�� ��������	�� �	� ������ ��� ����� 	��
����

� � ��&	 � � ��&	 � � ��&	

2 ������"��� 	�� ��������� �������� "	������ 	�� �����	� �����

� � �
� � �
� � �
�
 �	 ��

�� ��	 ������ � ���� �� 	�� ������ %��!����� ����� 	�� ���	 ��	��# :
�� ���� ����� 
	� � ������ ��	
� ����� � +���	��"��� 6���� ������ 15 9� ��	�� ��
��� ��� ������������� � ����� 
��� � ������	�� ����� ����� � ����# B������
���� ���
� �	�� �������	� �� ������������ 	�� ������ �	 �� �� 	� 1 ��� ��	�
�� �"������� 	�� 	��	� �	 �� ; 	
��� "���� 
��� ����� ����	
�># $	� �������� �����
	� ���� ��� ��� 	�� ��	� �	 ��� �
	� ���������� �	�� �����

� � �
	  �
� � �
�� �	 ��

$	�� �������� � ��	� �	 �� �����������	�� �� 	� D ��� � ���	��� �	 �� �"���
���	�� �
 ��	 � ; 	
��� "���� 
��� ����� ����	
�> �
	� ���������� �	�� �����

� � �
�  �
�
 � �
�� �	 ��



�� ����	�� 17

�
	� ���������� �	�� ����

� � ��&	 � � ��&	 � � ��&	

+�"���� ����� ��	��� ��� ��	������ � ����
	�	� �� 	�� ������ +����" 	��
:�;��� 6���� ������ 5F9� � ���� ���  	�� ������ ����������� �� 	�� 78�� �����#

��� ���	��

L������� �� ��� ���"��� �� �������� ������ �������#

����5� "8"8� 4� � ������� � �� �&������� � ������ � �� (�����	��� ��	��
��� & � ������ � �� 4	���	��� ��	���� � 6���� �� �&����� ��!�� � 	  ���*�
7���&� � ������� �� 	 ��	 � 5 �� �&������ ��	���� �����	��� ��	�����
6���� �� �&����� ��!�� � 	  ���*�

����5� "8"8" 4� � ������� �� �������"���� � ������ �� �	��������� ��
����

���� ��� 


� ���

� ���� � ��� ��� 


� ��� ����	 ��	���� �� ������� � �

$���� 	� �	������ 	�� �� ��������	�� )	�6��	�	
+�������� � �����
� �����
� 	�� ��"������ ��	�� ��� ��"���� ���� �
 	���

1�5 �����	��
	����� �������� 	�� ������� ��	��#

����5� "8"8( 1�� � ��	  ����	 ��	��� �����	�	� 3��� "���� ������� � ����	
�
� ���  ���
�� ��� �� ��� ��� �	 �<& �� ��%�� ���������� ������&���� �����
��� ���	���	 �� ��%��� ��	����� �� � � � ����� ���������	 ���� ���� ��� �&�
��������&� �� ������
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$�� ��� ��	� ��� 	�� � �� ��"���� ;.������ � ������� ���  �	���� �� 	��
� > �� ���� ;.������ � �  ># �� ������� ; � �  > �������	�� ; � ��  >

�� �	������ ��� �������	�� ��� �	�� 	�� 	�� � ���	 � ����� � ��� � ���	 �
�	 ��� 	�� �����# 2 ��	�� ����	�� � ������� 	�� ����� ��� � ���	���� ����	��
� ������� 	�� �	 �� �� 	�� ����� �������	�� 	� �	������ ��� # $���� �� ���������
	� ��� � �� 6 � � � 9�������� 	�� ����� 6element of a matrix9
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2 ������ ������ �� ���"�	�� ���	������"��� �������� � ���� 6 ��� 9# 4	��
� ��"���� � � �������� � �������� 
	� 	� @ ����� ������ � ������� ���  �	����
��� 
	� 	� ��� �� ��	������ 	�� ����� ����� 	� ��� #

�� ������ 	�� ������ �� 	�� � �� ����� � ������� ��� � �	 ���� �� ��������
��	�� ���� # $	�� ����� ���	��� � � � �� ������ ��� ��������	��+���	:<����
��� 	� ������ 	��� ���������	�� ���� #
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2 �� � ������
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�� � � �
� � �
� � �

��
����� �� ���"	�� �� � � ��������� 
�� ��� � �#

$@2A/2# 2 ������ �����
� ������ ����� ��� ������	��� 
��� ��� ����� ����
	������� ���	��� �	�� ������ 	�� ���
���� �� ����� 	� ������� �	� ������	��
��# 4��� ���	��
� �����
� ������ �� ��	
 	� ����� ��  	�� ��� �������	�� ���
����
�	��# 4��� ���	��
� �����
� �� �� ��"����� 	�� ���� 	�� ����� 
�� 	��
������,���� ��  	�� � �! �3 G�	 ����� ��������� ���� ���	��� �����
34�	� 
	�
�� � ����� ����� �	� �������� ������� ��� P � � � Q ����� 	� ������ 
��� 	�� ��������
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� 	�	���� ��	� = � � � � # $��������	�� ���
� �������� ���
� 	� ���	�����
 ���
�
���� ��� �� � ��� � ��� ���� ������ � �  + ����� �� ������� �� ��� �����	��� +3
��� ��� ��� � �� > # (�� � ������ �� �� ���	�!���� ����� �� ����������� �	��
�����
 ��	
� 
���� "����	�� �� ���"����� 
��� �� ������� ��� 
��� �� ������"���

	�� ��� ��� ���������
 ������� � �����	�� ��	��
��� ��  	�� ������ �!����	��
�� ������ � ��� �����	� �� ���� 	�	��� �����
# %���� ��� ��	��	��� �� ������
"���� ����� ������	�� �� ���������� ������	��� ��� ��	�#

+"�� ���
� ��� ������ ���� ����	�� ���	��
 �����
� 6��	�!� �����9� �� ���
�� �� �!�� ����� ����� ������ �������� �����# : ���� ����� ��������� 	��
�����	� �����
 ��
	�	�� ������#

����5� "8"82 1�� �	 �	 � � �������� ��	 � � �������� ����	 ��� � �  �������� >�
���� �	 9�	 ������� � ��	 � ����	 ����: 6��	 �� � �������"���� 9 � � � :*� �� ��	
����� �� ��� � ��� �	� ��� � �� � � �	� � ����� ���"���	 � ������� �� �

$@2A/2# +� ��� ������ ����� ����� 	
	� ������	��� ����� ���� � ��� �������
��� ���� � ��� �	����#

B������ ��� ������� ��	������� ������ �� ����� ��� �����	��� �������# %��
��� �� ������ �� ����� ��� �
��� ����� ��� �� ������ �� ����� ��� �
��� �	 �
��# +������	��� ������ ��� 	�� ������ ��� ��� �� # +� 	� ��� ��� 
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2� ������ ��	�� ��������	�� ��	��	����#��	�	� ��;�� ���#��	�	� ��	��;#

$@2A/2# 2� ������ ����� ����� 	� ����	� ��� �	������ ��������	� 	�� �� �
6���� ������ 179# *���� 	� ������ �� ��� ���� ����� ���#

G��� ������ ��������� ������ ������� ��� ������ �	 ���# G�	� �����
	�
� �� ������ ����� ��� �� ������ �	 �� ������ �� ��������� �� �������
����� ��� 	��� ������ ������	�� ���� ������# 2 �
����� �����
� ���"�	���� 	�
����#

����5� "8"8! 1�� �	 � � �������� ����	 ���� ������� � ������� ��	 � �&����
�� ��	���� ��� � � � 6�* 1�� � � � � � � '�� � �� � ����� ���� 
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� �� Æ
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�� 	� �� �� �� Æ� ����� �	������ 	�� ������ �� ��� ������ �� ���������	���
�
 	� �	������ �� ������#

2� �����	� ������� �������� ��������� �� ����� ������� � ������� 	�� �����
�� "���� �	�� ��������#
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����5� "8"8�- 1�� �	 � � �������� ����	 ���� ������� � ������� ��	 � �&����
�� ��	���� ��� � � � 3��"���� �� � ������� ��	 � �&��� ������ �� � �������� �
��� ����	 ������� � ������� ��	 � �&���� ���� ��� � ��� �	� � �� � �� � � � � � ��	
� �� � �� � � � �  � 3 ������� �� ���� "��	 ��������� �� ��

#	��9�:�	 "8"8�.

+� + ����� � ������ 	�� ������ �������� ?� ����� � � ��	 �� 	�� ��� �� ����� � �
������ 	��� 	
	� � � ������ 	�� �� ����� � ?�

� � �� � ��	 �� 	�� �� ����� � ��
� #

#	��9�:�	 "8"8�0
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6.H2$2@:# �� R ��� ����� 	� ����9 M�	��	�� �� ������� 	� � �� ���� 	�� ������
����"�����# %��� � � ����� ����	��"�� 	�� ���	�� 	��� ��	��	�� � � ������ ��
������ ��� � ��� � �� ��� � ��� � 
 ��� ��� � ��� � ��� ��� � ������ ����� �

� �

�� � � 

� �	 ��

 �� �

��
����5� "8"8�2 1�� � � �������� ����	 ���� ������	��� � � � �������� 3 �
���� "��	 =�� '�	���	��� �� 	����	 ��� � � �	� � �� � 7 �� 7���&� � � ���� "��	
- � '�	���	��� �� 	����	 ��� � � �	� � �� � 9 �

'���� � � ���� "��	 �	����	�� (������ �� 	����	 ��� � � ��� � �� ��

$	�� ������������� �� ������ 
	� '�� ��������
� ����� ���� ������ 	�� ����
�� 	� �	������ �� ����� ��	� �
 	�� �������� ����� 0� ��� � G�	� ��������
� �����
������� 	�� ����� ����� 0 
�� 	� �	������ �� �������	�� ��� �
 	�� ��������#
����� *�������� ����� � ������ 	�� ����� 
�� 	� �	������ ��	
� 	�� ���������
����� 0#

#	��9�:�	 "8"8�!
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7# ?� ���,�	� 	�� 	�	 ����� � � �������� � �� 	� �	������ 	�� ���������� 	��
����� ��� � ��

�# ?� ���,�	� 	�� ��� ����� � � �������� � �� 	� �	������ 	�� ���������� 	��

����� ��� �

�
�� �� �� � 7 �
� � ��� �� �� � � �

1# ?� ���,�	� 	�� � � � ����� � � �������� � �� 	� �	������ 	�� ����������

	�� ����� ��� �

���
�� �� �� � 7 �
�� ��� �� �� � � �
��� �� �� � 9 �

5# ?� ���,�	� 	�� � ����� � � �����
�
 � �� 	� �	������ 	�� ���������� 	��
����� ��� O 	� ������	� 	�� � ��� � #

D# 4�	� � � �������� � ����� ���� � � � ������#

�9 ?� ������"�� � ������ � � �������� �
�� ��� � ��� #

�9?� ������"�� � ������ � � �������� �
�� ��� � �������� � #

F# 4�	� 
	� + ����� ��� ������# ?� ��������� 
	�

�9 � � ����� #

�9 +� � � ����� ����	��"�� 	�� ���	�� 	��� 	
	� ����� 	�	�������
�#

�9 2 � ����� ��� 	�������
� 	
	� ��� �
��� 	
	� �� � �� ����� ��	� 	�������
�#

�9 2 � ����� ��������� 	
	� ��� �
��� 	
	� �� ����� ��� ��� ��	� 	�������
�
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 ��
���� ���� ����� �	������ �� 	�� �������
 ��������
 ������
 	�� �����	���� ���
	�� ��������� �������# B������ 
��� ��� ���"���� 	�� ����� ���� �� �������
������� 6���� ������ DF 9 # $	�� ��
	�	� ��	 �� ����������� ��� �� ����	 �����
	�� �� ���� ������ ��	�� 	�� ��������� ��� ��"�����
���� �� ����� ���
	���
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����	��� ���� ��	�#
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��	 ����	 � � ��	 �� �� �� !���� ����� � �

�* >������� �� ������ �������� ���� ��� � ���� � �	� � � � � � ��	 � � � � 
� '�� � ������� �������� ���� "��	 ��� ��� � ���� ����� ��������� �� � ��	
�������"��	 ���

�* >������� �� ������ �������� ���� ��� � ��� � ��� � �	� � � � � � ��	 � � � �  �
'�� � ������� �������� ���� "��	 ! ������ �� � ��� 
 ��	 �������"��	 �B
�

�* >������� �� ������ �������� ���� ��� � )��� � �	� � � � � � ��	 � � � �  �
'�� � ������� �������� ���� "��	 "������� �� � ��� �� � ��	 �������"��	 �	� & ���
6(����� !����� �	� �� <�����"�	 � �	������ ��� ��� ���  ��� �	������ �	� ��� �	�
� ����� �� � ����� �	� � �� � ������ �	������ ���� "��	 #� �$� "�������

�� �����	� -������ ������	����� 	�� ������� ���
	�	�� 	�� ������ ������
���	�� ��� ���������

B�C���	 "8(8" 1�� �	 � ����� ����	 ������� �� ���� � ��	 �� @ ����	 ��	���� ��
� � '�� 	������ � �<%�

�* �� �� � �� � ����� � �
C��� &� ���&������&� ����&�� ���� �	 9 �� ������ ���� & �������& ���	 &�

������������� ������ �
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�* �� � ��� � �

C��� &� ���&������&� ����&�� ���� �	 9 �� ������ ���� & �������& ���	����	

���� ������� 6�����	 ��	 %��&��� ��� �� ���� ��� ������� : � ��	���� � ���:�
�* � � ���� � � ���
C��� &� ���&������&� ����&�� ���� �	 9 �� ������ ���� � �� ��	���� � ���	

��� �� ������� & 6���� ���� �������� * � ��� :�
�* ��� � � � �

C��� &� ���&������&� ����&�� ���� �	 9 �� ������ ���� & �������& ���	 &�
��� ���� ������ :�

�* ) 	 � $ �

C��� &� ���&������&� ����&�� ���� �	 9 �� ������ ���� � ������ �	������
���	 ������ * 6�����	 ��	 %��&��� ��� �� �������������� �������* * ��	 ����&�
�����	 ��	 ��������� ������� * *� ��	 ��� ����	 � ��	���� ) �� �:�

�*6�)* 	� � ��
"* ��@�� � ��@��

. ���&������& 	��&� ��!� "�	 ��� ������	�	�	�% 	�	�&��

&* ��� @�� � �� � @�

�* ������ � ��� ��

3	 ��� ���&�������� 	��&�� ��!� "��� &� '���������� ������

�(3�75D.� 1�� �	 � � �������� � � � �@������ ��	 � � �������� �
�* 4� � �& �� ����� �� ��	���� � ������� � � �� � �� ���	 �=� �� ���	���� �

�����@������� � ��� � ������� �������� ���	 �=� �� ���	���� � ����� @�������� � A���
	����	 ��� � �@�� � ���� $ ���� � @��� � ���� � ���	�% 	����	 & (�����	�	��% 5�	�&� �&�
�������& �� � � =�� ������� � � � �� � �� ����	 ���� �� �� ������ ����� � �� �

�* 3 ������� � � � ��� ���	 �=� �� ���	���� � ��� � � ��� ����	 ��� �� ��� �	�	 � @
����	 3������ ��	���� �	� &� �������& �� � � =�� ������� � � � ��� ����	 ���� ��
�� ������ � �

�* 3 ������� ������ ���	 �=� �� ���	���� � ��� ������� ��� ����	 ��� �� � ���� &�
	�	�&�� �� ��	���� �	� &� �������& �� � � =�� ������� � � � ���� ����	 ����
�� �� ������ � ��� �

�* 3 ������� ��� ���	 �=� �� ���	���� � ����@�� � 3 ���������� ���	 �=� �� ���	����
� @�� � ��� A��� � ��� � �@��� ����	 ��� �� @�� � ����� � ���� &� 4����	�%� 5�	�&��
�	� &� �������& �� � � =�� � ������� ��� ����	 ���� �� �� ������ � � � �

'� �����	�� �����	������	 ���������

.+H+�:H:$:# �� ������ ������� ������� 
	� 	� ���� ����� ��� ���������
*�������	���� @����� � ����� ������ 	�� ����� ��	���	�� �� �
���� ��"������
#

�� �
���� 
����� ������"�� ��������� ����	��� �� ����� ���
	�	�� 	��
��������	�� ��� �����	�� ��������� ������# -� �������� ��� ��	�� �� ���
�������� �� 	�
� ������� �� 	� ���������� �������� ����� ������	�� ����
����� �� ����� ��	�!� 	�� �	������� 	�� ���������� ������� �� ����� �	������
	�� �� �	�� ����� !������ �� �� ����������# (��� �� ��	�� ����� �� 	�� ���
���!���� ���������
�	�� �N ������� 	� ���������� �������� ��� �� ���������
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�	� ����

#5���	 "8(8( 1�� � �  ������� ���� ��	 ��	���� �� � �� �� '�� 	������ �
����� �

6�* 1�� � ������� ��	�� ���

� � � � �

'�� 	����	 � � ��
6�*

����� � �

6�* �� � �
6�*

����� � ����� � �������
6�* �� 	����	 �� � �� ��	 � �� � ��

� � ��&���

+.2*%/L:#
6�9 4�	�

� � � � �

�����	��	�� 	� �� ��� �	� ��� ����� ������

�� � �� � ���� � � � ����
����	��� �
�� 	�� ��������� �	������� ��� 	�� ����	�����	�� � ���
	�	��� ������

� � ��� ����� � ��
����	��� �
�� 	�� ��������� �	�������� ������

� � ��
6�9 %���� �� ���� � � ��� ��	� 	� ���������� � � �����
6�9 4�����

�� � �� � ��� � ���� � ����

���
�� � ���� � ����

���
��� ����� � ����� � ����� � �����

���
� � ���� � ������ � ������ � ��
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6�9 4�����
������ ���� � ����� � ��� � �� � �

��� ��	� 	� 6�9� ����� � ������ ��
6�9 +
 	�� �� � �� ������ ������� � �������� �������� � ��������� �� �

��������� ��� � � ��&����
)�� ����� ���	��� 	�� ������ ������� ��� ���� ��	��� �� ���� �����	���

�����"����� ����� 	� ������ �� 	�� ��������	��� �� ����� 	� ���� ����� �� 	�
������ ���� 	�� �� � ������ # $	� ������ 	�� ��������	��� �� ������ �������
�!���������	��#

4�	� 
	� � ����� ���� ��	��
� ��������� � ����� ��� �	������ 	�� � ��� � � ���� ��� 


��


���
� � � ���� ��� 


��


��� ����� �	������ 	�� �� #

�
	� �� � � ��� � ��� �� � ��� 


�� � ��


�� � ��� # �� �� � �������	�� DE�����	
�<� � �	 � F#

%���� 	� �������� �� � ��������� 


���


���� # �� �� �������	�� ��������
��� 	#

%���� ) 	 � � �)��� )��� 


)��


)��� # �� ) 	 � � )� �������	�� D��5���� ��� )
��� � F#

%���� �� � � ���� ��� 
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��� ����	�� &�97� � &�9���5 ������� 
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	� ��� ��� 


��


�� ����� 0# $��������	�� �� � � � ��� � � 
	�� 	� � ������	�� �
 	�
���"���
����#

#	��9�:�	 "8(8-

-������� 	��� �� 	 ������

� �
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� � � ��
� � � �

�� ��� � �

�� � ��  �

� � � �

�	 � � �

��
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 �����
 �#

�
	� ������

�� �
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��� �
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#	��9�:�	 "8(8.
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4�	� 
	� �� ��� ����� ������ � �  ��� 
	� � ����� �	������ 	�� � �� � �� �# 4�	� 
	�
������

�� �� � �

��� ������� �� ��"������� 	�� � �����	 ��� 	�� ���# G�	� ����� 	�
� �����
�� 	� ��	��	���� 	�� ����	 � ��� �!������ ��	�� ������� �	��� �����	�����
��������#

)� ���� 	� ������ -������ ������ 	�� �����	� ������ �������

�� �� � �

��� ��� � ���� � � � ����
�� � �� � ����� � ����

�� � � � ����
�� � ����

��&������ � ��&������
���&����� � ���&���������

�� � ���&��������
� � ���&���


�� ������ �������� 
	� �� � �!����� ������

�� �� � �

���� ������� ��	 ����� ��� �
��� �

� � ���&���

.����� # *�� ������ �����!�� ����� �	��� � 
	� �

� � ���&���
����� ���� 	�� ���	 ��	��# +��� �����!��� 
	� ����� ��, "�� ����# *�� �����
������� 
��� �� ����!���� 
	� ����� ����� �� 	�� �����	� ���������� ��� ����
���

�����&���� �� � �����&���� �� � ����� �� � ���� �� � �


S�	� 	����� � �!����� ���� ������� ��� ����#
4	�� ���
� ��������� ��� 	�� ��� 	�� � ��� 
���� �� 	�� ��	��	���� ��� 	��

�!������� ��	�� ������ 	�� �����	���� �������# T��� � �������	�� �� ���"	��
	�� 
	� � ����� 	�� ����	�� �� ����������� �
 ���� ����� ��� �����	�� � ���
���� ����� ����� ���� �
���# (��� �� ������� �� �����	� �
��	� ���	�� ��� ��
������� ����� �� �� 	�� 
��� ������� ������ �����!��� 	
	� ���� �� �������
� ����� 	�� ��	���� ����� ����	�� �� ����������� �� ���� ��
	� �	�� �
��
������� �� ��������� ����� ���� � �� �� ���� 	� 
�� ������ �����!��# &��
���������� ��� �� ��	��
	�� �� ���� 	� �����	�3 L������� �
 	�� �����

�� �� � �



5� 	�
����� � ����	�� 	�� ������	�� ���������

��� “�"������� 	�� � �
 	� ��� ���� 	�� ��
	�	��”  “��	�"������ 	�� � �	� ����
	��� ����� �� ��������� 	� �
����”# 2 �
��� �� ��� ������� �� 	� �������
��	
 ����� 
	� �����	�	� ��� ������ �����!�� 
	� � �������
� ��	
�� � ����� ����
������������� ��	���� �	�� ����� 	�� �����	����� ��������� ��� �������
����	�� �� ������������� ��� �	�� ����� 	�� ������# : ��	���� � �������
�� ������ �� ��� ���������� 
	� ��	�� �� ��������� ����� �
����� ��� 	� ���
�������� �� ���"��� �	� ������ ��������� �������#

.��	�� "������ �
 	� ��������� ��	
� �!���� �� ������� ��� ��� ��
�� ��
�
���# -� ��������� 	�� ������ �!����� ������ �� 	�� ����������� ������	��
	� ��	� �	��� �����	����� ��������#

)� ��	 	�� �	��	���� ��	���,� ��	� � � �������� ��� � � ��������# :

�� �� � �

��	�"����	�� ��
������ � ����� � �

����� � ���� � �

���� � ��� � �

��� ���� �� � �� � � � � �� � � � � #
'��

��� � ���&����� ��� � � ���&���
��	�� !��� ��� �� ��	 	�� ������ �	�� ���� 	��� ��	� �� ��� ��� ��� ��� ��
	�
��� �� ��� ������� ����� �����# *�� 	���	�� ���� 
	� � ��� ������� ����� ���	��� ���
� ���� ��	�	���# : �� ���� ����� 
	� ������� �� 	� ������������ �
����� ��
������ �	� ����� ���� ����� ����	
� �� ����� �� ��	������ � ��� �
 	�� ����#

: ������� �� ������ 	� ��	� �� ������� �����	���� �������� ����� � ����
��"�� � ��� �� 	�� ������ ��	 �����!��� ��� 	� �� 	�� ����������� -���
� ��	�� ��� �� 	�� ���� ������ ������ ���	� �� ���������� ��� 	� �
����#
�� ��� �	������ ����� 
	� 	� -������ ��	
� ����� ��� ��� �	� ������ 	�� ������
� � � � ���� ������"�	�� �	�� ��"����� 	�� -��� ��	��� ����� ���"��� �	�
�	������ 	�� ������ �� �������	��# : ��� ��	 ����� ��� ���� �	�� �����
�	�� �
����� � ���� �� ����� ���	����� ������� 	�� ������ � 	�� ��	��
�� ������� ��	�!� 	�� �	������� 	�� ������ �� �������	��# $	� ����������
��������� ������ �� ���	������ ��	 � ��	���,� �	�� ��!�#

#	��9�:�	 "8(80

4�	� �� � �  ������ ���# ?� �!��������� �� ������� ������ �� � 	�	��� ��	�

�� � �� � �

�� � Æ� � �


	�� � �� � ��� �Æ � �� �� �#
A���# : �� � �� � � ����� �� � ��� � ����� � � ��� ��	� 	� ����������

���������
� � ���&����� � ����� � ���&��� � ��&���
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� ���� ��	������	����� �	�� ���	��� ��
	�	� 	�� ��"������ �����

�����&��� � ��&���� � Æ� � �

���
����&��� � ��&���� Æ� � �

������ � ���� � �Æ� � ��

��Æ � ���� � ������ ��

���

� �
������ ��

�Æ � ��

��	������	���� 	�� 	�� ��	 	�� � �	��

� � ���&��� � ��&���
�� �� ���� �� ���

� � ���&�������� ��

�Æ � ��
� ��&���

�
���&���� ����� � ���Æ � �����&����

�Æ � ��

�
Æ�� �����
�Æ � ��

.����� U ��� 	���������# )� 
�� ������ ����� 	��� �����	����� 
	� +? ����
���� ������ �� � �� �� ���������� 	�� ������ �������� 	
	� ��	�� �� ������
����� ��������� ��� ����� ��	�� �� �� ���� �� ���# *%? �����!��� ��
�� 
	�
��	�� �� ������ ���������� 	�� ������ ������� 	�� ��"������# +�	
 ���� ��
������ 
��� ��� ����� �������# �� ����������� ��� ��� �����	�� 	�� ��!���

�� � �� � �
Æ�� �����
�Æ � ��

� �
����� � ��

�Æ � ��

��# ��# �� ��������� � �������	��� �� 	� ��� �� ��� �������� �� ������� �	��
������
 	�� ������#

$@2A/2# : �� �� 	�� ���������� �	�� ���"���� ���������� ��!��� ��� �����
����	 �
 	� A�����# (��� ���� ���� ��� �����	�� ��� �����	��� �����	���� �	��
�� �� 	�� ����������� ��	� ��  	�� ������� 	�� ����
	�	�� ��� 	�� ������
	�� ��� ��	��# %�� ������ ��� �������� �� ����� 	� �����	� ���� �����	��
�
	���#

+� ������ ��	N ����� ��"������ �� ����� �
�� ��� ��!�� �� ���� 	��
�
�����# 4�	� 
	� �������� A ����� �� ������# %��	�	�� 	� ����� �� ��������
��� � �� ��� � � �� ��# 
	�� � �
����� ���� ������� ��� ��� ������;

)�� ��	� ���	��� ��  	�� 
	� �� ��"������ ��	�� ���������� 	� �������
��� ����������� ��	��	����# &�� �����
	��� ��� �� ��	
 	� ����� � �������	��
������	�� �	� ��	� ��"�����#

+��������	�� ��� ����� ������� ������� 	�� �������� 	�� �	������� 	�� ��
��������� �� ����������� ��� ���� ��!�� 	�� +"������#
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����5� "8(8/ 1�� � � ������ � � ����� ����	 ������� ��� 3��"���� &� �!�����&
�� ���� 6% &� �	�!�� �� ����*
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��� ����� "���� �������� 	�� ���,�� �� ������� 	�� �����	� ���������
6�9 �� ������� 	�� �"������� ����� 	� ���� ����� �� 	� ������� 	�� ��	���	��#

$����������� 	� ���� ����� 	� ���� ����� �� 	� �V6��9#
6�9 : ��!� 	�� �����	�� ��������� ��	����	�� ��� �
 	�� ��!� 	�� �
����

���# $����������� 	� �V��� ����� 	� �V6��9 ��� 
�� 	� 6�V�9�

#	��9�:�	 "8(8!

6�9 �� � � � �������� ������ �
6�9 ���� �� � 	� �������� ������ ������ �	��
6�9 ��� �� � �� �������� ������ ������ ����
6�9 +� ���� ����� 	� �����# +�	
 ����� �� ��������  ���������  ��������
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	�	�� �����������
���"��� ����� �� ��������� 
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	��� ������	����� 	�� ������� ���
	�	�� 	�� �"������� ������#
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6�* �� � � � � �� � �� � � ��� � � �
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4�� ���	���
 ���� �	�� ����	� 	�� ������ ������"�	�� �� �! �3 4����� �����
�
����� ��� ����	�� 	� ���� ������	�� � �
 	� ������	��� � �
 	�� �"���
����� 	���# �� �
����� ��	
 ����������� ������	�� �	��� �� ������ �����
� ����� ����� �� ����� ����	� ��������# : ����	
	�	� ����	�� 	�� �����
������	�� �� 	�� ����	
	�	� ��������� 	��� ��������� � ���� �� ���	�� ���
����� ������� �	������ 	�� ������� ���� ��	��# $	� ��"����� ��	
 	� �
����
�� ��� ����� � ����	� ��������� ���	���	��� 6���� ������ �89� � ���� ������
�	�� ���!����� ����� 	�� ���	 ��	��� 6���� ������ <59# 4��� ��������� 	�
�
�� ��������� 	�� ����� ��	�� ������ �� ��� ���	��� 	� ���� ����� �"N ��
�
�����
	��� �� ����� ��� �"N �	���� ���� 	�� ����� ������ �� 	� �����
# +�	 	��
������� �� "���� ��� 	� ��	����
 
���� �����" 	�� Gauss � 6���� ������
5F9� ��������� �� �!�	������ �	�� ������ ��
	�	�#

����5� "8-8� 1�� �	 � � �������� ����	 ���� ������� � ������� ��	 � �&����
�� ��	���� ��� � � � 3	 ����� � �����&��	���� �� ������ �� ���� "���	 (��	
���
���� ������������� $� "����
� �� �� 6���������!	� (�" �� �*�

�* (��������	 "���� ��� � ��	���� &� � ������%� ��� ) �6��� ��� �  ��� ��	�
���� �� � ���� &� � ������%� ������ ���������*� ���� � � � � � ��	 � ) ����	 ���
��	���� �� � �	 !��� �� @� 6�� �� ����	 & � ������% �� �� �� � ��������� ��
���������	����� ���� �� ��	����� &� ��� ) � ����	 � ) �� *

�* (��������� �&� � ������% �� � � ) �� � 6��� ��� �  ��� ��	���� �� �
���� &� � ������%� ������ ���������*� ���� ) ����	 ��	���� �� � ��	 �� ����	 & =
������% �� �� ���� = ����	 �����	�� ���<� ) ��	 � � ��	 �	 !���� �� � �



5< 	�
����� � ����	�� 	�� ������	�� ���������
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�� � ���� �� ������� � ��	 = ������ ���������*
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� �� �����&��	����� ������� #

�* �� �� )� �� ���� � ) ����	 �	 !��� �� �&�����
�* �� �� �� � )�� ���� � �� = ����	 �	 !��� ���<� ���
�* �� �� ��
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�* '� &��	�� ��	���� � �� �& �&���	�%� �����%� �� �� 	����	 �� )�
�* '� &��	�� ) �� � �� �& �&���	�% �����% �������	 �� ��<	 �� &��	��� )

&� � �� ���&������&� �����%��
�* �� � � ���	 � ��	� �&���	�% �����% �� ��	 � �� ������& �����% �� � ����	

��	 ��% �&���	�%�
1��� ��	������ ������� �����	 �����&��� ,�����$�� � �� ��	�����
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$@2A/2# 2 ������ �� 
�� 	� �	������ 	�� ����� � � � � ��� ### ����� ��� ��	
�
��������� �������	
� U 6&��	� =9

�� �
���� -������ ����� 	� ������
	��� ���� ��� 	� ���	���
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 �#5#7

B�C���	 "8-8/ - �� ������� ����	 ������	��������� ���� � ��	�� ��&����� ��	�
����� �������

+.2*%/L:# : �
���!� ����� ����� �
����� 	�� �����	� ���� ��	��� ��
�� ��� "����	�� ������
	���� ����� �����
	��� �� ���������� ��
	� ��	����
������� ��������� 	�� 	������ �	
��� �� ����� � ��	�#

: ���������� �� ������"�	�� �	� �
���� -������� ����� ����	 �� ��	���
?; Gauss

B�C���	 "8-82 1�� � ����	 ���� � �  ������� ��	  ����	 ���� ��	��� �����	���
'�� � � ����	 ������	��������� ���� � ��	�� ������ � � �� ������ �	 �����
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%�� ����� �� ���� 
	� ����� ���� � � 	����	��� ��
	�	�� 
��� ��� 	�� ������
��"�������� ��	������� ��� ����������� ��� 	�� ��������� � ����� ����� �!��
� ����� �����" 	�� ���������� �	� �	�������� ������	��� 	�� A������� � �� �
���� ����� 
	� *%? ����� ��"���� ���	� ����� ���� � U @������	�� �
���!� U : �
�
���!� ��� ����� �����	��� �������� 
��� ���� �� �����# 2 �
 ������ 	�
�� �����
�� ����� ��� ��	 �� ����� �� ��� � ��� ��	
 	� �" ����� ��� ������ ��� 	��
�������	�#

4����� ���	�!�� ����	� �������� ��	� �� ������� �� ����	 ����� ��� �����
�
 ���	���� �� ��� ����� ���	��� 	�� ������	�� � ���	 ���� ���� ����� ���	���
�� ��� 	�� ������	�� ���	 ��# �� ���	��� ��	
 ����� 	� �! �3 &��	� ������� 	�
���
���� ������ �	�� 
�� 	� �������; &��	� �� ��� �������� ��� ���
���� ��
�� ���� 	� �����	����	��� 	�� ����������� ��������� 	�� �����	���� ��������
��������� ������� �#�# .���� �� 	�� ����� *%? 	� ���� 	� ���
���� 	�� �������

�� ��� ���������

6�9 *%? �����	�� ��	� 6���� ������ D59

6�9 *%? ������ � ��	���	�� ���
	�	� 6���� ������ DF9

6�9 %/?+/ ����	
� �� ����� �� � � ��� ��� �� � 6���� ������ DF9
��� ���"��� ���� �� �� ����� �	�� ��������#

+� ����� �� ���	����  ������ �����	���� �� ����� �� ������� �������
�� ��� 	�	��� ���	���# T��� �� ������� �� �� ������ 
	� ��� ������ 	��	� ��
����	 �����3 2 �����
� ����� ��" � ��� ���	��	��� ���
�# �� -������ ��� ��
����� �������� 	�� ������� ����� ���������� ��� � ������ 	�� �����	�� �����
������ ��� # B����� 
��� ��	������ 3 +�"���� ��� ������ ��"������ ��� 	��
����� ���
	�	�� 
��� ���� �����"���� � ������ �� ����	�� �
 	�� �����

��	
 ��� 	� ����" �� ��	
�� ��� �� ������� ��� 	�	��� �������	�� � 	� ��������
�� “���� �����"����” ;

+� � ��� 	��� ���������� �	�� “����� ���
	�	�” ��� �" ����� �!� �
 	��
��� 	��� ���	 ��	� 
�� “���� �����"����”  “����� �����	��
” 	
	� *%? ������



�� �������� ����	�� FD

�� ����	 ����� 	��	�� ��� 	�� ���
	�	�� 	�� �����!��� ��� ����� �������
���	��# .��"���� ��� �� ������ �� �����	 ����� ��� 	�	��� ��	���,�� � ����
��������� 	� ������	��� �
 	�� �!���!� 	�� ��������� ��������� ��� 	�� ��
��	�����# %!����� ��� ���������� �	�� �	� ����� ������� ���� ��	�!� 	�� ���
����� �� ����� ���� � ��������� ������ 	� ����� �� ����� �����	��
 �����"��
���# (�� ��� 	�� �0� ������ � René Thom � “2 ������� ����
� 	�� �� ����� ���
����� 	
�� 	� ,������ ���� ��� ������	���� ����
� ����� 	� ### �� ���	�”#

�� �� ����� 	� �����	��� ������	��� ��� �� �� ���	 ��� ��"�����	�� ��	
�
����� ��� ��� ������ ��� 	��� �� �� ����	�� 
�� ������ ���	���
�� ��� 	��
����� ��� ���	����� �
���� ��
��� ��� ��� ������� ��	� ��� �� ���������
�	� ���� ��	 # -� ������� 
��� ����� ��
��� ��� 	� ���
���� ������� 	� ����
��� ����� 	�� �"��� ��� ��	 	�� ��� 	���� ��� �� ��	������� ������ ������
"������� ������������ ��� �� �� ����������� ������	���� �������#

�?	���:; "8.8�! 1�� �	 � � ����� ����	 ���� � �  ������� �� ��	���� �� ��
3��"���� �	� ���	���	�&

F��� � �� � ��

��� ���"��	 �� �� ���
F������ � ���� �	� � � ��

>������� ����&� ��	 ����  ��� ������� �� � � �������� ��	 &� �����	�& ���	���	�
�&

F��� � �� � �� 


L������ �
 	� A����� ��� ������ ��� �	� ��	� ��"����� 	�� ������� ��	��� 
	�
��	�!� ����������� ������ � ������ 	�� ��������� �� ����	� �����	�� ����	�

��# &�� ��������� ����� 	���� �����	���� �����	 ����

� � $ � $� � � $ � $� � � $� � $�


�� $� ����� �� ��	���� �����	����9� �� ����� ��	��	���� 	��

���� � ��� ���� � � � �� ���� �
�
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2�����	�� �� ��������� �����	 ���� �� ����������	�� �� 	� ������� Æ�
� Æ �� � Æ �� � Æ � � $ � $

� Æ �� � Æ � � $� � $

��� *%? �����	�� � � Æ �#
+� ����������� 	��� ������ ��� ��� 	�� ��	��	����� ����������� F��� ��� F���

���	������ 
	� �	�� 
�� ����	��� � �����������
� 	�� ������� 	� ���
����
�� �����	�� 	
	� ��� �5��� 	
	� �� �����	�� � ������� F���ÆF���� �� ��������� ��
 � )# +� ��������� ���
� 
	�  � ) ��� �� ���� ����� 	�� ������� �����	 ����

F��� Æ F��� � �� � ��

�Thom René ����	
���� ����� ������������ ��������� ���� ��������� �� ����!�� "����#�����
�� $�%�!� Cobordism ��� �������� �� �� &��&�!� Fields �� ��'(�
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F��� Æ F��� � F����

+�	 � 	�� 	����	��� ��
	�	� ������� �� 	�� ������������ �� �! �3 2 �����
�������
� ������ ����	��� �	�� ��	� �� ��	������ 	�� ������� Æ 	�� �����	 �
���� F���� F���# G�	� ��	
� 	�� 	�
� � �����������
� ��	
� ������	�� �� ��	�
����������# +
 ��	 	�� �	�� ����� ��� ��� ����� �� ��	���� 	� 
	� ��� ����
��	�� ��	�	�� �"�� #�# ��	� � ������� � Æ�� 	�� ������ �����	 ���� �����	��#
%���� ��� ��� ���!������ 	� 
	� � �����������
� ��	
� ��� ����� ��	���	��
��
�"�� #�# �	�� ������ �����	 ���� � ��� � Æ � ���� 	��

� Æ ���� � ��� ��� ��� � � $

� �� � Æ � ���� 	��
� Æ ���� � �� � �� ��� � � $

������ ��� ����� ����# �� "���
���� 	�� �� ��	���	��
	�	�� 	�� �������� ������
	 ���� ��� ��� ���!������ ��� ����� �������# $����� ��� ���� �� ��� ���!��
����� � �� ��	���	��
	�	� 	�� ��������� 	�� ������� ��
	� ����� ��	�������� 	��
�� ��	���	��
	�	�� 	�� ��������#
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��� 	�� ��������� ��� �����
0#
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	� � � �# 4�	� � 
��� ������ ����� �� � �
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: ����	��� ��	 ��� ������� 	�� �!����� G������ ������ ��� ��� ������ ���
������ 	��� �� 	�� -����� 	�� .������#

*������ ��� ������ ��� 	�� �������	� �� ���� 	�� ����� �� ��	��	����� �	�
�����	� ��������#
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6�9 +� �� � � - 	
	� �� � � �
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� � ���

6�9 &�� ���� � � - ������� ����� ���	� ��������� �� � � $� ��	�

� � ������ � ����#� � ��� � �#�



�� �������� ����	�� F8

6�9 +� �� � � $ 	
	� ������

����� � ��������

��� � �� � ���� � ����

���� � ��

G����	�� � �������	�� �� �����!�� 	� ������#
.���	������ 
	� 	� ������- � ������"���	�� 
�� �� ��������� �������� �����

	�� 	� �������� 	� ����� � � � $�� 	� ���� ��	� ����� 	�
� ����� 	�� �
�� 	��
�����	���� �������� 	�� ����� �� �� ����� �
�� ���������� �	������� ��� 	��
����� #� �� ����� �
�� ��	��	���� �� 	�� "��	��	�� ������ �

����5� "8.8"- 3��"���� &� ���	���	�& � � � � ���� � ��� ���	 ���
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 �����
 �	� ��	� ��"�����9

6�9 ��� � �� � ���� � ����

6�9 ����� � ��������

6�9 ���� � ��

6�9 ����� � �����
6�	9 ����� � ��� � � �� � � ���� )������ �� ����������� 	�� ������� 	�� ����

��� ���������	��� �����	�� 
	� ��	� ����� 	�
� � ���
�� ��� �������
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�� �� �����	���� �������#

+$G:$%/$
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1# 6�9 �� ���
���� ��� �����	����� 6��	������	�����9 ������� �� ��	�	�����
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� ������#
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� � �

�
� 
 �

�
����� �����	���
� ������#
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� �

�
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I# 6�9 B����������� 
	� �� � � � � �� ����� ���� �������
� �����
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�� �� � �
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	� � �������
� �� � � � �� ����	�� ����� � 	�� �# ?� ��������� 
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� � � � ��� �� � �� � � �� ����� ��������� ������� 	
	� ������� 	� �! �
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(i) � G ����� �����������

(ii) G��� �� � G��� �G���� �� � � � �

(iii) A� � #� � %� � ��� A# � �#A � %� #% � �%# � A� %A � �A% � #

(iv) +� �� � � � � � � �� � ���� � � �� � ��� 	
	� G��� �� � ��� � ��A � ��# � ��%

(v) +� �� � � � � � 	
	� 	� G���G��� �� ��� �	�� ���
�� 	�� G

(vi) +� ��� ��� ��� �� � $ 	
	�
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(vii) +� � � G�� �� ��� � �� � 	
	� ������ � � G�� ��� 	�	���� ��	� �� � �� � �#
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�	� � ��� � �� H � � 	�	���� ��	� � � �� ��� � � �H��

��� ��	� 
	� �� � �# ?� ��������� 
	� ��	� � � �Æ � H�� ��	� � � �Æ � �H�#
&��	� �������� 
	� � ������ ���� ���������� 
����#

8# ?� ������������� 
��� �� ��� ������� �� ����� �����	��� �	������ ���
������ �� � ��#

��� �����
���� ���	��
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 ����������� 	�� ���	�!� 	�� �������� 	�� .������# )���� ��	 	� �	��� 
������ 	�� .�
������ +"������� C����	
 &��
���� ��� &��
���� .������# %!�	��
���� 	�� ����	������ ��	�� 	�� �������� ��� �����	����� ����	�� ����
	�	�� ��
	�� ���������
 ������
 	�� �����	���� ���������� ��������� �#�#� 
���
������ ��� ������ ���"����� ������ �	� ���
���� ������#

$	� ��"����� ��	
 �� �!�	������ 	�� ����	
	�	� �� ������ ������ ������ �����
���� ��	�!� ������#

2 �����
� �����
� 	�� ��"������ ����� � �
�����#
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#	��9�:�	 "808"

-������� 	�� �� � �����
� �

�
� �

�� �

�
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+� ������ ��	��	��"�� � �

�
� �
� Æ

�
�� ����� 6.����� 3 *%? �����9� �� �������

� �
� Æ

��
� �

�� �

�
�

�
� �
� �

�
: ��
	�	� ��	 	�� ������� ��	�"����	�� �� ��� ���	��� 	������� �!������� ��
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������ ����� �� ������� �	� A������ �
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�#

#	��9�:�	 "808(

-������� 	�� �����

� �

�
� �	
� 	

�
��� �� �!�	������� 
�� ������ ��� �	� ���������� ���������� �� ���� ��	��
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2� ������ ��	����� ���"�	����� �������� ��	 ��	� �� �"����� 	�� ������
	�� ��	��	��"�� �����#
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+.2*%/L:# 4�	� 
	� � ���� ������ ��� ��� ����� ��� ��	��	��"�� 	��# �
	�
������� ��

�� � �� � �� � �� � �
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� � �� � ����� � ����� � �� � �


2 �������
� ��	
� ��	��	��"�� 	�� �� �"
��� ������� ���������	�� ���#
4��� ������ �� ���� ��	��	��"� �������	�� +�	��	��,���� (invertible)  )��

/������ (non-singular)� ��� ���� ������ �� ��� ���� ��	��	��"� �������	�� )��
+�	��	��,���� (non-invertible)  /������ (singular)
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�?	���:; "8080 1�� ��� ������� �� � ��	 ��� �	 �� � � � '�� �	 ��� ����	
	�	 "�����

+.2*%/L:# 4�	� 
	� � � ���� ��	��	��"�# �
	� ������� � ����� ������� � ��
�� � � ��� � � �� �� ��	����	�� �	�� �
����# 2����� �����
���	� ��� ��� 	�� �#

�?	���:; "808/ 1�� ��� ����	 � �  ������� ��	 � � ����	 ��	���E	���� '��
�� ���	 ���	��� ���� ������� � ��	�� ��� �� �� � � �

+.2*%/L:# 4�	� 
	� ������ ���� 	�	���� �# �
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������ ��� � ����
������� � ���� � �
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� � �����


: ������ �"����� ��	��	����� ��	� ����� 	�
� �	�� ���� �!������� ��	��
������� �	��� �����	����� ��������#

+��������	�� ��� ���� ��� "���� ����� �� �������	�� �
 	�� �� ������
������ ���������� ������ �������� ��� �	��� ������ �������� �� ����	��
 ����	�#
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$@2A/2# 2 ��	��	��"�� ��
� ����� ����� 	� ��	��	���� 	�� ��	���	�� ������
���"����� �� 	�� ��!��� ������������ ��� �
�����# 2� ������� ������� �����

���� � ���� � �
� � ���� � ���� � � � �

$	�� �����������
� �� ������ ��� ����� ��	���	��
� ���	���	�� ��� �� ���
��
	�	��� ��� �	�� �
����� ����� � ���#

2 �����	� �����
�� ����	���� �	� ����	��� 	�� ������ 	�� ��	��	��"�� ��
����#
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�
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�� ������ ������� �	�� �� � � � � �� �� ����� �	��# '�� ��� ������ ����	��
�
� ��	��	��"��#

�� �����	� -������ ����"������ 	� 	���#

B�C���	 "808�( 1�� �	 � ����	 ���� � � �������� � ����	 ���� ��	����� ����
���!�� �� � ��	 � ����	 ���� ��<	�� ������!�� �� ��

6�* '�� 	����	 ��	 � � � �
6�* 1�� 0 ����	 ���� ��	����� % ��<	�� ������!�� �� �� '�� 0 � � � � ��	

	����	 �0 � �� ��	 0� � ���

+.2*%/L:# 6�9 %��� ������ �� � �� ��� �� � �� ��	�� 
	� �� ������ �� �
����� � �  ������# .����	��� ������ � � ��� � ���� � � ����� � ��� � � #
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� ��	��	��"�� 	�� �# 62����� �!�	���	�� ��� �
���	��� 	�� ��!��� ��	��	��"��9# G�	� 	� 6�9 ������ 0 � � � �
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����5� "808�- 1�� � ����	 ���� � � � ������� ��	�� ��� �� ���	 ������� �
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�	��� 	���� 	��� $)&#
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 � ���#

6�9 $�����	�� ����� �
 	� 6�9#
6�9 4�	� 
	� ������  9 � ��� ������ ��� ���� B ��  � � � B � � ������ �� � �#
+"��  9 � ������ � �����	�� �����# G�	� 	� 6�9� ���� 	�� ����� � ����� ������

�� ��� ���"���	�� ����# '�� �"�� 	� � ��� 	�� ����	�� 	���� 	�� ����� ����� 
��
	� � ��� 	�� �	������� 	�� �� ��	�� 
	� 	�������	�� 	
��� ����� ��� �� ������ 	��
���	 ��	��


#

6�9 4�	� 
	�  � �# �
	� ��� ������� �����	�� ����� � 
 
 
 � ��� #
'�� �� ���� 	� 6�9 ������ ������� ��� ����� 	�� �� � ��� 
 
 
 � �� � ��#
4�	� 	��� 
	� 	� ���	��� ���� ������� ��� ����# )� ���� 	� 6�9 �� ���� ��

������ �� � � ��� ���� B ��  � � � B � �# 2
	� �� ���� 	� 6�9 �������	�� ��
������  9 �� ��
	� �	�� ���	��� ��	 	� � ��� 	�� ������ 	�� ���	 ��	�� �����
	�������	�� 
�� 	� � ��� 	�� �	������� 	�� �#

'�� � �
�� ����	
	�	� �� ������� �����  � �#
6�9 4�	� 
	� 	� ���	��� ���� � ��� ������ � �# �
	� ��	� 	� 6�9 ������ �� � �

��� ���� B ��  � � � B � � ����� ��	� 	� 6�9 �� ������  9 �# $��������	�� ��	�
�� 	� 6�9 ��������� 
	� 	� � ��� 	�� ������ ����� 	�������	�� 
�� 	� � ��� 	��
�	������� 	�� �#

#5���	 "8282 1�� ��� �������� ���&��  �<	������ ��	 �  ������� ��  9 ��
'�� � ���&�� ���� ��� &� ��	����& �&���	�% ���&� ���	 ��	  ���� �& ��	����
��� ����	��

+.2*%/L:# @������������ 	� ���������
 	�� ������ -��� ��	��#
$	�� ���	�� ��� �� �	������ 
��� 	�� ������� ���	 ��	�� ����� � � �
	� �

�	 �� 	�� �	������ 
���

� ��� �

�����
�
�
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�
	� ��� � � ����� � �	 �� � � ��
	� � � ����	�� �
 	�� �	 �� 	�� ������� ���	 �
��	�� ���� ���� ���������� ��������!���� ��� ����	�� �� �����������

�
 	� ����	���� 	�� ����� � �	 ��� � �� ����� ���
���� �	��������� ������#
�� ���
���� ��	
 ����� � #

+�  ����� ������ 	�� ����������� -��� ��	��� �������	���  � � ��� �"��
��	��� 
	�  9 �� ��	��  9 �� ��� �
�� 	�� 6�9 	�� ����������� -��� ��	���
������� 	�������	�� 	
��� ������ 
�� 	� � ��� 	�� �	������� 	�� �#

$@2A/2# )� 	� ������ ������ �	���� 	�� ��	� �	
�� 	�� ������� ��	��#
A����� ������	��� ��� �������
 ���	��� ��� �������� ���� ����" ��	 ��	�#
%������� �	�� ����� ��	 � �!� � ������ 	�� ������� ��� ����� 	����� �
�����" Gauss# 2 Gauss (Carl Friedrich (1777-1855) � �!� � ������	����
������	��
� 	�� ��� � 	��� ��� ����� �����
 �� ������� ������ 
	� � �����" 
Gauss� ��� ���� �� 	��  �� ��� �
 70 ��	�� �� 	�� ��������# %�	��	��� �
������"��� 	�� ��	 � ����� ������ �� 	�� ���� ����� ����	
 �� ��� �����
	��
�� �
��� �N 
	� 
��� �� �
����� U : ���� 	�� +����" � Gauss ������� ���� ��
������# �� ����� 	�� ������ 	� ���� ������� ������	�� ���� �	� ��
��� 	�� ����
��������� ����� ��	
 �� ���������� �	� A����� ��� ��� ��� �������	�� )������
	�� +����" � 	�� )�	����	�� # +� ����� ��� ��
 ���������# +� �!�	������ 	�
��������� 	�� ���	 ��	��

��� �� � � � �

��� �� � � � �
��� 	� � �� � �	

��� �� 	� �������� ������� 	�� ��	� �!����� �� ��� �

� � ��� �� � ��&�

	�� 	�� ��	 	�� � 	�� ��	������	���� �	�� ����� ��� �!�������

�
�� �� � �

�
� �� � � � �

�
�� �� � �

�
� 	� � �� � �	

�"�� ������� 	�� ��!��� ���������� �� ��� ���	��� �� � � � � � �����	���
6����� � ��� ���
	���9

���� � �� � �
� � 
� � �
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�� ��� �� ���� �����	�� 	�� ��	� �
 	��
���� �!�������� �� ��� �� ������

� �
�� ��
���

�� ��
��� � 
� � �



85 	�
����� � ����	�� 	�� ������	�� ���������

��� � 	����	��� �!����� �� ���� �� � � � �����	�� ��	� 	�� ��!���� ����	��

��� � 
	 ��� � � �
	
�
�

��# ��#
4��� �������	�� �� ������	�� �	�� ������� 	�� G��	����� (René Descartes,

1596-1650)� ��� ���� 	�� 	��� “�� ��"����	��”� ��� ������ �� ����� �� ����� ���
�	 ���� ����� ���� ��	� ����� 	�
� ����������� �� ������ 
	� ���� �� �� ���
�	�� �������� ��	 � ���� ���	� 	� �! � ���	���3 �� ����"��� ����� �����
	��
��� � +����" Gauss �� ����� �� 	�� �� ��� ������� )����� +����" � 	��
)�	����	��;) �� ��� )������ +����" � 	��)�	����	�� ��� ������ �	�� �����
��	�� ���� ��
� ���	 ��	�� &�������� �!�������; �� ���	��� ��	
 ����� ���
�����
 ���	��� ��� ���� ������ ����� � ��	���	�����# G�	� ����� � ������	��
� ���� ��� �	�� )����� 	�� +����" � 	�� )�	����	�� ��� �	�� +����" Gauss
����� � ����# -� ������� ���� ������ �� ����� 	�� �����	�����
 
	� � +����" 
Gauss ����� ��� ����	���� ��� �����	�� 	�!��
���� 	�� ����� 	�� )��
��� 	��
+����" � )�	����	��# 4	�� �	������� �� ��� ����	��� �	� ����# +� ����� ���
�
 	�� ������ ��	����� �� �����!���#

#5���	 "828! 1�� ��� �������� ���&��  �<	������ ��	 �  ������� ��  9 ��
'�� � ���&�� ���� ��� &� ��	����& �&���	�% ���&� ���	 ��	  ���� �& ��	����
��� ����	��

�� 
����� ��	
 ���"���	�� �� ������ ��������� ���	���	�� ��� ��� ���"����
	�� ������ �	�� ��"����� 	�� ��	� ������� ��	� ��������!��� ��	� 	��	� �


�� ��	�# %���� ��� ��� ��
 ���	���� �� ����	�� ��� "���������� ����� ��
!���� ������ 	��	� ��� ������ ��� ��������!���# .�������	�� ���
� �� ����
	 ����� �	� ������ ���	���� �� ���	���� � ����	
� �!����� � �������	���
�� ������� 	� �! � ���	���3 )���� �� ��������� 	� ������ 
������ �� ���
������ 	� ������ 	�� �����" � 	�� ��	����	��; ?�������� 
	� ��  	�� ��� ��
�������� ��� ���� ��� �����	��� �� �������� ������ 	�� ��"����� 	�� ������	���
���� ��� �� ���	����� ���� 	��������� ��� ���	��� ��� �
���!�� �� ��� ����
�	�� ������� 	�� 	�� ������ 	�� ������ ��� 	�� ��������!���#

%������� 
	� �� 	�� ������ "��	��	��
 ������� ���������� 	�� �������	�
�� ����� ��� ��	
� 	�� ����� 	�� ���,���#

$��������	�� ��� "�����"���� 	��� ���
���� �	� 
�� ������ ����� 	����
������� �� ����������� 
	� �
 	�� ����	� ������ ��������
 	�� ������ ��
������ ���	�!��� �
�� ��� ��� ����
 ����� ���� ��!�� ������	��
 �
�� �	�� ���
��	� 	�� &�������� $��	���	��# M�	��� ���� ����� �
 	�� �������	� �����
	� ��"����� 	�� &�������� $����	 ���� ��� ���� �� ��� ��� �!�����
	��� ��������
	�� ���������� ��	��#

+� ����� 	��� ��� ��������� ���� ���"���	���� 	���# %!�	������ ��� ���
�	��� �� ��	
� �
 	��� �����	���� ������ ��� �����	����#

#	��9�:�	 "828�4
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?� �!�	����� ��� ���� 	���� 	�� �� 	� ���	��� ��	
 ���� ������ �	� �#
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.��"���� ��	
 ���� ���� 	
	� ��� �
�� 	
	� �� � � ��
$@2A/2# �� ������ ��������� ��� ������ �� ��������� ���,���3 �� �� ���

�
	�� �� � ���� ����� �����	���; K����	�� 
	� ������ �� ����
����� 	� ����
��	�# +� ���"	���� ��� ��������� 	� ���	���3

.��� ����� ���� �� ������� 	�� �����	���� �� �� ��	� 	� ���	���

���� ����� �� � ��� � �

��� � ����� �� � ��� � �

�
� � �� � �� � ��� � ��� � ��� � �



8F 	�
����� � ����	�� 	�� ������	�� ���������

���� �� 	�	������� ����;
T��� �� ������� �� 	� ��	���	�������� ���� 	� �� ����� �� �� �����	���

���������	�� �� ��� ��������� 	�
���� #�# �����	 ���� ���� ������ ����� �#�#;
%!����� �
 ��� ���� �	�� � �
 	�� ����	���� 	�� �������� 	�� &���������

A������� ������ 	�� ������� 
	� ��	� �����3 ���� 	���! 4��� 	��� ��� 	��

� �
� ���� � 	��

��

�� ����� 	�� ����� ��������� �N �������  ��
�� ���� 	��� ��� 	��

� �
��Æ � ���

�Æ � ��
� � �

��� � ���

�Æ � ��

�� ����� 	�� ������ 	�� ���	 ��	��

�� � �� � �

�� � Æ� � � 


.�����	� ��� ����� ���� 	���� ��	
� �� �������� ����	��� 	�� ���	�� ���
�	� ���	 ��	�� ��� �	�� ���� 	��� ��� �� ��������� �� ������� ����� � �����
�� ��������� 	� �����	�� �	� ��"����� 	�� 2��������#

+$G:$%/$

7# ?� ������� ������ ��� ��������� ���� ��� �� ���� �� ��������� 	� ��
��	� 	� ���	���

��� � � ��� � �
��� �� � �� � �

�� � � � � 

�� ���� ����� � ��� ������#

�# &�� ���� 	���� 	�� )� 	� ���	���

)�� � �)� � � � �
)� � � � � � �

�� � �� � � � 	
���� ������� ��� ����;

1# 4�	� � ��	��� �������� � �# -������� 	� �������� ���	���
��� �� � �
��� ��� �� � �

��� ��� �� � �
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?� ��������� 
	� �� ������ 	�� ���	 ��	�� �����	�� �
 	��� 	����

�� �

���
� �� ) � � �  "����
� ��� ) 9 �
�� �� ) � � � ��  "����
� ��� ) 9 �

��� �� ) � � � ��  "����
� ��� ) 9 �

��� �� � �����#
6B.2*%/L:# .������� 	�� %���� 	�� G�� � *��	�!�� �� ��� )9

�� ���������������
��
��� ���	�

$	�� ��
	�	� ��	 � �	����
����� �	�� ��� 	����	���� ��
	�	��� �� ���	�!���� ����
	�
� ���������� 	�� ��	��	��"�� ������ 6"������ �"
��� ��	
� ������9#

2 ������� 	�� ��	��	�
"�� ����� ��
�� �	�� ��
	�	� �#F� ������ I0#
+
 	�� �����
 ����	�� ��� ���� ��"�� � 	�
�� ������	���� ����������

	�� ��	��	��"�� ������ �����	� ����������� ���� ��� ������������ ��������
��	�#

$	�� ��
	�	� ��	 � �� ���� 	� �������� �� ����� ���	����� �� �����������
�	�� ��	��
��� 	�� ��	��	��"�� ����� ��� 	�� ��������� 	�� ��� ��	
 �� ��	���
,��� ��	�!� ������ 	�� ���	�!� ���� �� ��	������	�� � ���
��� ������	����
���������� 	�� ��	��	��"�� �����#

�� ���	���
 ������� 	�� ��
	�	�� ����� 	� �����	�

B�C���	 "8!8� 1�� � ����	 ���� � � � �������� 3	 ����� � 	����	���� ����	
	��������	

6�9 3 � ����	 ��	���E	����
6�9 '� �������� ���&�� � �<	������ �� � ��������

�� � �

���	 ���� &� ��	����& ���&�
6�9 1�� � ������� ������F��������� ���� �� �� '�� @ � ����	 ������	�����

����� ���� �� ���
6�9 3 � ����	 �	������ ��	��	���� �	� ����

+.2*%/L:# G�	N ����� �� �����!���� 
	� �
 	� 6�9 ��	�� 	� 6�9#
4�	� 
	� � � ����� ��	��	��,����# -������� 	� �������� ���	���

�� � �

��	
 ������ �	��
������� � ����

���
� � �



8< 	�
����� � ����	�� 	�� ������	�� ���������

��� �
�� � 	�	������� ���� ������#
$	�� �������� �� �����!���� 
	� �
 	� 6�9 ��	�� 	� 6�9#

+
 	� -������ �#<#I� ������ <8� ��	�� 
	� �� 	� �������� ���	��� ���� �������
��� ����� 	
	� � + ����� ���������������� ��� 	�� ��# : ��	������ �������� 
��	�� �� 	�� 
	� � ����� ; ���������������� > ����� ����� �����������#

$	� �������� �� �����!���� 
	� �
 	� 6�9 ��	�� 	� 6�9#
4�	� 
	� � � ����� ������E��������� �� 	�� ��#

(�� ������ �	�� ��
	�	� �#I ������� �	���������� ������ ��� 
 
 
 � ��� �	��
��	�

� � ���� 
 
 
 ����

� ���� 
 
 
 
 
 
 ��

��� � � ����� ���
���� ��	��	��,��� ������� ���� 
�� ������ �	�� ��
	�	��#F
	� ���
���� ��	
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 ��� ��� ���	 ��� 	� �������
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� =�� �	 ������� �� 
 ����	 ��� ������ ����&���� �� �������� ��
���
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 =�� �	 �������
�� 
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 	� ��
����� �������� 	�� �� ��� ����� �������� �!���

	�����# &� ��	� �� ����� �������� �!��	����� �� ������ ��� �	������ �� ��
����� �������
� ��������
� 	�� �������#

��� ��� � � ��� � � ����
���� ��� � �� � � �� � � ��� � � � 	���
����� ��� ��� 	�� � ��� 	� � � 
�� � ��� �� ��� ��� � ����

1# ?� ������� 
	� 	� �	������ ���� � ���� /��� � ��� 1��� � � 	�� ��������	����
����� 	�� �����	���� �����	 ���� ���� �����	�� � ��	����	 �� ������
����� �������� ���!��	�	�#

5# 4�	� H�� H�� H� �������� ���!��	�	� �	������ ��
� ��������	���� ����� ��
	�� �# ?� ������� 
	� 	� �	������

H� � H�� H� � H�� H� � �H� � H� 	�� � ����� �������� ���!��	�	�#

D# ��� ?� ������� 
	� 	� �	������ �� � �� ���� ��� �� �� 	�� �����	���� ��������	��
��� ����� � � ����� �������� ���!��	�	�#

���� ?� ������� 
	� 	� �	������ �� � �� ���� ��� �� �� 	�� ��������� ��������	����
����� � � ����� �������� �!��	�����#
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F# ?� ������� 
	� �� � � � ��� � �� � 	
	� 	� ��� ����� ��� ���� 	�� �


I# *���	�� 	� ������ � � ����� ��� ���� ��� ��� ���� ��� �� ���� �� � � �� # *��!	� 
	� 	� C
����� ��� ���� 	�� �� �� ��� �
�� �� ������ �� �


<# ?� ���!�	� 
	� 	� ��
����� �������� 	�� ���� ����� �
����� 	�� ���� ��� ��
����	� ��� ���� 	���3

��� �� � �� � ���� � � ��������� �
���� �� � �� � ���� � � �����	���
� �
����� �� � �� � ���� � ��� � ��� � ����

8# ?� ������ ��� ���� 	�� ����� 	�� ������ 	�� ��������� ��������� ���	 �
��	�� �� �����	����� ���	����	��3
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��� � ��� � �� � ��� � ��
 � �
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77# 4�	� ���� ��� 	 	 	 � ��� ��� �������� 	�� ���� ��� ��	� 
	� ������

� � ���� �� � �� ����� ��� ��� � ��� � 	 	 	 � ��� � �����
 ?� ������� 
	� 	�
������ ���� ��� 	 	 	 � ��� ��� ����� ��� ���� 	�� ���� 
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71# 4�	� � ���� ��������	��
� ����� �� 	�� � ��� C ��� �������� 	�� � # ?�

������� 
	� 	� �����	� ����� ���������3

��� �� ������ C ����� ��� ���� 	�� � #

���� G��� �	������ 	�� � ���"�	�� �� �������
 	�
� �� �������
� �������
��
� �	������� 	�� C#
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75# 4�	� � ���� ��������	��
� ����� �� 	�� > ��� ��� ��� �������� 	�� � ��
� � �#

?� �������

��� +� 	� � ����� �������� ���!��	�	�� 	
	� ��� 	� � ����� �������� ���!���
	�	�#

���� +� 	� � ����� �������� �!��	������ 	
	� ��� 	� � ����� �������� �!��	��
����#

��� ���������������	��
��
��

�� ��
����� ������� ����� ��� ���	���
 ������� 	�� &������ � '�������#
+N ��	
 ��	�� 
	�� ���� ��������	��
� ����� ��������� ����
����� ����

��� ����# %������ �N ��	
 ��	�� 
	� �� ���� ��������	��
� ����� ���� ���
��������� ���� �� � �	������� 	
	� ��� ���� ���� ���� 	�� ����� ���������
��� ���� � �	������#

B�C���	 (8.8� 1�� � ���� �	������	��� ����� ��� �� � ��	 ��  !��	��� ��	��
���� �� � �����	� ���< �&� ��	���� �� � ��%���� �� ��� ������� �� � ���
��� ���	 ���  ��	����� �� � � 
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  �	������# %��� 	� �� �����
�������� ���!��	�	� ��	�� 
	� �� �� � � ��� � �� �� � ������  � �


B���	���� 	��� 
	� � 7 � ��� 
	� 	� ������� ������ ��� ���� �������� ���!���
	�	� � � � �	������ 	�� � #
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�� � )���� � )���� � 	 	 	� )����
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�� � )���� � )���� � 	 	 	� )����


�� )�� � �� � � � � �� � � � � #
*���������� 	��� 	�� �! � ���	�����3

79 )�� � �� � � � � � �
 +
 	�� ������ ������� ��	�� 
	� �� G ����� � �
�����
	�� � �� �����	�� �
 	� ��� ��� 	 	 	 � ����� % � ���� ��� 	 	 	 � ������ 	
	� �� �
%� � � � � �
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�88� �� � �� � �)��&)������ � � � � � � �
-� �����!���� 
	� 	� ��� ��� 	 	 	 � ���� ����� �������� ���!��	�	�# &�� 	� ���
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K� � K� � 	 	 	 � K��� � ��# '�� 	� ��� ��� 	 	 	 � ���� ����� �������� ���!��	�	�#
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 	�� �8� ��� �
 	�� �88� ������3
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 	� -������ D#7#F ������ 
	�

�� Æ / � ��� ��� � �� � ��� ����/ � ��� ��� � ���� � ��

�/ Æ � � ��� ��� � �/ � ��� ����� � ��� ��� � ���� � ��

+
 	�� ��
	�	� �� Æ / � ��� ��� � �� �������	�� 
	� �� Æ /����� � ��� � � � � �# *���� 
�� Æ /����� � �� � �* ����� � � � � �# $����� ������ 
	� � Æ / � �* #
+������ �
 	�� �/ Æ � � ��� ��� � �� ��	�� 
	� / Æ � � � #
'�� � / ����� � ��	��	��"� 	�� � # $����� � � ����� ������"���
�#

#	�	�;���� .8�8�" ��� &� �����	<& �� >���%���� ;�)�)) ����	 �	 �� & �
����	 	�����!	����� �� � ������� &� � �� ���� ���� ��	���% � ���� ����	 ��	�
���E	����

#5���	 .8�8�( 1��� ������	��� ������� ����	 ��	���E	��� �� ��	 ���� �� ���
��	 ������� ���� 	�����!	�����

��59�@�8 4�	� � � > ���� ��� ��	� 
	� � � ����� � ������ ��
� ������"�����
� � � � � �� ��� ����� ����� ������ 	�� ��� # �
	� �
 	� -������ D#7#70
��	�� 
	� � � ����� ��	��	��,����#
4�	� 	��� 
	� � � � > ��� ����� ��	��	��,����#
4�	� ��� ��� ��������	���� ����� �� 	�� > ����	���� � ��� ��	� �� � ���� 
 
 
 � ���
��� ���	�	������ ���� 	�� � ��� �� � ���� 
 
 
 � ��� ��� ���	�	������ ���� 	�� � #
+
 	�� .�
	��� D#7#< ������ 
	� ������ ��� ������� ����
���� � � � �� ��
� � ��� ��� � �# %��� � � ����� ��	��	��,���� �
 	� -������ D#7#77 ��	�� 
	� � �
����� ������"���
�# '�� � � ����� � ������ ��
� ������"�����#
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7# 4�	� � � �� � �� �� ���� ���� ��� � ��������� ��� � ���
(i) ?� ������ � ������ �� � ��� ���

(ii) +� �� � ���� ��� ��� ��� ��� �� � ���� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� �� ������ � ������
�� � ��� ���#

�# 4�	� � � �� � �� �� ���� ��� ���� ���� � ��� 
�� � �� � ��� ����

(i) ?� ������ � ������ �� � ��� ���#

(ii) +� �� � ������� ��� ��� ������� ��� �� ��� �� ������ � ������ �� � ��� ���#
1# 4�	� 
	� � / � �� � �� ����� ��� ������� ����
���� �� /��� �� �� � ��� �� ���

/��� �� �� � ���� �� ��� /��� �� �� � ���������# ?� ������ � ������ �/ � ��� ��� ���
�/� � ��� ���#

5# 4�	� � � �� ��� � �� ��� �� 6��� � 6���� ��� ��	� �� ���	�	������� ������ 	��
�� ���� �� � ��� �� �

�� ��� �� � ��� ��� 	�� � ��# ?� ������ � �� � ��� ��� ��� �� � � ��� ���#
D# 4�	� �� �� / � �� � �� �� ����	���� �	�� ��� ���� � ��� 1 ��	��	����# ?�

������� �� ������ ��� � �/ � ��� ���� �� Æ / � ��� ��� ��� �� Æ / � ��� ���#
F# (i) 4�	� � ���� ��������	��
� ����� �� 	�� > ����	����  ��� �� � ���� 
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	� �� ������� 
	� �� � ��� ��� � �� � > ���#

(ii) ?� ������� ���	�	������� ������ ��� �� 	�� �� ��
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�� � � �
� � �
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(i) ?� ������� 
	� � � ����� ������� #
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� �
� �
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��� ���	�	������ ���� 	�� ���� � �� ������ � ������ �/ � ��� ���#

<# 4�	� � � �� ���� �� ��� ��

�� � ���� ���
� � ���

� � �� � ��� � �� � ���� � ��� � ����
�

(i) �� ������� 
	� � � ����� ������� 

(ii) �� ������� 
	� 	� �� � ��� �� � � ��� �� � ��� ����� ��� ���� 	�� �� ���

(iii) �� �� � ��� �� ��� ��� ��� �� � ������ �� ����� ������ 	
	� �� ������� �� ������

�� � ��� ���� � � ��� ���� �� � ��� ���� �� � � ��� ���� �� � � ��� ���
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8# 4�	� �� ���	�	������� ������ 	�� �� ���

�� � �� � ��� �� �� ��� �� � ���� �� � ��� �� ��� ���


(i) 4�	� � ������� ����
����

� � �� ���� �� ��� �� �� � ��� ��� �

����
� � � �
� �� � �
� � � �
� � � ��
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?� ���������� 	� ���� ��� ����#
(ii) 4�	� � ������� ����
����

/ � �� ���� �� ��� �� �/ � ��� ��� �

����
� � �� �
� � � �
� �� � �
� �  ��

���� 


?� ���������� 	� /�� � �� ��� � ���#

70# (i) 4�	� ��� � > ���# ?� ������� 
	� ���� � �� � ��#

(ii) 4�	� � � > ��� ��� � � > ���# ?� ������� 
	� ��� � �� Æ ��#

77# 4�	� � � > ���# ?� ������� 
	� 	� �����	� ����� ���������

(i) � � ����� ��	��	��,����

(ii) !"# �� � �

(iii) �5�� � > ���#

7�# 4�	� � �

����
� �� � �

�� � � 
� �� � �
� � � �

���� � ���� #

(i) ?� ������ � ���� �5��

(ii) ?� �!�	����� �� � � ����� ��	��	��,����#

71# +� ��� � > ��� ��	��	��,���� 	
	� �� ������� 
	� ��� � �� � > ��� ����� ��	��
�	��,����#

6B
�# ���� � �A� �A� � �� ��� ��� � �� Æ ��#9
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���	����	�� 	�� � �� ��� 	� ���	�	������ ���� �� �� 	��� ���	����	�� 	�� � ��
��� 	� ���	�	������ ���� ��#

-������� 	�� ����� � � �� � ��� ��� � > ���# �
	� ������ �� ������ � �����
#
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����5� .8"8� 1�� � �	������	��� ����� ��� �� > �	 ���&�  ��	 ��� �� ���
�	��������� � ��	� �� � �

3 ������� �� � ��� ��� � > ��� �����	 � ������� �����%� � �&� ��� &� �� �& ���

2 ������ � � �� � ��� ��� ����� ��	��	��,����� �� ������ ������"����� ��� �
��	��	��"�� 	�� ����� � ������ �� � ��� ���#
*���� � ��� � �� � ��� ����� � �� � ��� ���#
%���� "����
 
	� ����
 � ��������#
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)&��%�& �� � � �����
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+� 1�� �� � ���� 
 
 
 � ��� �	� �	�������& � �& �� > ��� ��	 �A & �����	�% � �&
�� > ��� �� & !��	�% �	 �<&�
'��  ���� �������� �	 ��! ��� � ��� �A� � � ���� � � ��� 
 
 
 ����
�&���% & ���%�& �� � ����	 � ��� � � � � ��

$	�� ��
����� �
	��� ������� �� ���	����	�� ��� ������ �� �������
�	��� 	�� ���� ������� ����
���� �� ��� ���"���	�� ����� �����#

#�5�	�� .8"8( 1�� ��� ��� �	������	��� ����	 ��� �� > �� ���! � �  ��	
���! � � �� 1�� ��� � � � � � �	� �����	�% ���	���	�& ��	 ��� ��� ��� �	�����
����� � ��	� �� � � ��	 ��� �� � ��� �	��������� � ��	� �� � �
�� � � �� � ��� ��� ��	 � � �� � ���� �� �� ��

��* � ��� �� ����� � ���� ��� � �


��59�@�8 +
 	� -������ D#7#I ������ 
	�

��* � ��� �� ���� � ��� ����� � ���� ��� � ��* � ��� �� ���� Æ � � ���� ��� � ��* Æ �� Æ � � � ���� �� ��

+��� � Æ � � � ��� �* Æ � � � � ��� ��	�� 	� ��	������#

#	�	�;���� +� � � ��* � ��� �� �� ��� G � �� � ��
�� ��� 	
	� �� ������ � � > ��� ���

G � > ��� ����� ��	��	��,���� ��� � � ��G#

����5� .8"8- 1�� ��� � > ���� '�� � � �����	 	��������� ���� �� � �� �� ��
���� ��	���E	��	 �������� � � > ��� ��	 G � > ��� �� � � ��G�

#�5�	�� .8"8. . ������ ����& ����	 �	� ����& 	���������� �� ������ > ���

��59�@�8 -� ���� �� ���!���� 
	�3

(i) +� � � > ��� 	
	� � � ����� ���������� ��� 	�� �#
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(ii) +� ��� � > ��� ��� � � ����� ���������� ��� 	�� � 	
	� ��� � � ����� ������
����� ��� 	�� �#

(iii) +� ����� � > ��� ��� � � ����� ���������� ��� 	�� � ��� � � ����� ����������
��� 	�� � 	
	� � � ����� ���������� ��� 	�� �#

.�����	�3
�� (i) ��	�� �
 	� 
	� � � �����#
&�� 	� (ii)� ��	� 
	� � � ��G �� ��G ��	��	��,����� ������# �
	� � � ����G���
��� � � ����� ���������� ��� 	�� �#
&�� 	� (iii)� ��	� 
	� � � ��G ��� � � ��A 
�� ��G��� A ��	��	��,���� ������#
�
	� � � ���GA# +��� �� � GA ����� ��	��	��,���� 6*�� ���# 71 	�� D#79 ��� � �
����� ���������� ��� 	�� �#

#	�	�;���� +� ��� � > ���� ��� � ���� ����� ���������� ��� 	�� ���� 	
	� ��
���� 
	� �� ��� ����� ���������� ��� �� ���"���� � � �#

+
 	�� .�
	��� D#�#� ��	�� 
	� ��� ������ �� �������	��� 	�� ���� �����
��� ����
���� ����� ����������# $	�� �
���� �
	��� �� ���!���� 
	� ������
��� 	� ��	��	��"�#

#�5�	�� .8"80 1�� ��� � > ��� ��� 	��������	 �������� 1�� � ��	 � �	����
���	��� ����	 ��� �� > �	 ���&�  ��	 � �����	��� '�� �� ���	 �	� �����	�%
���	���	�& � � � � � ��	 �	��������� � ��	� ��� ��� �� � � ��	 ��� �� � �� � ��	��
��� �� � ��� ��� � � ��	 �� � ���� �� �� � ��

��59�@�8 %��� �� ��� ����� ���������� ������� ��	��	��,���� ������ � �
> ���� G � > ��� �� ��G � �# -������� 	��� ��� ���	�	������ ���� �� � ���� 
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 � ��� 	�� � #
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	��� D#7#< ��	�� 
	� ������ ��� ������� ����
���� � � � � � ��
�� � ��� ��� � �#
4�	� � � ��� ��� ��	� � ������� ����
���� ( � � � � �� � � (���� 
��
�(������ � ������#

�
	� �( � ��� ��� � � ��� ���� � � ����� ��	��	��,���� ��	�� 
	� � ( ����� �������
"���
�# '�� 	� �(����� 
 
 
 � (����� ����� ��� ���� 	�� � # 4�	� �� � � �(����� 
 
 
 � (�����#
�
	� ��* � �� �� ��� � � � ���# -������� 	��� 	� ������� ����
���� * � � � � ��
� � *��� 
�� �*�����
 � G����
# �
	� �* � ��� ��� � G ��� ���� � G ����� ��	��	��,��
��� � * ����� ������"���
�# '�� 	� �*����� 
 
 
 � *����� ����� ��� ���� 	�� � # 4�	�

��� � �*����� 
 
 
 � *�����# �
	� �� � ��
�� ��� � G# 4����� 
	� � � ��G � ��* � ��� �� ���� �

��� ����� � ��
�� ��� � �� � ���� �� ��#

���� �� ���!���� 
	� �� � � � � � ����� ��� ������� ����
���� 	
	� �������
������ 	�� � ��� � �� ��� 	�� ����� � ������ 	�� � ���� �� ���" #
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	� � ����	��� 	�� ������� 	�� > ��� �� ��
����	�� �
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�	� ���< �&���

��59�@�8 -������� 	� ������� ����
���� �� � > ��� � > ���# L������ 
	�
��� � �A� �A� � �#
�
 # �
 %��� � � ����� ��	��	��,���� �
 	� D#7#77 ��	�� 
	� � �� ����� �������
"���
�# '�� � �� ����� ��� ���# �5�� � �� � > ���� ��� ���! �� � �� ������
�=� � �#
�
 # �
 4����� 
	� �=� � �� ����� ���! �� � � ���� � �� �����	�� �
 	�� ��
�	 ��� 	�� �� ��� �� �	 ��� 	�� � ����� �������� ���!��	�	��#
�
 # 	
 +
 	� 1# ��	�� 
	� ���! �� � � ���� ���! �� � ���! �� ��� � ����� ��



�� ���� ����	� 7<D

�����	�� �
 	�� ��������� 	�� �� ��� �� ������� 	�� � ����� �������� ���!���
	�	��#
	
 # �
 +
 	� 5# ��	�� 
	� ���! �� � �# ���� ���! �� � ���! ��# '�� � �� �����
�����"���
�# $����� ���! !"# �� � � � ���! �5�� � � � � � � ��� !"# �� � �! ����
��� � �� ����� �� �#
%��� � �� ����� �� � ��� ��� � �� ����� ������"���
� ��� �
 	� -������ D#7#77
��	�� 
	� � ������ � ����� ��	��	��,����#

+$G:$%/$

7# ?� �!�	����� �� �� ��
������ ������ ��� � ���� ����� ����������

� �

����
�� � �
�� � �
� �� �
� � �

���� � �

����
	 � �
� � �
� �� �
� � �

����
�# +� � � > ��� �� ������� 
	� �=� � �=��#

1# +� � � > ��� ��� � � > ��� 	
	� �� ������� 
	� �=�� � �����=�� �=��#

5# ?� ������� ��� ������ ��� � ���� �� �=� � �=� � � ��� �� � �#

D# 4�	� � � ���� �� �� � �# ?� ������� 
	� � � � �
�
	#

F# ?� ������� 
	� �� ��
������ ��	����� ����� ���������� ��� ��� � > ���

(i) 2 ������ �� ����� ��	��	��,����

(ii) 2� ������ ��� ����� ��	��	��,����

(iii) �=� � �=� � �#

I# ?� ������� 
	� �� ��
������ ��	����� ����� ���������� ��� ��� � > ���

(i) �� � ��

(ii) ������ ��	��	��,���� ������ C � > ��� ��	� ��	� � � �C#

<# 4�	� � � > ���# �
	� �� ������� 
	�

(i) � � ���� ��!�
 ��	��	��"� �� ��� �
�� �� �=� � 

(ii) � � ���� ����	��
 ��	��	��"� �� ��� �
�� �� �=� � �

(iii) �� � � ���� ��� ����	��
 ��	��	��"� � ��� ��� ��!�
 ��	��	��"� � 	
	� �
� ����� 	�	�������
� ��	��	��,���� ��� � � � � ���#



7<F 	�
����� � ����	�� 	�� ������	�� ����	�������

��� ���� ���	��

4�	� � ���� ��������	��
� ����� �� 	�� > ���������� ����	���� ��� � � � � �
��� ������� ����
����#
+� �� � ���� 
 
 
 � ��� ��� �� � ���� 
 
 
 � ��� ����� ��� ���	�	������� ������ 	�� � ���
�� � ��� ��� � �� �� � ��� ��� � � 	
	�

�� � ��� ����� � ��� ����� � ��� ��� � �� � ��� ���


2 ������ �� � ��� ��� � � ����� ��	��	��,���� ��� ��� � �� � ��� ���# $����� ������

	�

����� � �


����5� .8-8� 1�� ��� � > ���� '�� � � �����	 ���	�� ���� �� � �� �� ���	
��	���E	��� ������� � � > ��� �� ����� � ��

#�5�	�� .8-8" . ����& ���	�&�� ����	 �	� ����& 	���������� �� ������ > ����

: �
���!� 	�� D#5#� �" ��	�� �� ������#

#	�	�;���� +� ������ ��� 	�	���������� ������ ��� � ���� ����� 
����� ���
	�� ���� 	
	� �� ���� 
	� �� ������ ����� 
�����#
%����� 
	� �� � ����� ���� ��������	��
� ����� �� 	�� > ���������� ����	����
� � � � � ��� ������� ����
���� ��� ��� �� ��� ���	�	������� ������ 	�� � 	
	� ��
������ �� � ��� ��� ��� �� � ��� ��� ����� 
�����#

$	�� �
���� �
	��� �� ����� 
	� ������ ��� 	� ��	��	��"�#
6?� 	�������� 
	� � ���	�	������ ���� 	�� ����� ������� 	�� � ��� � ���	�	������
���� 	�� ����� 	���� 	�� � � �� ��� 	�� ����� ����������� 	�� ����� 	�� � � �����
�� �����9#

#�5�	�� .8-8( 1�� ��� � > ��� ��� ���	�	 �������� 1�� � ���� �	������	���
����� ��� �� > �	 ���&� �� '�� �� ���	 �	� �����	�% ���	���	�& � � � � � ��	
�	��������� � ��	� ��� �� �� � ��

�� � ��� ��� � � ��	 �� � ��� ��� � �


: �
���!� 	�� D#5#1 �" ��	�� �� ������ 6��� 	�� �
���!� 	�� .�
	���� D#�#F9#
.��"���� ��� 
����� ������ ����� 	�� ���� 	�!�#

$	� ��
����� ��������� �� ����� ��� ������ �� ����� ���������� ���� ���
����� 
�����#

#	��9�:�	 4�	� � �

�
� �
� �

�
� � � �� �

�
� �
� �

�
�� �� �� � ���� # 2� ��� �����

���������� ���	� ����� ���� 	�!�# +� � ��� ��	��	��,���� ������ � � ���� ��
����� � ��� 	
	� � � ������ � ��� �	��# '�� �� �� �� ��� ����� 
�����#



�� ������ ����	�� 7<I

%����� 
	� ��� ������ ��� � > ��� ����� ���������� �� ��� �
�� �� �� ������ ���
����� 	�� ���� 	�!�#
%����� ������ 
	� � ����� ����������� ������ ������ ��� ����� �����������
�	� ������ > ��� ��� �����	� ���� ����� ����������� ������� �������
 �����

	�� ���" �

�
�� D
D D

�
#

B������ ������� ��	������	� ��� 
������ ������ 	� ���� 
��� ���	��� ��
����
	���� �������#
)’ ��	� �� ����������� ���
	���#

+$G:$%/$

7# ?� ���������� �� .��	����� D#5#� ��� D#5#1#

�# ?� ������� 
	� �� ��� � > ��� ����� 
����� 	
	� ��� �� ��� �� � > ��� ����� 
�����#

1# ?� ������� 
	� �� ��� � > ��� ����� 
����� 	
	� ��� �� ��� �� ����� 
����� ���
���� "����
 �����
 	#

5# 4�	� � � ����� � > ��� ���� 	�	�������
� ������#

�� �������� 	�� �	������� 	�� ������ ��������� 	�� � ����	�� 	� ����� 	�� �
��� ���������	�� �� B����� ����� B���� � ��� � ��� � 
 
 
� ���# ?� ������� 
	�

(i) : ����
���� B �
> ��� � >
� � B����

����� ������� #

(ii) +� ��� � > ��� 	
	� B����� � B�����#

(iii) (����� ������ ����� 	� ���� �����#

(iv) ?� ������� ��� ������ ��� � ���� �� 	� ���� ������ �� ����� ��� �����

�����#



7<< 	�
����� � ����	�� 	�� ������	�� ����	�������



	�
���� $

���%�����

$� ���������� ��"������ ���� 	�� ������� 	�� ������� ������ �� ���	���	��
������ 	�� ������ ������	�� � ����� ��
� ��������� ���	 ��	�� �!�������# :
����� ��� ��	 � �� ������� ����� ��� �����	�� �" ��� �����	�	� ���"���
������ ���� ��	�# &�� ���������� �� ���	����	�� 	�� ���	 ��	�� ��� �� �	��
����� 	�� 
���� ����� �� ����� �����	���� 	�� "��������� 	� ���� ��"�����
	� ���	���� ��� ����� �� ��� �����"���� ����� �����	������ ������ ������
	 ���� 	�� ������ � ����� �� ��� �����"���� 	� �� ������� ������ �� �����

��� 	�� ���	�	������� ��	���� �� $� ��� 	�	���� ������ ���	���� � ������� ��
���	�!��� ��� "����	�� �� ����� �� ��� �� ������ �����# (��� 
�� ������
����� ��� �
 	� ������	��� 	�� A������� ��  	�� ��� ������	
 �� ������ ���
���� 	�� �� �� ��� ����� 	�� ������#

&�� �� �!�� ����� 	� �������� � ���� ����� 	� ��
 ��������� 	�� �������
	�� � ��
��� �� �����	�� ��� ��� ��������� �	������� 	�� � � ��� ��� ��� 


��� 




� ��� 	�� ���� ������ �	������ @ � � 	�	��� ��	� �� � ������ � @ ��� ���� � � �
# %���� ��"�� 
	� �� ������ �� ��� @ ��� ��� 	�� 	�� � � ��	� ��� ���������
� � ��
��� �� � 
� @ � �
 � 	
	� ����� ��� ���� ��
��� �� �!��	�	�� �
 	� ���
���� 	��������� ���	 ��!� ������� �� ����������� 	�� 
�� ������ ��� �� �����
�� ������ � ��
	�� # (���� �� ���"�� ���� 
��� 
	� ����� ������ ��������� ���
��	��
��� ������ 
	�� ������ �����!�� 	�� 	�� �� � �� � �	� ��@ #

: -����� 	�� 2H/M2B$J? �� �� ����� �	� ��"����� ��	
 ����� ��� ���	���
�	� ������ ���	 ��	� ���� 
�� ����
� ��	� ��������� �	�� ������� �������
	���� �������,���� ���� ��� ����� ��������� ��������#

$� ���� 	�	�������
 ����� �� �	������ �
 	� > �’ ��	��	��������� �� ��	���
���� 	�
� ��� �	������ 	�� > � �� �� ��������� �������� 	�� �����# )��� 	��
��������� �� ������ ��� 	�� ��� 	� ���� ��
� ���	 ��	�� � �!������� �� � �����
�	��� 6���
��� 	�� Cramer9# %����� ���� 	�� ��������� �� ������ ��� ��"��
���	 ��� ��� 	� 
	� ���� ������ ����� ��	��	��,����� �� ��#

7<8
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��

����� 
�� �� � ����� ���� 	 	 	 � ���� � ���� � ����	 ����� 

	�� +#

����5� 08�8� 1�� � � � 
 4�� ���	���	�& < � ���� �� � �����	 	���5���
�������	� �� 	������	�� 	� �<%� 	�	�&��#

D�* . < ����	 �����	�% �� ���� � �� �����%� �&���% �	� � �� � � ���� ��	 � �
�� �� 	 	 	 � �� ������ �	#

	* �� �� � � � � � �� � � ���� � ��

<��� � <
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��
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������������
� )<
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�
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������������
D�* �� ��� ������� ���� ������ � � ���� ����	 ���� �� <��� � �� �&���% ��

� � ���� ��	 �� � ��� � �� �� �� <��� � ��

D�* . ���"���� �� �����	���� ��� ������ 	����	 �� & ��� ��� �&���%<���� � �


#	��9�:�	 08�8" 2	� �$)� & ���	���	�& < � ���� �� � �� � ��� � ����	 ���	���	�&
���"������
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#	��9�:�	 08�8( 2	� �$+� & ���	���	�&

< � ���� �� � "

�
��� ���

��� ���

�
��� ������ � ������

����	 ���	���	�& ���"������

-� ���!���� 
	� ��� ���� � � � ������ ������� ����
���� ���������� ����� 

	� ������ ������� ��� ����
���� < � ���� �� �� �� ��������� 	�� ���
	�	��
<�� <�� <�


.��� ���!���� ��	
 �� ���!���� ��������� ���
	�	�� 	���� �� ����� ����	���
�
 	�� �����
#

��� ������������
����
��� �
!�����

#	�	�;���� 08"8� �� � � ���� ��	 �� �
�

��� )���� �� � ���� ��	 )� � � �	�
� �  � � �� ��� &� <� ��	 ������% ����	 ������ �	

<��� � <

������������

��

��
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��

����

	 	 	
��

������������
�

��
���

)�<

������������

��

��

	 	 	
����
��

����

	 	 	
��

������������
#�5�	�� 08"8" 1�� < � ���� �� �� ��� ���	���	�& ���"������ '�� 	������ �
��������#

��� 1�� � �

������������
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��

	 	 	
��

	 	 	
��

	 	 	
��

������������
� ���� ��	 �� �

������������

��

��

	 	 	
��

	 	 	
��

	 	 	
��

������������
'�� <��� � �<���� �&���%� ��

���� ������� �� �������	 ��� ��� ������	�� ������ � ���� ��	�� ���&�
��� ������� �� � �� <��� � �<����
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$����� �
 	�� 679 �������� 
	� ���� � � ��� ���� � � ���� # '�� <��� �
<���� ��� ���� � � ���� # $����� < � <�


B�C���	 08(82 2	� � �� !��	�� ��	��� � �� ���	 ���	��� ��� ���	���	�& ���"���
��� < � ���� �� > �

�� � � ���� � �� & �	���� �� � ���� &� <�<��� ������	 �������	 �� � ��	
�������"��	 �� �"$�


��59�@�8 : ���!� ����
����� ��������� ��	�� �
 	� 
����� F#1#7# : ���
�����
	�	� ��	�� �
 	�� �
	��� F#1#I#

#	�	�;���� 08(8! 1�� � � ���� ��	 �� � ���� �� > �	 ���	������	� ��� �����&���
�&� �����& G�+�8� ��� &� �����& G�, ����	 �	

�"$� � ����� �!�  ��" � � � � �


. ��� ���& ��% &� ���"����� �����	 �� ����� &� ���"����� �� ���� &� �%�&
� % �� ����� �� Laplace �� ���� & �%�& �� I� �������� <�� �	 � �� �����
�� Laplace ��� �<�� �	 ��� & �%�& �� ���� &� ����� �������� � �� ������

#	��9�:�	 08(8�4 I� ������	���� & ���"���� ��
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� � �

�� � ���� �
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#	��9�:�	 08(8�� I� ������	���� & ���"���� �� ������
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�� �� � �
� � 	
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�� � ���� 


>� &� ������������ �� �� ��<& �� ���� &� ���& �%�&

�"$� � ���� 	 �"$
�
� 	
� 

�
� ���� 	 � 	  � ��

7����� �����	�����	 �� ������% �� ���� � �	 ��

� �

������
��� ��� 	 	 	 ���

� ��� 	 	 	 ���

� � ��� 	 	 ���

	 	 	 	 	 	
� � � � � ���

������ � ����

�� �"$� � ��������� 	 	 	��� � �&���% & ���"���� ����  �� �	���	��� ������ 	����	
�� � �	������ �� ��	����� &� ������ �	��������

#	��9�:�	 08(8�" I� ������	���� & ���"���� �� ������

� �

����
�� � � �
� �� � �
� � � ��

�� �� � �

���� � ����

O��	� �������� �� ������������ &� ���"���� �� � ����������� �� ���� ���	��
�%��� �%�& ��������

A��� ��������� ��&�	����	���� 	�	�&�� &� ���"����� �� ������� ����� ���
�� � ��� ������	�� ������ �� �� ������ & ���"���� �������"��	 �	� ������ ��	
	����	 �"$� �  �"$���  � �


�& �������	���& �������& �� ��&�	����	%����� &� 	�	�&� ��� &� �����&�
G�+�+ � �&���% �	 �� �� ��� �����% ���� ������	��� ������ � ����������� ���
������� �	� �	��  ��&� �����%� �� �� �� � ������� ��� �������	 ���	 &� ��	�
���"���� �� �� ��
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� �� � 	
� � � ��
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3 �������� ������� ����	  �� �	���	���  �� & ���"��� �� ����	 � �	������ ��
��	����� &� ������ �	�������� �������

�"$� � � 	 ���� 	 ���� 	 � 	 �� � �&��


+$G:$%/$

7# +� � � ���� ��� ) � �� 	
	� �"$�)�� � )� �"$�


�# ?� ������� �� 	���� 	�� �����	��� � ��� 	�� �����

6�9 �"$

�� �� � � �
� �� 	 �
� � �� �

�� � �
6 � 9 �"$

�� � � �
� � �
� � �

�� � �
1# ?� ����������� �� ���������

6�9 �"$
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6��9 �"$
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6��9 �"$� � �"$
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� � �� � � 	 	 �
� � � �� � 	 	 �
� � � 	 	 	
� � � 	 	 �
� � � 	 � � � ��

������ � � � �� � �� � 	 	 	� ���

��� ��
�����
�� �������
�
!�����

%�� ��������� 
	� � �������� 	�� ��������� ��� 	�	��������� ������ ����	�� ��
	� ���
���� 	�� ��������� 	�� ������# )��� ��	 � 	�� ���
	�	�� �������� ���
����� �����	���� ���
	�	�� 	�� ���������#

.��	� �� ����� �� ��	�����	�� � �������� ��
� 	�	��������� ����� �� �"���
�
����� �	�� ����� ��� �	�������� ��	������	���
 �������#
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����� � ���!�����

��� : ��� ��	�� �
 	�� <� 	�� ������� F#7#7#

���� : ���� ����� � ��� 	�� �
	���� F#�#�

����� : ����� ����� � ��� 	�� �
	���� F#�#�

#�5�	�� 08-8" �� A � ���� ����	 ���� ��	��	��&� �������� ��

�"$�A�� � ��"$A���"$��

�	� � �� � � ���� 


��59�@�8 B����������� 
	� ���� ������ A � ���� ����	�� �	��������� �� ����
����	�� �
 	�� �� ���� ��
� �	���������� ��	������	����� �������#

$����� �
 	�� �
	��� F#5#7 ������

679 +� � A �������	�� �
 	�� �� ���� ������������� ���� ����� � 	�� �� ��
����� ) � � 	
	� �"$A � ) %�"$�� � )� �"�� �"$ �� � �


6�9 +� � A ����	�� �
 	�� ��� �����	��	�� �� ��� ����� 	�� �� ��� �����
����� ���� ����� ����� � 	�� ��� 	
	� �"$A � �"$ �� � �


619 +� � A ����	�� �
 	�� ��� ���� ���� ��	���	������ 	�� ������� 	�� ���
	
	� �"$A � � �"$ �� � ��

���� �� � � ���� � 	
	� !������ 
	� � ������ A� ����� � ������ �� ����	��
�
 	�� � �� �"���
����� �	�� � 	�� �	�������� ��	������	���
 ������� ��
�"���
���� �	�� �� ��� �� ������ 	�� A# $����� ��

A� �

���
��� �� � A ����� 
�� �	�� 679
���� �� � A ����� 
�� �	�� 6�9
����� �� � A ����� 
�� �	�� 619

	
	� �
 	�� �
	��� F#5#7 ������ 
	�

�� � A ����� 
�� �	�� 679 	
	� �"$�A�� � �"$�� � ).�B� � ��"$A��.�B��
�� � A ����� 
�� �	�� 6�9 	
	� �"$�A�� � �"$��� � �"$� � � 	�"$� � ��"$A���"$��
�� � A ����� 
�� �	�� 619 	
	� �"$�A�� � �"$���� � � �"$� � ���� �"$� �

��"$A���"$��

��� � �
	��� �������#

B�C���	 08-8( 1�� ��� � ���� � '��
�"$���� � ��"$����"$��

��59�@�8 +� � � ����� ��	��	��,���� 	
	� !������ 
	� ������� �	���������� ��
����� ������ 	 	 	 ��$ ��

� � ���� 	 	 	�$# $����� �
 	�� �
	��� F#5#� ������
�"$���� � �"$����� 	 	 	�$�� � ��"$ ��� �"$����� 	 	 	�$��
O��"$ �����"$ ��� �"$��� 	 	 	�$�� � 	 	 	



�� ������������ ��������� ���!����� �0D

� ��"$ �����"$ �����"$ ��� 	 	 	 ��"$ �$���"$��
� ��"$ �����"$ ��� 	 	 	 ��"$��$���$����"$�� � 	 	 	
� �"$��� 	 	 	�$���"$�� � ��"$����"$��

+� � � ��� ����� ��	��	��,���� 	
	� �
 	� 
����� F#�#1 ��	�� 
	� �"$� � �#

���� ���� � � ��� ����� ��	��	��,���� ��	�� 
	� � 	�!� 	�� � ����� ����
	���
	�� �� ��� ��� � 	�!� 	�� +C ����� ����
	��� 	�� �� ��� �
 	�� �
	��� F#�#� 6�9
��	�� 
	� �"$���� � �# $�����

�"$���� � ��"$����"$��

B�C���	 08-8- 1��� ������� � � ���� ����	 ��	���E	��� �� ��	 ���� �� �"$� ��
��

��59�@�8 +� � � ��� ����� ��	��	��,���� 	
	� �
 	� 
����� F#�#1 ��	�� 
	�
�"$� � �
 $����� ����� �� ���!���� 
	� �� � + ����� ��	��	��,���� 	
	� �"$� �� �


.�����	� �� � � ����� ��	��	��,���� 	
	� !������ 
	� ������� �	����������
������ ������ 	 	 	 ��$ 	�	���� ��	� ���� 	 	 	�$� � ��#

+
 	�� �
	��� F#5#� ������ 
	�

�"$����� 	 	 	�$�� � ��"$ �����"$ �����"$ ��� 	 	 	 ��"$ �$���"$�� � �"$���� � �
#5���	 08-8. 3	 ��������� ��� ��	� ����	 	��������� �	� ��� ������ � � ���� #

��� 3 ������� � ����	 ��	���E	���

���� .  <& �� ������ � ����	 ��

����� �"$� �� �
��59�@�8 : �
���!� �" ��	�� ��� ������#

���� �� ���!���� 
	� � �������� ��
� 	�	��������� ����� ����	�� �� 	�� ����
����� 	�� ����	�
"�� 	��#

%����� ����� ������ 
	� �� A ����� ���� �	��������� ������ 	
	� �"$A � �"$A�


#�5�	�� 08-80 1�� � � ���� � '�� �"$� � �"$��


��59�@�8 +� ��������� 
	� � � ����� ��	��	��,����# �
	� !������ 
	� �������
�	���������� ������ ������ 	 	 	 ��$ �� � � ���� 	 	 	�$ # +
 	� ������� F#5#1 � ������
�8� �"$� � �"$����� 	 	 	�$� � �"$���� �"$���� 	 	 	�"$��$�
� �"$��$� �"$��$��� 	 	 	�"$����

+��� �� A ����� ���� �	��������� ������� 	
	� �"$A � �"$A�� ��� � �8� ����	��
�"$� � �.�B��$� 	 	 	 ��"$ ���� � �"$���$ 	 	 	���� � �"$��

+� 	��� � � ��� ����� ��	��	��,���� 	
	� � 	�!� 	�� � ����� ����
	��� 	�� ��

������ ��� � 	�!� 	�� �� ����� ����
	��� 	�� � ��� � �� ��� ����� ��	��	��,����#
+
 	� 
����� F#�#1 ������ 
	� �"$� � � � �"$��


+
 	�� �
	��� F#5#F ��	�� ������ 
	� 
��� �� ���
	�	��� ���	��� �� ����������
�� �"����� 	�� ������� ��
� ����� ������� ��� ��� 	�� �	 ��� 	�� �����#

4	�� ������ 
	�3



�0F 	�
����� � ���!�����

679 : �"$ � ���� �� � ����� ������� �� ��� ���� �	 ��#

6�9 +� ��� �	 ��� ��
� ����� � � ���� ����� ���� 	
	� �"$� � �


619 4�	� � � ����� � �	 	 	���� 	 	 	���� 	 	 	 � � ���� �


�� ���� �

�����
���

���
###

���

����� �  ��	 �� 	�� �� � �  � �#

+� �� � �	 	 	 ����

�

������

	 	 	 ����

�

�����

	 	 	 � 	
	� �"$� � � �"$��# *���� � �� ���� ������

�� ����	�� �
 ��� 	�	�������
 ����� �� ���� ��	���	������ ��� �	����
	�� �� 	
	� <��� � �<����


659 4�	� � � �	 	 	 � ����� 	 	 	 � � ���� ���

�� � �	 	 	���� � )����	 
� �
������

	 	 	 � � ���� � � ��  � ) � >

	
	� �"$� � �"$��#

6D9 +� � � ���� ��� �� �	 ��� 	�� ������� 	 	 	 � ���� ����� �������� �!��	������ 	
	�
�"$� � �

%���� ������ 
	� �� � � ���� � � � �����

	
	� �"$� �
�

������������� 	 �"$��� �� � �� � 	 	 	 � ��
: ����	��� ��	 	�� ��������� ����	�� ���	���� 	�� ��������� �� ���
	�� ����� �  ���	���� ��	� Laplace �� ��� 	� ����� �# ?� 	��������
!��� 
	� 	� ���	���� ��	� Laplace ��� �!��	�	�� �
 	� ����� �� ��� 	��
���� �������� 	� ���	����#

$����� �� ������� �� ����������� 	�� �������� ��
� ����� ������� ��
���� ����� 	� ���	���� �� ��� ����� �	� �	 ��  ����� �����!����#

@����������	�� 	� ������� F#5#1 �� ���!���� 
	� 
����� ������ ����� 	�� ����
��������#

#�5�	�� 08-8/ �� ��� � ���� ����	 ���	�	 �������� �� �"$� � �"$�


��59�@�8 +"�� �� +�C ����� 
����� ������ ���� ��	��	��,���� ������ � ��
����� � �# '�� �"$�� ������ � �"$� ��� �
 	� ������� F#5#1 ������ �"$� �
.�B������� � ��"$� ���"$����"$���� � ��"$ � ���"$������"$�� � �"$������ �"$� �
�"$���� �"$� � � 	 �"$� � �"$�


4�	� 	��� � ���� ��������	��
� ����� �� 	�� � ����	���� � ��� � � � �� �
��� ������� ����
����#

+� "�� "H ��� ���	�	������� ������ 	�� � 	
	� !������ 
	� �� ������ �� � "�� "�� ���
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