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ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ, ΟΜΑΔΑ Α

1. Εστω ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5, (επ άπειρον),… είναι μια ακολουθία πραγματικών, και κ1, κ2, κ3, ψ1, ψ2, ψ3, α, β, και γ είναι πραγματικοί αριθμοί. Επίσης, οι ψ1, ψ2, ψ3,  είναι ρίζες του πολυωνύμου 
χ3-γχ2-αχ-β. Επί πλέον υποθέτουμε ότι ισχύουν τα εξής :

α) ισχύει  ρν = γρν-1 +αρν-2 +βρν-3 για κάθε ν>118

β) ισχύει ρν = κ3(ψ1)ν +κ1(ψ2)ν +κ2(ψ3)ν  για ν=114, 115, 116, 117, 118.

Τότε να αποδειχθεί ότι ισχύει ρν =κ3(ψ1)ν  +κ1(ψ2)ν +κ2(ψ3)ν  για κάθε ν>118. (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ: Χρησιμοποιείστε κάποιου είδους επαγωγή. ΠΡΟΣΟΧΗ: Αν τελικά γίνει χρήση επαγωγής, για το "άριστα" θα πρέπει να περιγραφεί με απόλυτη σαφήνεια η χρησιμοποιούμενη επαγωγή. ) 


2. Εστω κ ένας θετικός ακέραιος και α1, α1, α2, α3, …ακ, είναι μη-αρνητικοί ακέραιοι αριθμοί. Εστω ότι αν μ είναι τυχών μη-αρνητικός ακέραιος, τότε βμ είναι το πλήθος των κ-αδων (χ1, χ2, χ3, … χκ)  τέτοιων ώστε :

χ1+χ2+ χ3 +…+χκ= μ, και επιπλέον, το χι είναι πολλαπλάσιο του αι για ι=1, 2, …κ. 

Να αποδειχθεί ότι η τυπική δυναμοσειρά ( β0+β1χ+β1χ2+…βλχλ+…επ απειρον)  είναι ρητή συνάρτηση (δηλ. πηλίκο δύο πολυωνύμων). (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ: Η εν λόγω τυπική δυναμοσειρά αναλύεται σε γινόμενο κ απλούστερων δυναμοσειρών.)


3. Εστω Μ, Ν είναι μη κενά σύνολα με Μ(Ν=(. Τα σύνολα P(M(N) και  P(Μ)xP(Ν) είναι άλγεβρες boole κατά τα ειωθότα. Θεωρούμε την απεικόνιση Τ:  P(Μ)xP(Ν) ( P(M(N)  που ορίζεται με τον τύπο Τ(Χ, Υ)=Χ(Υ για κάθε Χ υποσύνολο του Μ και κάθε Υ υποσύνολο του Ν. Να αποδειχθεί ότι
α) Η Τ είναι ένα προς ένα. β) ισχύει Τ(Χ(Υ)=Τ(Χ)(Τ(Υ) για κάθε Χ, Υ στοιχεία του P(Μ)xP(Ν) 

(ΠΡΟΣΟΧΗ: Τα (, ( είναι η τομή και ένωση συνόλων ενώ το ( είναι σύμβολο άλγεβρας boole.)


4. Εστω ότι Α είναι ένα μη κενό σύνολο και ότι τα σύνολα P(A) και {0, 1}A είναι άλγεβρες boole κατά τα ειωθότα. Θεωρούμε την απεικόνιση S:  {0, 1}A ( P(A) που ορίζεται ως εξής : Αν φ:Α({0, 1}, τότε S(φ)=φ-1(1).  Να αποδειχθεί ότι
α) Η S είναι ένα προς ένα. β) ισχύει S(Μ(Ν)=S(Μ)(Τ(Ν) για κάθε Μ, Ν στοιχεία του {0, 1}A 

(ΠΡΟΣΟΧΗ: Το ( είναι η τομή συνόλων ενώ το ( είναι σύμβολο άλγεβρας boole.)
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Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) . Επίσης, παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί ευκρινώς. 


Περαιτέρω παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Δια λόγους  κοινής νοημοσύνης, απαγορεύεται το κάπνισμα. 


Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις βαθμολογούνται θετικά. Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. 



ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ, ΟΜΑΔΑ Β

1. Εστω κ0, κ1, κ2, κ3, κ4, κ5, (επ άπειρον),… είναι μια ακολουθία πραγματικών, και ρ1, ρ2, ρ3, ω1, ω2, ω3,  δ, ζ, και λ είναι πραγματικοί αριθμοί. Επίσης, οι ρ1, ρ2, ρ3, είναι ρίζες του πολυωνύμου
χ3-ζχ2-δχ-λ. Επί πλέον υποθέτουμε ότι ισχύουν τα εξής :

α) ισχύει  κν = ζκν-1 +δκν-2 +λκν-3 για κάθε ν>192

β) ισχύει κν = ω2(ρ1)ν +ω3(ρ2)ν +ω1(ρ3)ν  για ν=  188, 189, 190, 191, 192.

Να αποδειχθεί ότι ισχύει κν =ω2(ρ1)ν  +ω3(ρ2)ν +ω1(ρ3)ν  για ν>192. (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ: Χρησιμοποιείστε κάποιου είδους επαγωγή. ΠΡΟΣΟΧΗ: Αν τελικά γίνει χρήση επαγωγής, για το "άριστα" θα πρέπει να περιγραφεί με απόλυτη σαφήνεια η χρησιμοποιούμενη επαγωγή. ) 


2. Εστω ν ένας θετικός ακέραιος και β1, β1, β2, β3, …βν, είναι μη-αρνητικοί ακέραιοι αριθμοί. Εστω ότι αν λ είναι τυχών μη-αρνητικός ακέραιος, τότε αλ είναι το πλήθος των κ-αδων (χ1, χ2, χ3, … χκ)  τέτοιων ώστε :

χ1+χ2+ χ3 +…+χκ= λ, και επιπλέον, το χτ είναι ( του βτ για τ=1, 2, …κ. 

Να αποδειχθεί ότι η τυπική δυναμοσειρά ( α0+α1χ+α1χ2+…αλχμ+…επ άπειρον)  είναι ρητή συνάρτηση (δηλ. πηλίκο δύο πολυωνύμων). (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ: Η εν λόγω τυπική δυναμοσειρά αναλύεται σε γινόμενο κ απλούστερων δυναμοσειρών.)


3. Εστω X, Y είναι μη κενά σύνολα με Χ(Υ=(. Τα σύνολα P(Χ(Υ) και  P(Χ)xP(Υ) είναι άλγεβρες boole κατά τα ειωθότα. Θεωρούμε την απεικόνιση S:  P(X)xP(Y) ( P(X(Y)  που ορίζεται με τον τύπο S(M, N)=M(N για κάθε M υποσύνολο του X και κάθε N υποσύνολο του Y. Να αποδειχθεί ότι
α) Η S είναι επί. β) ισχύει S(Μ(Ν)=S(Μ)(Τ(Ν) για κάθε Μ, Ν στοιχεία του P(Χ)xP(Υ) 

(ΠΡΟΣΟΧΗ: Το ( είναι η ένωση συνόλων ενώ το ( είναι σύμβολο άλγεβρας boole.)


4. Εστω ότι Β είναι ένα μη κενό σύνολο και ότι τα σύνολα P(Β) και {0, 1}Β είναι άλγεβρες boole κατά τα ειωθότα. Θεωρούμε την απεικόνιση Τ:  {0, 1}Β ( P(Β) που ορίζεται ως εξής : Αν f:Β({0, 1}, τότε Τ(f)=f-1(1).  Να αποδειχθεί ότι
α) Η T είναι επί. β) ισχύει Τ(Κ(Λ)=Τ(Κ)(Τ(Λ) για κάθε Κ, Λ στοιχεία του {0, 1}Β 
(ΠΡΟΣΟΧΗ: Το ( είναι η ένωση συνόλων ενώ το ( είναι σύμβολο άλγεβρας boole.)


Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) . Επίσης, παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί ευκρινώς. 


Περαιτέρω παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Δια λόγους  κοινής νοημοσύνης, απαγορεύεται το κάπνισμα. 


Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις βαθμολογούνται θετικά. Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. 
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