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ΟΜΑΔΑ Α


1. Εστω ακολουθία πραγματικών φ0, φ1, φ2, …, φν, …, και οι α, β, κ,λ, είναι πραγματικοί έτσι ώστε η εξίσωση χ2-αχ-β=0 έχει ρίζες ρ1 και ρ2 . Έστω ότι ισχύει φν+2=αφν+1+βφν για κάθε ν(0, φ0=κ+λ και φ1=κρ1+λρ2. Τότε να αποδειχθεί ότι  για κάθε ν(0 ισχύει φν=κ(ρ1)ν+λ(ρ2)ν. 

2. Έχουμε  κ ανόμοια κουτιά , που τα ονομάζουμε 1ο, 2ο 3ο, .., ι-οστό, ... , κ-οστό. Μοιράζουμε σε αυτά, ν όμοια σφαιρίδια. Το κ είναι θετικός (5 και το ν είναι μη-αρνητικός, ακέραιος . Η μοιρασιά γίνεται έτσι ώστε υποχρεωτικά το 1ο κουτί έχει το πολύ 3 σφαιρίδια, το δεύτερο κουτί να έχει τουλάχιστον 4 σφαιρίδια και το πέμπτο κουτί να έχει αρτιο πλήθος σφαιριδίων. Έστω α(κ,ν) το πλήθος των τέτοιων δυνατών μοιρασιών. Να υπολογισθεί η ΤΥΠΙΚΗ ΔΥΝΑΜΟΣΕΙΡΑ Σα(κ,ν)χν , οπου στο άθροισμα Σ,  ο δείκτης ν  παει από το 0 έως το συν άπειρο. (ΦΙΛΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Η ζητουμένη δυναμοσειρά είναι γινόμενο κ απλουστέρων δυναμοσειρών. Θα χρειαστεί ο υπολογισμός κάποιων γεωμετρικών προόδων)

3. Έστω Χ ένα σύνολο μη κενό, Α, Γ υποσύνολα του μη κενά, τέτοια ώστε Α(Γ = ( και Α(Γ = Χ. Θεωρούμε την απεικόνιση Φ: Ρ(Χ) ( Ρ(Α)(Ρ(Γ), που έχει τύπο Φ(Κ)= (Κ(Α, Κ(Γ) για κάθε Κ υποσύνολο του Χ. Τα Ρ(Α)(Ρ(Γ) και Ρ(Χ) είναι άλγεβρες Boole κατά τα ειωθότα. Να αποδειχθεί ότι
α) η Φ είναι επί (σαν απεικόνιση)

β) Αν χ, ψ ( Ρ(Χ)  τότε ισχύει Φ(χ ( ψ) = Φ(χ) ( Φ(ψ). (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Σκεφθείτε, πως ορίζεται η δομή άλγεβρας boole στο Ρ(Α)(Ρ(Γ)). 

4. Έστω Χ είναι ένα όχι κενό σύνολο. Ορίζω μιά απεικόνηση Φ: {0,1}Χ ( P(Χ) ως εξής : για κάθε f: Χ({0,1}, ισχύει ότι Φ(f)={α(Χ : f(α)=1}. Τα {0,1}Χ και Ρ(Χ) είναι άλγεβρες Boole κατά τα ειωθότα. Να αποδειχθεί ότι
α) η Φ είναι επί (σαν απεικόνιση)

β) Αν χ, ψ ( {0,1}Χ τότε ισχύει Φ(χ ( ψ) = Φ(χ) ( Φ(ψ). (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Σκεφθείτε, πως ορίζεται η δομή άλγεβρας boole στο {0,1}Χ .

Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά, και να γράψετε και ένα τηλέφωνο επικοινωνίας. Επίσης παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις βαθμολογούνται θετικά. Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους  κοινής νοημοσύνης, απαγορεύεται το κάπνισμα. [image: image1.wmf]
ΟΜΑΔΑ Β

1. Εστω ακολουθία πραγματικών φ0, φ1, φ2, …, φν, …, και οι α, β, κ, λ, είναι πραγματικοί έτσι ώστε α(0, α2+4β=0, και ισχύει φν+2=αφν+1+βφν για κάθε ν(0 και επίσης ισχύει φ0=κ και φ1=κ(α/2)+λ. Να αποδειχθεί ότι για κάθε ν(0 ισχύει φν=κ(α/2)ν+λν(α/2)ν-1. (ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Σκεφθείτε κάποιου είδους επαγωγή. Παρατηρήστε ότι, βν+α(ν+1)(α/2)=(ν+2)(α/2)2 ). 
2. Έχουμε  κ ανόμοια κουτιά , που τα ονομάζουμε 1ο, 2ο 3ο, .., ι-οστό, ... , κ-οστό. Μοιράζουμε σε αυτά, ν όμοια σφαιρίδια. Το κ είναι θετικός (5 και το ν είναι μη-αρνητικός, ακέραιος . Η μοιρασιά γίνεται έτσι ώστε υποχρεωτικά το 1ο κουτί έχει τουλάχιστον 4 σφαιρίδια, το δεύτερο κουτί να έχει περιττό πλήθος σφαιριδίων και το τέταρτο κουτί να έχει το πολύ 2 σφαιρίδια. Έστω α(κ,ν) το πλήθος των τέτοιων δυνατών μοιρασιών. Να υπολογισθεί η ΤΥΠΙΚΗ ΔΥΝΑΜΟΣΕΙΡΑ Σα(κ,ν)χν , οπου στο άθροισμα Σ,  ο δείκτης ν  παει από το 0 έως το συν άπειρο. (ΦΙΛΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Η ζητουμένη δυναμοσειρά είναι γινόμενο κ απλουστέρων δυναμοσειρών. Θα χρειαστεί ο υπολογισμός κάποιων γεωμετρικών προόδων). 
3. Έστω Χ ένα σύνολο μη κενό, Α, Γ υποσύνολα του μη κενά, τέτοια ώστε Α(Γ = ( και Α(Γ = Χ. Θεωρούμε την απεικόνιση Φ: Ρ(Χ) ( Ρ(Α)(Ρ(Γ), που έχει τύπο Φ(Κ)= (Κ(Α, Κ(Γ) για κάθε Κ υποσύνολο του Χ. Τα Ρ(Α)(Ρ(Γ) και Ρ(Χ) είναι άλγεβρες Boole κατά τα ειωθότα. Να αποδειχθεί ότι
α) η Φ είναι ένα-προς-ένα (σαν απεικόνιση)

β) Αν  ψ ( Ρ(Χ)  τότε ισχύει Φ( ψ' ) = Φ(ψ)'. (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Σκεφθείτε, πως ορίζεται η δομή άλγεβρας boole στο Ρ(Α)(Ρ(Γ)). 

4. Έστω Χ είναι ένα όχι κενό σύνολο. Ορίζω μιά απεικόνηση Φ: {0,1}Χ ( P(Χ) ως εξής : για κάθε f: Χ({0,1}, ισχύει ότι Φ(f)={α(Χ : f(α)=1}. Τα {0,1}Χ και Ρ(Χ) είναι άλγεβρες Boole κατά τα ειωθότα. Να αποδειχθεί ότι
α) η Φ είναι ένα προς ένα (σαν απεικόνιση)

β) Αν ψ ( {0,1}Χ τότε ισχύει Φ(ψ') = Φ(ψ)'. (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Σκεφθείτε, πως ορίζεται η δομή άλγεβρας boole στο {0,1}Χ . 

Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά, και να γράψετε και ένα τηλέφωνο επικοινωνίας. . Επίσης παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις βαθμολογούνται θετικά. Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους  κοινής νοημοσύνης, απαγορεύεται το κάπνισμα. 
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