

ΟΜΑΔΑ Α (ΠΕΡΙΤΤΕΣ ΓΡΑΜΜΕΣ)   ΙΟΥΝΙΟΣ 2003


1. Θεωρούμε το σύνολο διατεταγμένων ζευγών πραγματικών αριθμών R2 . Στο σύνολο αυτό ορίζουμε μία πρόσθεση και έναν πολ/σμό με τους τύπους
(α, β)+(γ, δ)= (α+β, γ+δ)  και (α, β)((γ, δ)=(αγ-βδ, αδ+βγ) για κάθε α, β, γ, δ στο R. Είναι αληθές και μπορείτε να το χρησιμοποιήσετε άνευ αποδείξεως ότι με τις πράξεις αυτές το  R2 είναι ακέραια περιοχή. Ορίζουμε το υποσύνολο Σ του R2 , ως Σ= { (α, β) : α>0,  η  , α=0 & β>0,  όπου α, β είναι οιοιδήποτε πραγματικοί }. Ερωτάτε, μπορούμε να πούμε ότι το R2 είναι Περιοχή με Διάταξη, θεωρώντας το Σ σαν σύνολο των " θετικών " στοιχείων? (ΦΙΛΙΚΗ ΠΡΟΑΙΡΕΤΚΗ ΥΠΟΔΕΙΞΗ. Ελέγξατε μια-μια τις απαιτήσεις του ορισμού της Περιοχής με Διάταξη). 


2. Δίδεται μια ακολουθία πραγματικών αριθμών, α1, α2, ..., αν, ..., τέτοιοι ώστε  για ν ( 3 ισχύει αν = 8αν-1 + 5(α1αν-1 + α2αν-2 + ... +αν-1α1 )+7α4 . Έστω η τυπική δυναμοσειρά  Ψ(χ)= α1χ + α2χ2 + ...+ ανχν +... . Να αποδειχθεί ότι η Ψ(χ) ικανοποιεί εξίσωση του τύπου Α(χ)(Ψ(χ))2 +Β(χ)Ψ(ψ)+Γ(χ)=0, όπου τα Α(χ), Β(χ) και Γ(χ) είναι  πολυώνυμα, τα οποία και να βρεθούν. (ΦΙΛΙΚΗ ΠΡΟΑΙΡΕΤΚΗ ΥΠΟΔΕΙΞΗ. Θεωρείστε την τυπική δυναμοσειρά (Ψ-5Ψ2 ). Επιχειρείστε να την υπολογίσετε).


3. Έστω Χ ένα σύνολο μη κενό, Α, Γ υποσύνολα του μη κενά, τέτοια ώστε Α(Γ = ( και Α(Γ = Χ. Τα Ρ(Α)(Ρ(Γ) και Ρ(Χ) είναι άλγεβρες Boole κατά τα ειωθότα. Να αποδειχθεί ότι  υπάρχει απεικόνιση Φ: Ρ(Α)(Ρ(Γ) ( Ρ(Χ), και η οποία έχει τις παρακάτω ιδιότητες. 

α) η Φ είναι ένα προς ένα (σαν απεικόνιση)

β) Αν χ, ψ ( Ρ(Α)(Ρ(Γ) τότε ισχύει Φ(χ ( ψ) = Φ(χ)(Φ(ψ). (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Θυμηθείτε ότι υπάρχει απεικόνιση Ρ(Χ)(Ρ(Α)(Ρ(Γ) κλπ, αυτό ίσως δώσει κάποια ιδέα. Σκεφθείτε, πως ορίζεται η δομή άλγεβρας boole στο Ρ(Α)(Ρ(Γ)).


4. Έστω Χ ένα σύνολο, 2={0, 1} και Ρ(Χ) και 2Χ είναι οι γνωστές άλγεβρες Boole. Να ορισθεί μία απεικόνιση Φ: 2Χ (Ρ(Χ), που να έχει την ιδιότητα , αν α,β, ( 2Χ και ισχύει Φ(α)=Φ(β) τότε έπεται α=β, και  επιπλέον ισχύει Φ(χ ( ψ) = Φ(χ)(Φ(ψ) για κάθε χ, ψ στο 2Χ . (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Θυμηθείτε ότι υπάρχει απεικόνιση Ρ(Χ)(2Χ κλπ)

Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά. Επίσης παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις βαθμολογούνται θετικά. Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους  κοινής νοημοσύνης, απαγορεύεται το κάπνισμα. [image: image1.wmf]


ΟΜΑΔΑ Β (ΑΡΤΙΕΣ ΓΡΑΜΜΕΣ)   ΙΟΥΝΙΟΣ 2003


1. Θεωρούμε το σώμα των ρητών αριθμών Q, με το σύμβολο > εννοούμε την συνήθη ανισότητα των ρητών, και έστω Σ είναι ένα υποσύνολο των ρητών τέτοιο ώστε αν θεωρήσουμε το Σ ως το σύνολο των " θετικών " , τότε το Q γίνεται Περιοχή με Διάταξη. 

α) Να αποδειχθεί ότι αν χ ακέραιος >0, τότε το χ ανήκει στο Σ. 

β) Να αποδειχθεί ότι αν χ  ρητός >0, τότε το χ ανήκει στο Σ. 

γ) Ερωτάτε αν το χ ανήκει στο Σ, έπεται αναγκαστικά ότι χ>0 ?


2. Δίνεται μια ακολουθία πραγματικών αριθμών, α1, α2, ..., αν, ... τέτοιοι ώστε  για ν ( 3 ισχύει αν = 3αν-2 + 2(α1αν-1 + α2αν-2 + ... +αν-1α1 )+4α3 . Έστω η τυπική δυναμοσειρά  Ψ(χ)= α1χ + α2χ2 + ...+ αν,χν +... . Να αποδειχθεί ότι η Ψ(χ) ικανοποιεί εξίσωση του τύπου Α(χ)(Ψ(χ))2 +Β(χ)Ψ(ψ)+Γ(χ)=0, όπου τα Α(χ), Β(χ) και Γ(χ) είναι  πολυώνυμα, τα οποία και να βρεθούν. (ΦΙΛΙΚΗ ΠΡΟΑΙΡΕΤΚΗ ΥΠΟΔΕΙΞΗ. Θεωρείστε την τυπική δυναμοσειρά (Ψ-2Ψ2 ). Επιχειρείστε να την υπολογίσετε).


3. Έστω Χ ένα σύνολο μη κενό, Α, Γ υποσύνολα του μη κενά, τέτοια ώστε Α(Γ = ( και Α(Γ = Χ. Τα Ρ(Α)(Ρ(Γ) και Ρ(Χ) είναι άλγεβρες Boole κατά τα ειωθότα. Να αποδειχθεί ότι  υπάρχει απεικόνιση Φ: Ρ(Α)(Ρ(Γ) ( Ρ(Χ), και η οποία έχει τις παρακάτω ιδιότητες. 

α) η Φ είναι επί (σαν απεικόνιση)

β) Αν χ, ψ ( Ρ(Α)(Ρ(Γ) τότε ισχύει Φ(χ ( ψ) = Φ(χ)(Φ(ψ) . (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Θυμηθείτε ότι υπάρχει απεικόνιση Ρ(Χ)(Ρ(Α)(Ρ(Γ) κλπ, αυτό ίσως δώσει κάποια ιδέα. Σκεφθείτε, πως ορίζεται η δομή άλγεβρας boole στο Ρ(Α)(Ρ(Γ)).


4. Έστω Χ ένα σύνολο, 2={0, 1}, και Ρ(Χ) και 2Χ είναι οι γνωστές άλγεβρες Boole. Να ορισθεί μία απεικόνιση Φ: 2Χ (Ρ(Χ), που να είναι επί και επιπλέον να ισχύει Φ(χ ( ψ) = Φ(χ)(Φ(ψ) για κάθε χ, ψ στο 2Χ . (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Θυμηθείτε ότι υπάρχει απεικόνιση Ρ(Χ)(2Χ κλπ)


Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά. Επίσης παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις βαθμολογούνται θετικά. Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους  κοινής νοημοσύνης, απαγορεύεται το κάπνισμα. 
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