
ΟΜΑΔΑ Α. ΙΟΥΝΙΟΣ 2002


1. Έστω ότι Θ είναι το σύνολο των θετικών ακεραίων και Χ είναι υποσύνολο του που έχει τις παρακάτω ιδιότητες
α) 7(Χ
β) αν κ(Θ και 7κ(Χ τότε έπεται ότι 7(κ+1)(Χ   και
γ) αν λ(Χ και λ(2 τότε έπεται ότι (λ-1)(Χ.

Ερωτάται: αρκούν τα ανωτέρω για να συμπεράνουμε ότι Χ=Θ ? η μήπως υπάρχουν παραδείγματα υποσυνόλων Χ που ικανοποιούν όλα τα ανωτέρω και ισχύει Χ(Θ ? (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Λάβετε υπ όψιν το εξής θεώρημα: Αν α είναι θετικός ακέραιος , τότε υπάρχουν ακέραιοι (0 οι σ και υ τέτοιοι ώστε α=σ7+υ και 0( υ<7. 


2. Έστω ότι φ1, φ2, φ3, …, φν, … , είναι ακολουθία ακεραίων έτσι ώστε φ1 =φ2 =1  και φν+2 = φν+1 + φν όπου ν ένας θετικός ακέραιος. Θεωρούμε γνωστό και αληθές και μπορείτε να το χρησιμοποιήσετε, ότι για μ, ν, θετικούς ακεραίους ισχύει φν+μ+1 = φμφν+ φν+1φμ+1 . Λαμβάνοντες τα παραπάνω υπ όψιν, να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε θετικούς ακεραίους κ, λ, ο φκ διαιρεί τον  φκλ . (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Απλή επαγωγή ως προς λ)


3. Έστω ν ακέραιος (0 και αν είναι το πλήθος των επιλογών ν σφαιριδίων, από έναν σωρό που αποτελείται από 6 κόκκινα σφαιρίδια, 8 κίτρινα, 2 μαύρα και 9 λευκά. Έστω Α= α0 + α1χ1+ α2χ2 + α3χ3 + …+ ανχν + … είναι η αντίστοιχη τυπική δυναμοσειρά
α) να βρεθεί η Α
β) να βρεθεί η Α όταν η επιλογή των ν σφαιριδίων γίνεται έτσι ώστε το πολύ 2 είναι κόκκινα και τα λευκά είναι το πολύ 8. 

γ) να βρεθεί η Α όταν η επιλογή των ν σφαιριδίων γίνεται έτσι ώστε τα κίτρινα που επιλέγονται είναι άρτιος αριθμός και τα μαύρα είναι περιττός αριθμός. 


4. Έστω Χ ένα σύνολο μη κενό, Α, Γ υποσύνολα του μη κενά, τέτοια ώστε Α(Γ = ( και Α(Γ = Χ. Θεωρούμε την απεικόνιση Φ: Ρ(Α)(Ρ(Γ) ( Ρ(Χ), που έχει τύπο Φ(Μ, Ν)= Μ(Ν για κάθε Μ υποσύνολο του Α και κάθε Ν υποσύνολο του Γ. Τα Ρ(Α)(Ρ(Γ) και Ρ(Χ) είναι άλγεβρες Boole κατά τα ειωθότα. Να αποδειχθεί ότι
α) η Φ είναι επί (σαν απεικόνιση)

β) Αν χ, ψ ( Τα Ρ(Α)(Ρ(Γ) τότε ισχύει Φ(χ ( ψ) = Φ(χ) ( Φ(ψ). (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Σκεφθείτε, πως ορίζεται η δομή άλγεβρας boole στο Ρ(Α)(Ρ(Γ)). 

Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά. Επίσης παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις "μετράνε". Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους ... κοινής νοημοσύνης, δέον όπως επιδειχθεί αυτοσυγκράτηση εις το θέμα του καπνίσματος. [image: image1.wmf]

ΟΜΑΔΑ Β. ΙΟΥΝΙΟΣ 2002


1. Έστω ότι φ1, φ2, φ3, …, φν,  α, β, ρ είναι θετικοί πραγματικοί και ισχύει ρ(1, ρ2 ( αρ+β και 1(φ1, φ2 . Επιπλέον για κάθε ν θετικό ακέραιο ισχύει φν+2 = αφν+1 +βφν . Να αποδειχθεί ότι για κάθε ν θετικό ακέραιο ισχύει φν ( ρ(ν-1) . (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Αρχή της καλής διάταξης ως προς ν)


2. Έστω ότι φ1, φ2, φ3, …, φν, … , είναι ακολουθία ακεραίων έτσι ώστε φ1 =φ2 =1  και φν+2 = φν+1 + φν όπου ν ένας θετικός ακέραιος. Να αποδειχθεί ότι αν ν θετικός ακέραιος τότε  

φ2-φ3 +φ4-φ5+ …+ φ2ν-φ2ν+1 = -φ2ν. (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Απλή επαγωγή ως προς ν)


3. Έστω ν ακέραιος (0 και αν είναι το πλήθος των επιλογών ν σφαιριδίων, από έναν σωρό που αποτελείται από 13 μοβ σφαιρίδια, 3 πράσινα, 4 γαλάζια  και 1 λευκό. Έστω Α= α0 + α1χ1+ α2χ2 + α3χ3 + …+ ανχν + … είναι η αντίστοιχη τυπική δυναμοσειρά
α) να βρεθεί η Α
β) να βρεθεί η Α όταν η επιλογή των ν σφαιριδίων γίνεται έτσι ώστε τουλάχιστον 2 είναι γαλάζια και τα λευκά είναι τουλάχιστον 1. 

γ) να βρεθεί η Α όταν η επιλογή των ν σφαιριδίων γίνεται έτσι ώστε τα μοβ που επιλέγονται είναι πολλαπλάσιο του τρία  και δεν υπάρχει κανένα λευκό. 


4. Έστω Χ ένα σύνολο μη κενό, Α, Γ υποσύνολα του μη κενά, τέτοια ώστε Α(Γ = ( και Α(Γ = Χ. Θεωρούμε την απεικόνιση Φ: Ρ(Α)(Ρ(Γ) ( Ρ(Χ), που έχει τύπο Φ(Μ, Ν)= Μ(Ν για κάθε Μ υποσύνολο του Α και κάθε Ν υποσύνολο του Γ. Τα Ρ(Α)(Ρ(Γ) και Ρ(Χ) είναι άλγεβρες Boole κατά τα ειωθότα. Να αποδειχθεί ότι
α) η Φ είναι ένα προς ένα (σαν απεικόνιση)

β) Αν χ, ψ ( Τα Ρ(Α)(Ρ(Γ) τότε ισχύει Φ(χ ( ψ) = Φ(χ) ( Φ(ψ). (ΦΙΛΙΚΗ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ-ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Σκεφθείτε, πως ορίζεται η δομή άλγεβρας boole στο Ρ(Α)(Ρ(Γ)). 

Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά. Επίσης παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις "μετράνε". Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους ... κοινής νοημοσύνης, δέον όπως επιδειχθεί αυτοσυγκράτηση εις το θέμα του καπνίσματος. 
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