ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ, 26-9-2001, ΟΜΑΔΑ Α

1. Εστω Ζ ο δακτύλιος των ακεραίων. Μία εν-προς-εν απεικόνηση φ: Ζ(Ζ ονομάζεται Τύπου 1, αν έχει τις παρακάτω ιδιότητες : Για κάθε α, β ακεραίους ισχύουν φ(α+β)=φ(α)+φ(β) και φ(αβ)=φ(α)φ(β). Να περιγραφούν λεπτομερώς όλες οι απεικονήσεις Τύπου 1. 

2. Έστω Α είναι ένα τυχόν υποσύνολο των θετικών ακεραίων που έχει τις ιδιότητες : α) Τα 1 και 2 ανήκουν στο Α, β) αν χ είναι ένας θετικός ακέραιος και τα χ και (χ+1) ανήκουν στο Α τότε και το (χ+2) ανήκει στο Α. Ερωτάται, υπάρχει τέτοιο Α, που να ΜΗΝ περιέχει όλους τους θετικούς ακεραίους ? (ΠΡΟΣΟΧΗ. Απαιτείται ΑΥΣΤΗΡΗ απόδειξη, όχι απλή διαίσθηση !). 


3. Δίδεται μια ακολουθία πραγματικών αριθμών, α1, α2, ..., αν, ..., τέτοιοι ώστε α1=1, α2= -1, και για ν>2 ισχύει αν = 3αν-1 -(α1αν-2 + α2αν-3 + ... +αν-2α1 )+2. Έστω η δυναμοσειρά  Ψ(χ)= α1χ + α2χ2 + ...+ ανχν +... . Να αποδειχθεί ότι η Ψ(χ) ικανοποιεί εξίσωση του τύπου Α(χ)(Ψ(χ))2 +Β(χ)Ψ(ψ)+Γ(χ)=0, όπου τα Α(χ), Β(χ) και Γ(χ) είναι πηλίκα πολυωνύμων (δηλ. Ρητές εκφράσεις), τα οποία και να βρεθούν. (ΦΙΛΙΚΟ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΟ ΕΝΑΥΣΜΑ: θεωρείστε την (Ψ(χ))2 )


4. Έστω φ : Β(Γ είναι ένας οιοσδήποτε ομομορφισμός αλγεβρών Boole, και Δ είναι μία οιαδήποτε υποάλγεβρα Boole της Γ. Θεωρούμε το υποσύνολο της Β, το φ-1(Δ). Ερωτάται, υπό τις παραπάνω συνθήκες, είναι πάντα το φ-1(Δ) μία υποάλγεβρα Boole της Β ?. 

[image: image1.wmf]Παρακαλείσθε να αναγράψετε ΑΜΕΣΑ, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά. Επίσης παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις λαμβάνονται υπ όψη. Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους ... κοινής νοημοσύνης, δέον όπως επιδειχθεί αυτοσυγκράτηση εις το θέμα του καπνίσματος. 

Κατά τα αλλά, εύχομαι καλή επιτυχία σε όλους(-ες)

ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ, 26-9-2001, ΟΜΑΔΑ Β

1. Εστω  Μ={α+βi : α, β είναι ακέραιοι},  είναι το σύνολο των Ακεραίων Μιγαδικών. (Το i είναι ο γνωστός φανταστικός). Μία απεικόνηση επί, φ: Μ(Μ, ονομάζεται Τύπου 1, αν έχει τις παρακάτω ιδιότητες : Ισχύει φ(i)= -i , και για κάθε α, β στο Μ, ισχύουν φ(α+β)=φ(α)+φ(β) και φ(αβ)=φ(α)φ(β). Να περιγραφούν λεπτομερώς όλες οι απεικονήσεις Τύπου 1. (ΦΙΛΙΚΟ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΟ ΕΝΑΥΣΜΑ: Τι μπορει να είναι το φ(1)? )


2. . Έστω D είναι μία περιοχή με διάταξη, ν ένας θετικός ακέραιος και α1, α2, α3, …, αν-1, αν, είναι ν διαφορετικά μεταξύ τους στοιχεία της D. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει θετικός ακέραιος σ, μικρότερος η ίσος του ν, τέτοιος ώστε οι (ασ-ακ) είναι θετικοί για κάθε θετικό ακέραιο κ που είναι μικρότερος η ίσος του ν και διάφορος του σ. Περαιτέρω ερωτάται, είναι δυνατόν να υπάρχουν περισσότεροι του ενός τέτοιοι σ με τις παραπάνω ιδιότητες ?. (ΠΡΟΣΟΧΗ. Απαιτείται ΑΥΣΤΗΡΗ απόδειξη, όχι απλή διαίσθηση !). 


3. Δίδεται μια ακολουθία πραγματικών αριθμών, α1, α2, ..., αν, ..., τέτοιοι ώστε α1=2, α2=1, και για ν>2 ισχύει αν = -αν-1 + (α1αν-2 + α2αν-3 + ... +αν-2α1 )-1. Έστω η δυναμοσειρά Ψ(χ)= α1χ + α2χ2 + ...+ αν,χν +... . Να αποδειχθεί ότι η Ψ(χ) ικανοποιεί εξίσωση του τύπου Α(χ)(Ψ(χ))2 +Β(χ)Ψ(ψ)+Γ(χ)=0, όπου τα Α(χ), Β(χ) και Γ(χ) είναι πηλίκα  πολυωνύμων (δηλ. Ρητές εκφράσεις), τα οποία και να βρεθούν. (ΦΙΛΙΚΟ-ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΟ ΕΝΑΥΣΜΑ: θεωρείστε την (Ψ(χ))2 )

4. . Έστω φ : Α(Β είναι ένας οιοσδήποτε ομομορφισμός αλγεβρών Boole, και Γ είναι μία οιαδήποτε υποάλγεβρα Boole της Α. Θεωρούμε ένα οιοδήποτε υποσύνολο της Β, το φ(Γ). Ερωτάται, υπό τις παραπάνω συνθήκες, είναι πάντα το φ(Γ) μία υποάλγεβρα Boole της Β ?. 

Παρακαλείσθε να αναγράψετε ΑΜΕΣΑ, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά. . Επίσης παρακαλείσθε να έχετε πάνω στο έδρανο σας φοιτητική και αστυνομική ταυτότητα. Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, αφ ης δοθούν τα θέματα.. Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις "μετράνε". Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους ... κοινής νοημοσύνης, δέον όπως επιδειχθεί αυτοσυγκράτηση εις το θέμα του καπνίσματος. 

Κατά τα αλλά, εύχομαι καλή επιτυχία σε όλους(-ες)
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