ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ, 15-6-99, ΟΜΑΔΑ Α

1. Εστω Φ είναι μία συνάρτηση με πεδίο ορισμού το σύνολο των πραγματικών αριθμών, που παίρνει τιμές σε μία ΠΕΡΙΟΧΗ με ΔΙΑΤΑΞΗ, και αν α, β είναι ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ τότε ισχύει 2Φ((α+β)/2)(Φ(α)+Φ(β). Εστω ν θετικός ακέραιος και α1, α2, …αν, είναι πραγματικοί αριθμοί. Να αποδειχθεί ότι  νΦ((α1+α2+…+αν)/ν)( Φ(α1)+Φ(α2)+ …Φ(αν).(ΦΙΛΙΚΗ ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Προσπαθείστε να αποδείξετε πρώτα την πρόταση για ν=2κ, κλπ ) 

2. Εστω ν, κ είναι  ακέραιοι με κ>0, ν>-1, και α(ν,κ) είναι το πλήθος των διαφορετικών τρόπων με τους οποίους ν όμοιες μπάλλες μπορούν να τοποθετηθούν σε κ ανόμοια κουτιά, (που είναι αριθμημένα 1ο, 2ο, 3ο, …κ-οστο), έτσι ώστε το κ-οστο κουτί περιέχει τουλάχιστον 4 μπάλλες. Να υπολογισθεί (δηλαδή, να βρεθεί ένας τύπος), το α(ν, κ). 

3. Έστω Β μία πεπερασμένη ΑΛΓΕΒΡΑ Boole, Α το σύνολο των ΑΤΟΜΩΝ της και Φ:P(Α)(B είναι η απεικόνιση που ορίζεται με τον τύπο, αν Γ={γ1, γ2, … γκ }(Α τότε Φ(Γ)=γ1Vγ2V…Vγκ . Να αποδειχθεί ότι η Φ είναι ένα προς ένα. (ΦΙΛΙΚΗ ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Έστω Γ, Δ είναι υποσύνολα του Α, τέτοια ώστε Φ(Γ)=Φ(Δ) και υπάρχει κάποιο στοιχείο του γ του Γ που δεν ανήκει στο Δ. Καταλήξτε σε άτοπο.)

4. Εστω ν ένας θετικός ακέραιος, ο οποίος διαιρείται διά α2, όπου α ακέραιος με α>1. Εστω Δ είναι το σύνολο των θετικών ακεραίων που διαιρούν το ν. Αν χ,ψ(Δ ορίζουμε χVψ=ΕΛΑΧΙΣΤΟ ΚΟΙΝΟ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΟ των χ και ψ, χΛψ=ΜΕΓΙΣΤΟΣ ΚΟΙΝΟΣ ΔΙΑΙΡΕΤΗΣ των χ και ψ, και χ΄=ν/χ. Σας ερωτώ, είναι αλήθεια ότι για κάθε χ(Δ, ισχύει χVχ΄=ν ?

[image: image1.wmf]Παρακαλείσθε να αναγράψετε άμεσα, στην άνω δεξιά γωνία της πρώτης σελίδας της κόλλας σας, την ομάδα θεμάτων που σας αφορά, (δηλαδή Α η Β) και επίσης παρακαλείσθε ο Αριθμός Μητρώου σας να γραφεί καθαρά. Επίσης παρακαλείσθε να λάβετε υπ όψιν ότι: Η διάρκεια της εξέτασης είναι  2.00΄ ώρες, "καθαρά". Τα θέματα είναι ισοδύναμα. Προσπαθήστε να είστε αναλυτικοί, σαφείς, πειστικοί. Οι απαντήσεις σας πρέπει να είναι σαφώς τεκμηριωμένες. Μόνον οι τεκμηριωμένες απαντήσεις "μετράνε". Είναι εξ ίσου δεκτή οποιαδήποτε τεκμηριωμένη απάντηση. Δια λόγους ... κοινής νοημοσύνης, δέον όπως επιδειχθεί αυτοσυγκρατήσεις εις το θέμα του καπνίσματος. 
ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ, 15-6-99, ΟΜΑΔΑ Β

1. Εστω Φ είναι μία συνάρτηση με πεδίο ορισμού το σύνολο των πραγματικών αριθμών, που παίρνει τιμές σε μία ΠΕΡΙΟΧΗ με ΔΙΑΤΑΞΗ, και αν α, β είναι ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ τότε ισχύει Φ(α)+Φ(β)(2Φ((α+β)/2). Εστω ν θετικός ακέραιος και α1, α2, …αν, είναι πραγματικοί αριθμοί. Να αποδειχθεί ότι  Φ(α1)+Φ(α2)+…+Φ(αν)(νΦ((α1+α2+…+αν)/ν).(ΦΙΛΙΚΗ ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΗ ΣΥΜΒΟΥΛΗ. Προσπαθείστε να αποδείξετε πρώτα την πρόταση για ν=2κ, κλπ ) 

2. Εστω ν, κ είναι  ακέραιοι με κ>0, ν>-1, και α(ν,κ) είναι το πλήθος των διαφορετικών κ-αδων ακεραίων αριθμών (χ1, χ2, … χκ ), τέτοιων ώστε 0( χ1, χ2, … χκ , χ1+χ2+…+χκ=ν, και χ1>2.  Να υπολογισθεί (δηλαδή, να βρεθεί ένας τύπος), το α(ν, κ). 

3. Έστω Β μία πεπερασμένη ΑΛΓΕΒΡΑ Boole, Α το σύνολο των ΑΤΟΜΩΝ της και Φ:P(Α)(B είναι η απεικόνιση που ορίζεται με τον τύπο, αν Γ={γ1, γ2, … γκ }(Α τότε Φ(Γ)=γ1Vγ2V…Vγκ . Να αποδειχθεί ότι η Φ είναι επί. 

4. Εστω ν ένας θετικός ακέραιος, ο οποίος διαιρείται διά α2, όπου α ακέραιος με α>1. Εστω Δ είναι το σύνολο των θετικών ακεραίων που διαιρούν το ν. Αν χ,ψ(Δ ορίζουμε χVψ=ΕΛΑΧΙΣΤΟ ΚΟΙΝΟ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΟ των χ και ψ, χΛψ=ΜΕΓΙΣΤΟΣ ΚΟΙΝΟΣ ΔΙΑΙΡΕΤΗΣ των χ και ψ, και χ΄=ν/χ. Σας ερωτώ, είναι αλήθεια ότι για κάθε χ(Δ, ισχύει χΛχ΄=1 ?
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