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PROLOGOS TOU EPIBLEPONTA THS METAFRASHS

H tanustik  an�lush eÐnai ènac kl�doc, ex olokl rou susqetismènoc me è-
na palaiì prìblhma twn kaloÔmenwn diaforik¸n analloÐwtwn thc gewmetrÐac
Riemann. Oi diaforikèc analloÐwtec eÐqan eisaqjeÐ apì touc Riemann, Bel-
trani, Christoffelkai Lipschiz. H nèa morf  touc eis qjh apì ton Ricci(1853-
1925), pou diereÔnhse gewmetrikèc idiìthtec kai thn diatÔpwsh fusik¸n nìmwn
me trìpo anex�rthto apì to sÔsthma suntetagmènwn (1887-1896) kai èdwse
thn pr¸th susthmatik  ergasÐa tou to 1892, me efarmogèc thc sth Diaforik 
GewmetrÐa kai sthn Fusik .
To ìnoma tanustik  an�lush dìjhke apì ton Albert Einstein(1879-1955) to
1916. 'Enac tanÔshc eÐnai èna sÔnolo sunart sewn (sunistws¸n), kajori-
smènwn wc proc èna sÔsthma suntetagmènwn, oi opoÐec metasqhmatÐzontai di'
allag c twn suntetagmènwn sÔmfwna me orismènouc nìmouc. K�je sunist¸sa
sto èna sÔsthma eÐnai grammik  omogen c sun�rthsh twn sunistws¸n tou �l-
lou sust matoc suntetagmènwn. An oi sunist¸sec tou enìc tanust  eÐnai Ðsec
me tic sunist¸sec tou �llou tanust  sto Ðdio sÔsthma, ja eÐnai Ðsec se ìla
ta sust mata. H isìthta tìte twn tanust¸n eÐnai analloÐwth wc proc thn
allag  tou sust matoc suntetagmènwn. Akìma, h fusik , gewmetrik ,   ka-
jar� majhmatik  shmasÐa enìc tanust , diathreÐtai analloÐwth me thn allag 
sust matoc. To teleutaÐo autì eÐnai zwtikì gia th JewrÐa thc Sqetikìth-
tac, ìpou oi "antikeimenikoÐ� fusikoÐ nìmoi eÐnai anex�rthtoi apì th jèsh tou
parathrht , dhlad  apì to sÔsthma suntetagmènwn kai gi' autì parist�non-
tai apì tanustèc.
Me b�sh touc tanustèc, diamorf¸netai ènac nèoc trìpoc diatup¸sewc thc
gewmetrÐac Riemannkai idiaitèrwc thc kampulìthtac tou q¸rou.
O EinsteinqrhsimopoÐhse tanustèc tou 4-q¸rou gia na ekfr�sei thn ka-
mpulìthta thc gewmetrÐac Riemannkai idiaitèrwc thc kampulìthtac tou qwro-
qrìnou.
Oi Ricci-Curbastrokai Tullio Levi-Civita(1873-1941) èdeixan mèjodo, dia thc
opoÐac diaforikèc exis¸seic me merikèc parag¸gouc kai fusikoÐ nìmoi mporoÔn
na ekfrastoÔn tanustik¸c, ¸ste na diatup¸nontai anex�rthta apì to sÔsth-
ma suntetagmènwn (1901).
'Etsi h tanustik  an�lush qrhsimopoi jhke gia thn èkfrash tou majhmatik¸c
analloÐwtou twn fusik¸n nìmwn, polÔ qrìno prin o Einsteinthn qrhsimopoi -
sei gia touc skopoÔc tou.
Apì to 1901 wc to 1915 h tanustik  an�lush periorizìtan se èna mikrì kÔklo
majhmatik¸n. To 1916 o Einstein me thn èreun� tou �llaxe thn eikìna thc
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katast�sewc kai diatÔpwse th Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac. Oi majh-
matikoÐ tìte exepl�ghsan apì th gewmetrÐa pou autìc ef�rmose sth jewrÐa
tou.
H eidik  jewrÐa thc Sqetikìthtac tou Einsteinto 1905 diamorf¸jhke me th
qr sh dianusm�twn kai tanust¸n, all� h genik  perilamb�nontac tic idiì-
thtec twn 4-di�statwn pollaplot twn Riemanntou qwroqrìnou, apaitoÔse
eidikì logismì tanust¸n, susqetismèno me tic pollaplìthtec autèc. Autìc
o logismìc eÐqe  dh dhmiourghjeÐ, qwrÐc ìmwc na ton èqoun  dh prosèxei oi
fusikoÐ.
Me thn efarmog  twn tanust¸n kai thc gewmetrÐac Riemann sth jewrÐa
thc sqetikìthtac, anazwpur¸jhke to endiafèron gia thn tanustik  an�lush
kai thn gewmetrÐa aut .
To 1917 o Levi-CivitabeltÐwse th jewrÐa Ricci-Curbastro, afoÔ eis gage thn
ènnoia thc parall lou metatopÐsewc   metafor�c dianÔsmatoc.
Me thn JewrÐa thc Sqetikìthtac, dhmiourg jhke t�sh spoud c thc gewmetrÐac
Riemannh opoÐa od ghse sthn eisagwg  mh Riemanngewmetri¸n.
H gewmetrÐa Riemann kajorÐzei to susqetismì twn shmeÐwn me b�sh thn apì-
stas  touc.
To biblÐo tou M.C. Chaki apoteleÐ èna basikì eisagwgikì biblÐo ston tanu-
stikì logismì. O diakekrimènoc epist monac eÐqe did�xei epÐ seir� et¸n tanu-
stèc sto panepist mio thc Calcutta.
MÐa plhj¸ra ask sewn kai lumènwn paradeigm�twn apoteleÐ èna basikì er-
galeÐo gia thn katanìhsh tou tanustikoÔ logismoÔ qr simo se kl�douc, ìpwc
h Diaforik  GewmetrÐa, h Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac, h KosmologÐa, o
Hlektromagnhtismìc, h KosmologÐa, h Mhqanik  klp ElpÐzw ìti foithtèc kai
epist monec twn episthm¸n kurÐwc fusikoÐ kai majhmatikoÐ ja broun qr simo
to biblÐo tou M. Chakikai ja efodiasjoÔn me gn¸seic ston tanustikì logi-
smì aparaÐthtec gia na antepexèljoun se perissìtero proqwrhmènec ènnoiec
sthn eidikìthta pou touc endiafèrei. 'Eqontac thn epimèleia thc met�frashc
tou biblÐou Tensor CalculustouChaki ja  jela na euqarist sw ton Q�rh
Staurinì gia thn upomon  kai thn ergatikìthta sthn graf  ìlou tou keimè-
nou.

Aj na, 2009

Panagi¸thc Staurinìc
EpÐkouroc Kajhght c
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PROLOGOS THS 1hc EKDOSHS

Autì to biblÐo gr�fthke prokeimènou na qrhsimopoihjeÐ wc bo jhma sta
maj mata twn panepisthmÐwn thc IndÐac. Perièqei pènte kef�laia 0, I, II, III
kai IV , ek twn opoÐwn to kef�laio 0 k�nei mÐa eisagwg  sthn proèleush
kai th fÔsh thc ènnoiac tou tanust , en¸ to kef�laio I parèqei orismèna
proapaitoÔmena ergaleÐa pou ja qreiastoÔn sta epìmena kef�laia. Sto ke-
f�laio II anaptÔssetai h Tanustik  'Algebra se n di�stato q¸ro, en¸ sto
kef�laio III èqei epilegeÐ o q¸roc Riemann n diast�sewn gia thn an�ptuxh
tou TanustikoÔ LogismoÔ. Sto kef�laio IV gÐnetai mÐa efarmog  tou n−
di�statou q¸rou Riemann ston sun jh Dianusmatikì Logismì. Autì gÐnetai
prokeimènou na deÐxoume to mègejoc thc isqÔoc pou èqei o Tanustikìc Logi-
smìc.
'Eqei katablhjeÐ k�je prosp�jeia, prokeimènou na anaptuqjeÐ to jèma me
ènan austhrì trìpo. 'Opote jewr jhke anagkaÐo èqoun paratejeÐ exhg seic,
prokeimènou na diasfalisteÐ h saf neia. Gia thn apofug  parano sewn kai
l�joc entup¸sewn apì ton anagn¸sth, pareurÐskontai polu�rijmec shmei¸-
seic sto keÐmeno. EpÐshc, up�rqei meg�loc arijmìc lumènwn paradeigm�twn
kai ask sewn proc lÔsh me to apotèlesm� touc sto tèloc k�je kefalaÐou.
ElpÐzw ìti to biblÐo autì ja faneÐ qr simo ìqi mìno stouc proptuqiakoÔc
foithtèc, all� kai stouc metaptuqiakoÔc pou did�skontai th Diaforik  Gew-
metrÐa me th bo jeia tou TanustikoÔ LogismoÔ, all� kai stouc foithtèc
PoluteqneÐwn kai ìswn dÐnoun k�poiec sqetikèc exet�seic. Ja  jela na eu-
qarist sw thn Dr. Bandana Barua, EpÐkourh Kajhg tria sto Tm ma Jew-
rhtik¸n Majhmatik¸n, sto Panepist mio thc Calcuttagia tic polÔtimec upo-
deÐxeic thc gia th beltÐwsh tou biblÐou. Jèlw epÐshc na euqarist sw th De-
spoinÐda Manjusha Tarafdar, lèktora sto Ðdio Tm ma tou PanepisthmÐou thc
Calcutta , h opoÐa melèthse olìklhro to qeirìgrafo kai prìsfere k�poiec
polÔtimec upodeÐxeic.
Tèloc, ja  jela na deÐxw thn eugnwmosÔnh mou stouc ekdìtec kai tupogr�fouc
gia thn epimèlei� touc sthn èkdosh tou biblÐou autoÔ.
Kritikèc kai prot�seic gia th beltÐwsh tou biblÐou ja eÐnai euprìsdektec.

Calcutta, M.C. Chaki
Septèmbrioc,1987
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PROLOGOS THS 2hc EKDOSHS

Se aut  thn èkdosh èqoun prostejeÐ dÔo nèa kef�laia, ta kef�laia V
kai V I ta opoÐa èqoun na k�noun me th sun jh dianusmatik  an�lush se èna
trisdi�stato EukleÐdeio Q¸ro E3 se anafor� me kulindrik� polik� sust ma-
ta suntetagmènwn kai to teleutaÐo èqei na k�nei me th dianusmatik  an�lush
ston E3 se anafor� me kampulìgramma sust mata suntetagmènwn. EpÐshc,
k�poiec tropopoi seic èqoun gÐnei sto kef�laio trÐa. Autèc oi tropopoi seic
pou èginan prokeimènou na gÐnei to biblÐo kat�llhlo gia ta proptuqiak� kai
metaptuqiak� maj mata sta panepist mia thc IndÐac. Epiplèon, èqei auxh-
jeÐ o arijmìc twn lumènwn paradeigm�twn kai twn ask sewn, me th bo jeia
thc empeirÐac tou suggrafèa mèsa apì ta ereunhtik� tou �rjra. 'Ola ta tu-
pografik� l�jh thc pr¸thc èkdoshc èqoun diorjwjeÐ.

Ja  jela na euqarist sw idiaitèrwc dÔo apì touc palioÔc foithtèc mou
dr.Purnima Chakraborty kai dr.B.Chaki gia th bo jeia pou qrei�sthka gia
thn proetoimasÐa twn qeirogr�fwn twn kefalaÐwn V kai V I kai gia thn polÔ-
timh prosfor� touc sunolik�. Ja  jela epÐshc na euqarist sw to dr. A.
Konarkai dr. U.C.De , kai oi dÔo epÐkouroi kajhghtèc tou tm matoc Majh-
matik¸n sto Panepist mio Kalyani, oi di�basan ta qeirìgrafa twn kefalaÐwn
V kai V I kai prìsferan polÔtimec upodeÐxeic.

Tèloc, ja  jela na ekfr�sw thn eugnwmosÔnh mou stouc ekdìtec kai tu-
pogr�fouc gia thn �risth ergasÐa touc.

Kritikèc kai prot�seic gia th beltÐwsh tou biblÐou ja  tan euprìsdektec

Calcutta, M.C. Chaki
IoÔnioc, 1994
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EISAGWGH 1

EISAGWGH

0.1 Tanust c: H mèjodoc tou GenikoÔ DiaforikoÔ LogismoÔ dhmiourg -
jhke apì touc Gauss, Riemann, Chrisoffel kai Ricci. Se autìn to genikì lo-
gismì o Ricci èdwse to ìnoma <<Apìlutoc Diaforikìc Logismìc >> . H pr¸th
anafor� ∗ se autì to antikeÐmeno dhmosieÔthke apì ton Ricci kai ton majht 
tou Levi-Civita to 1901. O spoudaÐoc fusikìc krust�llwn W.Voigt tou Got-
tingen ìrise touc tanustèc kai touc èdwse autì to ìnoma sthn axioshmeÐwth
ergasÐa <<EgqeirÐdio thc Fusik c Krust�llwn >> dhmosieumèno to 1910†.To
pr¸to par�deigma enìc tanust  to opoÐo anagnwrÐzetai sth fusik   tan èna
sÔsthma t�sewn enìc paramorfwmènou stereoÔ. To ìnoma <<tanust c >>, ex
�llou, proèrqetai apì th lèxh tanÔw (dhlad  tent¸nw).

Oi ìroi <<tanust c >> kai <<tanustikìc logismìc >> eis qjhsan tautìqrona
sth melèth Apìlutou DiaforikoÔ LogismoÔ mazÐ me th dhmiourgÐa thc genik c
jewrÐac thc sqetikìthtac pou prot�jhke apì touc Einstein kai Grassman sto
koinì touc shmeÐwma <<Eisagwg  sth genik  sqetikìthta >> pou dhmosieÔthke
to 1914‡.O tanust c eÐnai mÐa genÐkeush tou ìrou di�nusma kai o Tanustikìc
Logismìc eÐnai mÐa genÐkeush tou dianusmatikoÔ logismoÔ.

0.2 Di�nusma enìc disdi�statou EukleÐdeiou q¸rou E2.

Se aut  thn par�grafo anafèroume pwc o ìroc tanust c mporeÐ na jewrhjeÐ
san mÐa genÐkeush tou ìrou di�nusma. Gi' autì xekin�me me èna EukleÐdeio
q¸ro E2 dÔo diast�sewn efodiasmèno me èna sÔsthma orjog¸niwn Karte-
sian¸n su-
ntetagmènwn. 'Estw Q kai P dÔo shmeÐa tou E2 me ta (x1, x2) kai ta (y1, y2) na
eÐnai oi antÐstoiqec suntetagmènec touc (dec eik.1). Q�rin eukolÐac paÐrnoume
tic suntetagmènec tou shmeÐou san (x1, x2), par' ìti eÐnai sunhjismèno na tic
paÐrnoume wc (x, y).

∗”Methdes de Calcul differentiel absolu et leurs applications”, Mathimatische Annalen,
Vol.54,1901

†Lehrbuch der Kristallphysik, Teubner, Berlin,1910.
‡Zeitschr. für Math. u. Phys. 62,1914.
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Tìte oi suntetagmènec enìc eujugr�mmou tm matoc PQ, dhlad  tou dianÔ-
smatoc

−→
PQ, eÐnai (x1 − y1, x2 − y2)

∗. Ekfr�zontac ta x1 − y1 kai x2 − y2 wc
z1 kai z2 antÐstoiqa oi suntetagmènec tou

−→
PQ mporoÔn na ekfrastoÔn wc

zi = xi−yi (1) i = 1, 2. 'Epeita jewroÔme ènan orjog¸nio metasqhmatismì
twn axìnwn suntetagmènwn pou dÐnetai wc

x̄1 = a11x1 + a12x2 + b1

x̄2 = a21x1 + a22x2 + b2

}
(2)

ìpou o pÐnakac
(

a11 a12

a21 a22

)
eÐnai orjog¸nioc me orÐzousa 1.

MporoÔme na ekfr�soume th (2) wc akoloÔjwc:

x̄i =
2∑

j=1

aijxj + bi (3)

ìpou (x̄1, x̄2), (ȳ1, ȳ2) oi suntetagmènec twn Q kai P sto nèo sÔsthma su-
ntetagmènwn. Tìte oi suntetagmènec tou dianÔsmatoc

−→
PQ sto nèo sÔsthma

suntetagmènwn eÐnai (x̄1−ȳ1, x̄2−ȳ2). Ekfr�zoume ta (x̄1−ȳ1) kai (x̄2−ȳ2) wc
z̄1 kai z̄2 antÐstoiqa. Tìte oi suntetagmènec tou

−→
PQ mporoÔn na ekfrastoÔn

wc z̄i = x̄i − ȳi (4) i = 1, 2
T¸ra apì thn (3) èqoume x̄i− ȳi = (

∑2
j=1 aijxj + bi)− (

∑2
j=1 aijyj + bi) =∑2

j=1 aij(xi − yj) =
∑2

j=1 aijzj (apì thn (1) ). Apì ed¸ h (4) mporeÐ na
grafeÐ wc

z̄i =
2∑

j=1

aijzj (5)

  wc z̄i =
2∑

j=1

∂x̄i

∂xj

zj (6) (∵ apì thn(3) èqoume aij =
∂x̄i

∂xj

)

H parap�nw exÐswsh deÐqnei ìti oi suntetagmènec enìc dianÔsmatoc
−→
PQ

tou E2 metasqhmatÐzontai sÔmfwna me èna prokajorismèno metasqhmatismì
pou dÐnetai apì thn (6), ìtan anafèrontai se èna nèo sÔsthma suntetagmè-
nwn. Autì epishm�njhke pr¸ta apì ton Felix Klein to 1872. SÔmfwna me
aut  thn parat rhsh èna di�nusma tou E2 mporeÐ na nohjeÐ wc èna antikeÐ-
meno to opoÐo prosdiorÐzetai se èna dosmèno sÔsthma suntetagmènwn apì èna
sÔnolo sunistws¸n, to opoÐo metasqhmatÐzetai sÔmfwna me to nìmo pou dÐne-
tai apì thn (6), ìtan anafèretai se èna nèo sÔsthma suntetagmènwn.

∗Chaki: ”A Text Book of Analytic Geometry” Vol.II (3rd edition)1991. Theorem 1.3
Part II Page 30



EISAGWGH 3

H shmasÐa tou parap�nw orismoÔ tou dianÔsmatoc brÐsketai sto gegonìc tou
ìti ènac tanust c mporeÐ na nohjeÐ wc mÐa genÐkeush tou dianÔsmatoc, ìtan
èna di�nusma prosdiorÐzetai me autì ton trìpo.
Epomènwc, deÐqnoume ìti se èna E2 up�rqoun antikeÐmena ta opoÐa pros-
diorÐzontai se èna dosmèno sÔsthma suntetagmènwn apì èna sÔnolo suni-
stws¸n, to opoÐo metasqhmatÐzetai sÔmfwna me sugkekrimènouc kanìnec ìtan
anafèrontai se èna nèo sÔsthma suntetagmènwn.
Sth sunèqeia, ektìc an dhlwjeÐ diaforetik�, èna di�nusma tou E2 tou opoÐou
oi sunist¸sec se èna dosmèno sÔsthma suntetagmènwn eÐnai A1, A2, ja gr�fe-
tai san di�nusma Ai.

'Ena antikeÐmeno proerqìmeno apì dÔo dianÔsmata:

'Estw Ai kai Bi dÔo dianÔsmata tou E2 kai èstw èna antikeÐmeno me
sunist¸sec

A1B1, A1B2, A2B1, A2B2

se èna dosmèno sÔsthma suntetagmènwn. Ekfr�zoume tic sunist¸sec Ai kai
Bi se èna �llo sÔsthma suntetagmènwn wc Āi kai B̄j antÐstoiqa. Tìte apì
thn (5) èqoume

Ai =
∑

aikAk kai Bj =
∑

ailBl k, l = 1, 2

Epomènwc AiBj =
∑

aikajlAkBl (7)

An ekfr�soume ta AkBl wc Ckl kai ta AiBj wc Cij, tìte mporoÔme na ekfr�-
soume thn (7) wc

Cij =
∑

aikajlCkl

  wc Cij =
∑ ∂x̄i

∂xk

∂x̄j

∂xl

Ckl (apì thn (3) ) (8)

'Etsi blèpoume ìti up�rqei èna antikeÐmeno me tic sunist¸sec Ckl se èna
dosmèno sÔsthma suntetagmènwn to opoÐo metasqhmatÐzetai sÔmfwna me to
nìmo pou dÐnetai apì thn (8), ìtan anafèretai se èna nèo sÔsthma suntetag-
mènwn.

'Ena antikeÐmeno proerqìmeno apì trÐa dianÔsmata:

Sth sunèqeia paÐrnoume trÐa dianÔsmata Ai, Bj kai Ck tou E2. 'Estw èna
antikeÐmeno me sunist¸sec tic

A1B1C1, A1B1C2, A1B2C1, A1B2C2,
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A2B2C2, A2B1C2, A2B2C1, A2B1C1

se èna dosmèno sÔsthma suntetagmènwn.
Ekfr�zoume wc Āi, B̄j, C̄k tic suntetagmènec twn Ai, Bj, Ck ìtan anafèrontai

se èna nèo sÔsthma suntetagmènwn. Tìte èqoume

Āi =
∑

ailAl, B̄j =
∑

ajmBm kai C̄k =
∑

akpCp l,m, p = 1, 2

Epomènwc,
ĀiB̄jC̄k =

∑
aikajmakpAlBmCp (9)

Dhl¸noume ta ĀiB̄jC̄k me d̄ijk kai ta AlBmCp me dlmp Tìte h (9) mporeÐ na
ekfrasteÐ wc

d̄ijk =
∑

ailajmakpdlmp

  wc d̄ijk =
∑ ∂xi

∂xl

∂xj

∂xm

∂xk

∂xp

dlmp (10)

'Etsi blèpoume ìti up�rqei èna antikeÐmeno me sunist¸sec dlmp se èna do-
smèno sÔsthma suntetagmènwn, oi opoÐec metasqhmatÐzontai sÔmfwna me to
nìmo pou dÐnetai apì thn (10), ìtan anaferìmaste se èna nèo sÔsthma sunte-
tagmènwn. ParomoÐwc, apì th je¸rhsh n dianusm�twn mporoÔme na deÐxoume
ìti up�rqei èna antikeÐmeno me sunist¸sec Dj1j2...jn se èna dosmèno sÔsthma
suntetagmènwn to opoÐo metasqhmatÐzetai sÔmfwna me to nìmo

Di1i2...in =
∑ ∂x̄i1

∂xj1

∂x̄i2

∂xj2

...
∂x̄in

∂xjn

Dj1j2...jn (11)

ìtan anafèretai se èna nèo sÔsthma suntetagmènwn. Apì tic (8), (10) kai
(11) èpetai ìti pèra apì ta dianÔsmata up�rqoun sto E2 �lla antikeÐmena,
ìpwc ekeÐna me sunist¸sec Ckl, dlmp, Dj1j2...jn se èna prokajorismèno sÔsthma
suntetagmènwn to opoÐo metasqhmatÐzetai sÔmfwna me touc nìmouc pou dÐno-
ntai apì tic (8), (10) kai (11) antÐstoiqa, ìtan anafèrontai se èna nèo sÔsthma
suntetagmènwn. An kai se pr¸th mati� autoÐ oi treic nìmoi deÐqnoun na eÐnai
diaforetikoÐ apì to nìmo gia èna di�nusma, lÐgo sullogismìc apokalÔptei
thn akìloujh tupik  omoiìthta se ìlouc touc jewroÔmenouc nìmouc

(i)Sthn perÐptwsh enìc dianÔsmatoc zj, mìno ènac ìroc tou tÔpou ∂x̄i

∂xj
em-

fanÐzetai se k�je ìro tou ajroÐsmatoc ekfr�zontac ton antÐ-
stoiqo nìmo,
(ii)Sthn perÐptwsh enìc antikeimènou me sunist¸sec Ckl, mìno dÔo ìroi tou
tÔpou ∂x̄i

∂xk

∂x̄j

∂xl
emfanÐzontai se k�je ìro thc �jroishc ekfr�zontac ton antÐ-
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stoiqo nìmo,
(iii) Sthn perÐptwsh enìc antikeimènou me sunist¸sec dlmp, mìno treic ìroi
tou tÔpou ∂x̄i

∂xl

∂x̄j

∂xm

∂x̄k

∂xp
emfanÐzontai se k�je ìro thc �jroishc ekfr�zontac ton

antÐstoiqo nìmo
kai
(iv)Sthn perÐptwsh enìc antikeimènou me sunist¸sec Dj1j2...jn ,mìno n ìroi
tou tÔpou ∂x̄i1

∂xj1

∂x̄i2

∂xj2
· · · ∂x̄in

∂xjn
emfanÐzontai se k�je ìro thc �jroishc ekfr�zo-

ntac ton antÐstoiqo nìmo.
Lìgw aut c thc omoiìthtac tÔpwn, antikeÐmena mazÐ me sunist¸sec Ckl, dlmp,
...Dj1j2...jn mporoÔn na perilhfjoÔn k�tw apì èna genikì ìro o opoÐoc mporeÐ
na diaqwristeÐ se diaforetikèc kl�seic sÔmfwna me ton arijmì twn deikt¸n
pou emfanÐzontai stic sunist¸sec touc.
Pr�gmati, ènac tètoioc genikìc ìroc eÐnai o ìroc tanust c kai antikeÐmena me
sunist¸sec Ckl, dlmp, ...Dj1j2...jn , zj kaloÔntai tanustèc t�xhc 2,3 ...n kai 1
antÐstoiqa. Me �lla lìgia, ènac tanust c tou E2 mporeÐ na nohjeÐ wc mÐa
genÐkeush tou dianÔsmatoc tou E2, h opoÐa anafèretai ston trìpo metasqh-
matismoÔ
'Enac tanust c tou E2 eÐnai ètsi apìrroia thc je¸rhshc orjog¸niou metasqh-
matismoÔ twn axìnwn suntetagmènwn. Parìmoia ènac Kartesianìc tanust c
tou En mporeÐ na lhfjeÐ san genÐkeush tou dianÔsmatoc tou En.
An jewr soume èna genikì q¸ro antÐ tou En, tìte o genikìc tanust c autoÔ
tou q¸rou mporeÐ na lhfjeÐ apì th je¸rhsh genikoÔ metasqhmatismoÔ tou
antÐstoiqou q¸rou.
Sqetik� me thn ènnoia tou tanust  mporoÔn na upogrammistoÔn ta akìlouja:
(a) Autìc eÐnai èna antikeÐmeno tou q¸rou kai exart�tai apì th fÔsh tou
metasqhmatismoÔ tou sust matoc suntetagmènwn kai th fÔsh tou nìmou sÔm-
fwna me ton opoÐo oi sunist¸sec tou se èna sÔsthma metasqhmatÐzontai, ìtan
anafèretai se èna �llo sÔsthma suntetagmènwn.
(b) Oi sunist¸sec enìc tanust  mporoÔn na epileqjoÔn aujaÐreta se opoiod -
pote sÔsthma suntetagmènwn. Oi sunist¸sec tou se k�je �llo sÔsthma eÐnai
tìte monadik� prosdiorismènec apì ton antÐstoiqo nìmo metasqhmatismoÔ.
(g) Oi sunist¸sec pou perigr�foun èna tanust  genik� all�zoun me thn al-
lag  tou sust matoc suntetagmènwn, all� h ousÐa enìc tanust  den all�zei
me thn allag  tou sust matoc suntetagmènwn.
(d) 'Enac tanust c anaparist� èna majhmatikì antikeÐmeno to opoÐo up�rqei
se èna shmeÐo ìpwc mÐa dÔnamh anaparist� èna fusikì antikeÐmeno to opoÐo
up�rqei se èna shmeÐo.
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0.3 Tanustikì PedÐo kai Tanustikìc Logismìc
An ènac tanust c prosdiorÐzetai se k�je shmeÐo tou q¸rou, lème ìti èqoume
èna tanustikì pedÐo sto q¸ro. O Tanustikìc Logismìc asqoleÐtai ousi-
wd¸c me th melèth twn tanustik¸n pedÐwn. Gia ton Tanustikì Logismì o
J.A. Schouten èdwse to ìnoma <<Logismìc Ricci >>. Ta onìmata - Genikìc Di-
aforikìc Logismìc, Apìlutoc Diaforikìc Logismìc kai Logismìc Ricci t¸ra
qrhsimopoioÔntai spanÐwc. AutoÐ oi ìroi èqoun t¸ra antikatastajeÐ apì
ton ìro <<Tanustikìc Logismìc >>. Fusik� kai gewmetrik� gegonìta èqoun
to qaralthristikì tou ìti an kai mporeÐ na èqoun kajoristeÐ apì th qrhsi-
mopoÐhsh susthm�twn suntetagmènwn ta perieqìmen� touc eÐnai anex�rthta
apì tètoia sust mata. Autì to qarakthristikì kuriarqeÐ epÐshc kai se èna
tanust , dhlad  an kai qrhsimopoioÔntai sust mata suntetagmènwn gia na
perigr�youn tanustèc, oi idiìthtèc touc eÐnai anex�rthtec apì ta sust mata
suntetagmènwn. Gia autì to lìgo o Tanustikìc Logismìc eÐnai èna idanikì
ergaleÐo gia th melèth gewmetrik¸n kai fusik¸n antikeimènwn.
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KEFALAIO I

ORISMENA PROAPAITOUMENA STOIQEIA

I.0 Se autì to kef�laio ja eis�goume thn ènnoia twn susthm�twn di-
afìrwn t�xewn kai ja jewr soume merikèc sumb�seic kai sÔmbola kai merik�
apotelèsmata stouc pÐnakec kai tic orÐzousec pou ja qrhsimopoioÔ-
ntai suqn� argìtera.

I.1 Sust mata diafìrwn t�xewn

Ac jewr soume dÔo posìthtec. Autèc mporoÔn na dhlwjoÔn me a1, a2

  me a1, a2∗. Sthn pr¸th perÐptwsh ja mporoÔn na anaparÐstantai me to
sÔmbolo ai kai sth deÔterh me to ai, ìpou to i paÐrnei timèc 1 kai 2. An
jewr soume tèsseric posìthtec, tìte mporoÔn na dhlwjoÔn me opoiod pote
apì touc parak�tw trìpouc:

(1) a11, a22, a12, a21

(2) a11, a22, a12, a21

(3) a1
1 , a2

2, a1
2, a2

1

'Etsi autèc mporoÔn na anaparastajoÔn apì ta sÔmbola me deÐktec aij, a
ij, ai

j

antÐstoiqa, ìpou k�je ènac apì touc deÐktec paÐrnei tic timèc 1 kai 2.
Tic ekfr�seic ai, a

i, aij, a
ij kai ai

j ja tic kaloÔme sust mata. K�je èna apì ta
ai kai ai kaleÐtai èna aplì sÔsthma   èna sÔsthma pr¸-
thc t�xewc tou opoÐou ta a1, a2 kai a1, a2 kaloÔntai oi antÐstoiqec sunist¸-
sec touc. K�je mÐa apì tic ekfr�seic aij, a

ij, ai
j kaleÐtai èna diplì sÔsth-

ma   èna sÔsthma deutèrac t�xewc tou opoÐou oi antÐstoiqec sunist¸sec
eÐnai a11, a22, a12, a21; a11, a22, a12, a21 kai a1

1, a
2
2, a

1
2, a

2
1. Me parìmoio trìpo

èkfrashc mporoÔme na p�roume èna sÔsthma m-st c t�xewc. EÐnai eÔkolo
na doÔme ìti o arijmìc twn sunistws¸n enìc sust matoc exart�tai apì thn
t�xh kai apì ton arijmì twn tim¸n twn opoÐwn oi deÐktec mporoÔn na p�roun.
'Etsi an o deÐkthc   o kajènac apì touc deÐktec enìc sust matoc mporoÔn na
p�roun timèc 1 kai 2, tìte o arijmìc twn sunistws¸n eÐnai 2, 22   23 sÔmfwna
me to an eÐnai pr¸thc, deutèrac   trÐthc t�xewc. Genik�, an oi deÐktec tou
sust matoc mporoÔn na p�roun tic timèc 1,2,3...n, tìte o arijmìc twn suni-

∗prèpei na jumìmaste ìti sta a1 kai a2 de shmaÐnei ìti to a uy¸netai sth dÔnamh 1 kai
2, all� ta 1 kai 2 qrhsimopoioÔntai gia na diaqwrÐsoume tic dÔo posìthtec.



8 TANUSTIKOS LOGISMOS

stws¸n eÐnai n, n2,n3 ktl. sÔmfwna me to an eÐnai pr¸thc, deutèrac, trÐthc
t�xewc ktl.
ShmeÐwsh 1: Wc èna sÔsthma t�xewc mhdèn, mporoÔme na ennooÔme mÐa apl  posìthta

pou den èqei deÐktec, ìpwc h a.

ShmeÐwsh 2: Oi p�nw kai k�tw deÐktec enìc sust matoc kaloÔntai kai oi deÐktec thc

antalloi¸thtac kai sunalloi¸thtac antÐstoiqa. 'Etsi gia èna sÔsthma Ai
jk o deÐkthc i

eÐnai o deÐkthc thc antalloi¸thtac kai oi deÐktec j, k eÐnai deÐktec thc sunalloi¸thtac.

Epomènwc, to sÔsthma Aij kaleÐtai èna antalloÐwto sÔsthma, to sÔsthma Aij kaleÐtai èna

sunalloÐwto sÔsthma kai to sÔsthma Ai
j kaleÐtai èna meiktì sÔsthma.

I.2 SÔmbash 'Ajroishc

Ac jewr soume mÐa �jroish
∑n

i=1

∑n
k=1 aikx

ixk. Prokeimènou na apofÔ-
goume autìn ton �komyo trìpo èkfrashc qrhsimopoi¸ntac ta (S) mporoÔme na
qeiristoÔme th sÔmbash pou qrhsimopoÐhse o A.Einstein h opoÐa onom�sthke
sÔmbash �jroishc tou Einstein.

Boubìc deÐkthc: 'Otan se mÐa èkfrash me deÐktec ènac deÐkthc emfanÐze-
tai mia for� san ènac k�tw deÐkthc kai p�li san ènac �nw deÐkthc, tìte o
deÐkthc kaleÐtai boubìc. 'Etsi sthn èkfrash aix

i o deÐkthc i eÐnai boubìc kai
sthn èkfrash aikx

ixk amfìteroi oi deÐktec i kai k eÐnai bouboÐ.
EleÔjeroc deÐkthc: An se mÐa èkfrash me deÐktec ènac deÐkthc den eÐnai
boubìc, tìte kaleÐtai eleÔjeroc. 'Etsi sthn èkfrash aikx

i o deÐkthc i eÐnai
boubìc, en¸ o k eÐnai eleÔjeroc.
H sÔmbash �jroishc mporeÐ t¸ra na ekfrasjeÐ wc ex c: An se mÐa èkfrash
me deÐktec emfanÐzetai ènac boubìc deÐkthc tìte h èkfrash prèpei na jewrhjeÐ
san mÐa �jroish kai ajroÐzetai dÐnontac sto deÐkth ìlec tic timèc pou mporeÐ
na p�rei. 'Etsi h èkfrash aix

i sthn opoÐa emfanÐzetai ènac boubìc deÐkthc i,
ja eÐnai sÔmfwna me aut  thn ènnoia sÔmbashc, h �jroish

a1x
1 + a2x

2 + ... + anx
n (1)

an o deÐkthc i mporeÐ na p�rei ìlec tic timèc apì 1 èwc n. ParomoÐwc,
sÔmfwna me aut  th sÔmbash h �jroish

∑n
i=1

∑n
k=1 aikx

ixk mporeÐ na grafteÐ
san aikx

ixk, epeid  se aut  thn èkfrash emfanÐzontai dÔo bouboÐ deÐktec i
kai k.

ShmeÐwsh 1. Shmei¸netai ìti to ìnoma boubìc eÐnai kat� k�poio trìpo ekfrastikì
kat� lèxh, epeid  ènac tètoioc deÐkthc den ephre�zei thn allag  sumbìlwn. 'Etsi sthn
�jroish aix

i o boubìc deÐkthc i mporeÐ na antikatastajeÐ apì èna �llo gr�mma k, ètsi
aix

i = akxk. Aut  h idiìthta enìc bouboÔ deÐkth eÐnai an�logh thc idiìthtac mÐac metabl-
ht c mÐac olokl rwshc enìc orismènou oloklhr¸matoc, p.q.∫ b

a

f(x)dx =
∫ b

a

f(y)dy (2)
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ShmeÐwsh 2. Epimènoume sthn upenjÔmish tou ìti an se mÐa èkfrash emfanÐzontai dÔo

bouboÐ deÐktec, tìte autoÐ oi deÐktec de mporoÔn na dhlwjoÔn me to Ðdio gr�mma. 'Etsi sthn

èkfrash aijx
ixj sthn opoÐa i kai j eÐnai dÔo bouboÐ deÐktec, to Ðdio gr�mma k de mporeÐ

na qrhsimopoihjeÐ gia i kai j p.q. aijx
ixj de mporeÐ na grafeÐ wc akkxkxk. Epiplèon, an

se mÐa èkfrash emfanÐzontai kai bouboÐ kai eleÔjeroi deÐktec, tìte oi bouboÐ deÐktec de

mporoÔn na dhlwjoÔn apì èna gr�mma pou dhl¸nei eleÔjero deÐkth. 'Etsi sthn èkfrash

aikxk o boubìc deÐkthc k de mporeÐ na dhlwjeÐ apì to gr�mma i to opoÐo eÐnai ènac eleÔ-

jeroc deÐkthc p.q. to aikxk de mporeÐ na grafeÐ wc aiix
i.

I.3 SÔmbola tou Kronecker

Se aut  thn par�grafo ja jewr soume èna eidikì sÔsthma deutèrou baj-
moÔ (dec I.1) ekfrazìmeno wc δi

j, i, j = 1, ...n to opoÐo prosdiorÐzetai wc
akoloÔjwc:

δi
j = 1 gia i = j
= 0 gia i 6= j

}
(1.1)

'Ena tètoio sÔsthma kaleÐtai sÔmbolo tou Kronecker.KaleÐtai epÐshc kai
dèlta tou Kronecker.
MporoÔme t¸ra na jewr soume merikèc idiìthtec autoÔ tou sust matoc. An
x1, x2, ...xn eÐnai anex�rthtec metablhtèc tìte

∂xi

∂xj = 1 gia i = j
= 0 gia i 6= j

}

Epomènwc
∂xi

∂xj
= δi

j (1.2)

Akolouj¸ntac th sÔmbash tou Einstein paÐrnoume

δi
i = δ1

1 + δ2
2 + ... + δn

n = 1 + 1 + · · ·+ 1 = n (1.3)

Akìma, δi
ja

j = δi
1a

1 + δi
2a

2 + . . . δi
na

n

Epomènwc,δ1
j a

j = δ1
1a

1 + δ1
2a

2 + . . . δ1
na

n = δ1
1a

1 = a1

ParomoÐwc,δ2
j ai = a2, . . . δ

n
j = an

Epomènwc,δi
ja

j = ai (1.4)
ParomoÐwc, δi

jai = aj (1.5)
T¸ra, δi

jaik = δ1
j a1k + δ2

j a2k + ...δn
j ank

Epomènwc, δi
1aik = δ1

1a1k + δ2
1a2k + ...δn

1 ank = δ1
1a1k = a1k gia k�je k

ParomoÐwc, δi
2aik = a2k, . . . . . . δ

i
naik = ank gia k�je k
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Epomènwc, δi
jaik = ajk (1.6) ParomoÐwc, δi

jaki = akj (1.6') Me parìmoio
trìpo mporeÐ na deiqjeÐ ìti

δi
ja

jk = aik (1.7)

δi
ja

kj = aki (1.7′)

ShmeÐwsh1. Oi tÔpoi (1.4),(1.5),(1.6),(1.6'),(1.7),(1.7') deÐqnoun ìti to sÔmbolo δi
j mac

epitrèpei na antikatast soume èna deÐkth me k�poion �llo. Gia par�deigma, an se mÐa èk-
frash ajk jèloume na antikatast soume to j me to deÐkth i, tìte èqoume na pollaplasi�-
soume ajk me δi

j ètsi ¸ste ajkδi
j = aik (dec 1.7). Gia autì to lìgo to sÔmbolo δi

j merikèc
forèc kaleÐtai telest c antikat�stashc.

ShmeÐwsh 2. MazÐ me to δi
j akoloujoÔn dÔo sust mata deutèrac t�xewc pou qrhsi-

mopoioÔntai merikèc forèc:

δij = δij = δi
j (1.8)

'Etsi, δij = 1 gia i = j
= 0 gia i 6= j

Akìma, δij = 1 gia i = j
= 0 gia i 6= j

Aut� ta sust mata kaloÔntai epÐshc kai sÔmbola tou Kronecker   dèlta tou Kronecker

Sust mata-e

Se aut  thn par�grafo ja jewr soume tèssera eidik� sust mata, dÔo
apì ta opoÐa eÐnai deutèrac t�xewc kai dÔo apì aut� trÐthc t�xewc. Ana-
parist¸ntai me eij, eij kai eijk,eijk antÐstoiqa. Stic pr¸tec dÔo peript¸seic
oi deÐktec paÐrnoun timèc 1 kai 2 en¸ stic teleutaÐec dÔo paÐrnoun timèc 1,
2, 3. Epomènwc, o arijmìc twn sunistws¸n se k�je mia apì tic dÔo pr¸tec
eÐnai 4 kai twn epìmenwn dÔo 27 (dec I.1). Ta sust mata prosdiorÐzontai wc
akoloÔjwc:

e11 = 0, e22 = 0, e12 = 1, e21 = −1
e11 = 0, e22 = 0, e12 = 1, e21 = −1

}
(1.9)

(1.10)

e123 = e231 = e312 = 1
e213 = e321 = e132 = −1

kai oi enapomeÐnasec 21 sunist¸sec eÐnai mhdèn
e123 = e231 = e312 = 1

e213 = e321 = e132 = −1
kai oi enapomeÐnasec 21 sunist¸sec eÐnai mhdèn


(1.11)

(1.12)

Aut� ta sust mata kaloÔntai sust mata e deutèrac kai trÐthc t�xewc
antÐstoiqa.
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Me tètoiou tÔpou sust mata kai to d tou Kronecker , oi apodeÐxeic enìc arij-
moÔ idiot twn twn orizous¸n eÐnai axioshmeÐwta aplopoihmènec. EÐnai epÐshc
qr sima gia sÔntomh graf  diaforetik¸n ekfr�sewn shmantik¸n gia th jew-
rÐa twn orizous¸n. MporoÔme t¸ra na epalhjeÔsoume merik� apotelèsmata
twn susthm�twn−e deutèrac kai trÐthc t�xewc.

sust mata−e deutèrac t�xewc:
'Estw

∣∣ai
j

∣∣ =

∣∣∣∣a1
1 a1

2

a2
1 a2

2

∣∣∣∣
Tìte

∣∣ai
j

∣∣ = a1
1a

2
2 − a1

2a
2
1 = e12a

1
1a

2
2 + e21a

2
1a

1
2 (∵ e12 = 1 kai e21 = −1)

= eija
i
1a

j
2 (1.13) (apì th sÔmbash �jroishc)

ParomoÐwc mporeÐ na deiqjeÐ ìti

∣∣ai
j

∣∣ = eija1
i a

2
j (1.14)

Ac jewr soume t¸ra thn èkfrash eija
i
pa

j
q, ìpou oi deÐktec p kai q eÐnai

eleÔjeroi kai mporoÔn na touc anatejoÔn oi timèc 1 kai 2.
'Eqoume eija

i
1a

j
2 = e12a

1
1a

2
2 + e21a

2
1a

1
2 = e12a

1
1a

2
2 − e12a

2
1a

1
2 = e12

∣∣ai
j

∣∣
'Etsi, eija

i
1a

j
2 = e12

∣∣ai
j

∣∣ (1.15)
ParomoÐwc, eija

i
2a

j
1 = e21

∣∣ai
j

∣∣ (1.16)
Apì tic (1.15) kai (1.16) mporoÔme na gr�youme

eija
i
pa

j
q = epq

∣∣ai
j

∣∣
  epq

∣∣ai
j

∣∣ = eija
i
pa

j
q (1.17)

Parìmoia mporeÐ na deiqjeÐ ìti∣∣ai
j

∣∣ epq = eijap
i a

q
j (1.18)

sust mata −e trÐthc t�xewc:

An p�roume
∣∣ai

j

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a1

1 a1
2 a1

3

a2
1 a2

2 a2
3

a3
1 a3

2 a3
3

∣∣∣∣∣∣
tìte mporeÐ na deiqjeÐ ìti ìpwc stic peript¸seic twn (1.13),(1.14),(1.17) kai
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(1.18) lamb�nontai ta akìlouja apotelèsmata:∣∣ai
j

∣∣ = eijka
i
1a

j
2a

k
3 (1.19)∣∣ai

j

∣∣ = eijka1
i a

2
ja

3
k (1.20)∣∣ai

j

∣∣ epqr = eijka
i
pa

j
qa

k
r (1.21)∣∣ai

j

∣∣ epqr = eijkap
i a

q
ja

r
k (1.22)

ShmeÐwsh 1. Oi parap�nw orismoÐ susthm�twn−e deutèrac kai trÐthc t�xewc mporoÔn
profan¸c na epektajoÔn ston prosdiorismì susthm�twn−e n−hc t�xewc ei1i2...in

kai
ei1i2...in perikleÐontac n deÐktec kai an

∣∣ai
j

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1
1 a1

2 a1
n

a2
1 a2

2 a2
n

... ... ...
an
1 an

2 an
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
tìte ta apotelèsmata mporoÔn na lhfjoÔn parìmoia me tic (1.19),(1.20),(1.21) kai (1.22).
ShmeÐwsh 2. To ginìmeno ei1i2...inej1j2...jn

kaleÐtai genikeumèno dèlta tou Kronecker kai
ekfr�zetai me to sÔmbolo δi1i2...in

j1j2...jn
.

'Etsi ta eijkepqr kai eijepq eÐnai genikeumèna dèlta tou Kronecker kai ekfr�zontai me
ta sÔmbola δijk

pqr kai δij
pq antÐstoiqa.

MporeÐ na deiqjeÐ ìti ìtan oi deÐktec paÐrnoun timèc apì 1 èwc 3, to δij
pq èqei tic akìloujec

timèc:

1) eÐnai Ðso me mhdèn ìtan i = j   p = q   ìtan i, j kai p, q den sqhmatÐzontai apì touc
Ðdiouc arijmoÔc.

2) 'Otan i, j kai p, q sqhmatÐzontai apì touc Ðdiouc arijmoÔc, autì eÐnai = +1   −1
sÔmfwna me to an ta ij eÐnai mÐa zug  met�jesh   mÐa peritt  met�jesh twn pq.

'Etsi δ11
pq = 0, δij

22 = 0, δ12
23 = 0, δ12

12 = 1, δ12
21 = −1 shmei¸netai ìti eijkepqk = δij

pq kai

eijkepjk = 2δi
p

I.5 Efarmogèc stouc pÐnakec kai stic orÐzousec susthm�twn
deutèrac t�xewc
EÐnai gnwstì ìti an to pedÐo tim¸n twn deikt¸n enìc sust matoc deutèrac
t�xewc eÐnai apì 1 èwc n, tìte o arijmìc twn sunistws¸n eÐnai n2 (dec I.1).
'Ena sÔsthma deutèrac t�xewc mporeÐ na eÐnai tri¸n tÔpwn, dhlad  ai

j, aij, kai
aij. Apì touc pÐnakec susthm�twn deutèrac t�xewc jewroÔme touc pÐnakec

a1
1 a1

2 a1
n

a2
1 a2

2 a2
n

... ... ...
an

1 an
2 an

n

 ,


a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

... ... ...
an1 an2 ann

 kai


a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

... ... ...
an1 an2 ann

 ,

kajènac apì touc opoÐouc eÐnai ènac n× n pÐnakac.
Ja epalhjeÔsoume t¸ra ta akìlouja apotelèsmata se pÐnakec kai orÐzousec
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susthm�twn deutèrac t�xewc. Ja qrhsimopoioÔntai suqn� sta epìmena.

(1) An ai
jb

j
p = ci

p, tìte (ai
j)(b

j
p) = (ci

p) kai
∣∣ai

j

∣∣ ∣∣bj
p

∣∣ =
∣∣ci

p

∣∣ (1.23)

(2) An aijb
ik = ck

j , tìte (bik)∗(aij) = (ck
j ) kai

∣∣bik
∣∣ |aij| =

∣∣ck
j

∣∣ (1.24)
ìpou (bik)∗ eÐnai o an�strofoc tou (bik)

(3) An ai
kb

p
jc

k
p = di

j, tìte (ai
k)(c

k
p)(b

p
j) = (di

j) kai |ai
k|

∣∣ck
p

∣∣ ∣∣bp
j

∣∣ =
∣∣di

j

∣∣ (1.25)

(4) An ap
i a

q
jbpq = dij, tìte (ap

i )
∗(bpq)(a

q
j) = (dij)

kai |ap
i | |bpq|

∣∣aq
j

∣∣ = |dij| (1.26)

(5) An ai
pa

j
qb

pq = dij, tìte (ai
p)(b

pk)(aj
q)

∗ = (dij)

kai
∣∣ai

p

∣∣ |bpq|
∣∣aj

q

∣∣ = |dij| (1.27)

MporoÔme na apodeÐxoume aut� ta apotelèsmata paÐrnontac to pedÐo tim¸n
twn deikt¸n apì 1 se 2. All� ta apotelèsmata isqÔoun, genik�, ìtan oi timèc
kumaÐnontai apì 1 èwc n.
PerÐptwsh (1). 'Eqoume ai

jb
j
p = ai

1b
1
p + ai

2b
2
p Apì ed¸, ci

p = ai
1b

1
p + ai

2b
2
p

Epomènwc,(
c1
1 c1

2

c2
1 c2

2

)
=

(
a1

1b
1
1 + a1

2b
2
1 a1

1b
1
2 + a1

2b
2
2

a2
1b

1
1 + a2

2b
2
1 a2

1b
1
2 + a2

2b
2
2

)
=

(
a1

1 a1
2

a2
1 a2

2

) (
b1
1 b1

2

b2
1 b2

2

)
Epomènwc (ci

p) = (ai
j)(b

j
p) PaÐrnontac thn orÐzousa k�je pleur�c paÐrnoume∣∣ci

p

∣∣ =
∣∣ai

j

∣∣ ∣∣bj
p

∣∣ (∵ |AB| = |A| |B|, ìpou A kai B eÐnai dÔo tetragwnikoÐ
pÐnakec). Autì eÐnai kai h apìdeixh thc (1.23).
PerÐptwsh(2). 'Eqoume aijb

ik = a1jb
1k + a2jb

2k. 'Ara ck
j = a1jb

1k + a2jb
2k

Epomènwc(
c1
1 c1

2

c2
1 c2

2

)
=

(
a11b

11 + a21b
21 a12b

11 + a22b
21

a11b12 + a21b
22 a12b

12 + a12b
22

)
=

(
b11 b12

b21 b22

) (
a11 a12

a21 a22

)
  (ck

j ) = (bik)∗(aij). PaÐrnontac tic orÐzousec stic dÔo pleurèc èqoume
∣∣ck

j

∣∣ =
|(bij)∗| |aij| (∵ |A∗| = |A|) Autì eÐnai kai h apìdeixh thn (1.24). Ta �lla trÐa
apotelèsmata mporoÔn na apodeiqjoÔn paromoÐwc.
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PARADEIGMATA

1. BreÐte ton arijmì twn sunistws¸n enìc sust matoc pèmpthc t�xewc
sto opoÐo k�je ènac apì touc deÐktec paÐrnei timèc apì 1 èwc 8.
O arijmìc twn sunistws¸n enìc sust matoc r-hc t�xewc sto opoÐo k�je
deÐkthc paÐrnei timèc apì 1 èwc n eÐnai nr. Ed¸ n = 8 kai r = 5. Epomènwc,
oi zhtoÔmenoi arijmoÐ eÐnai 85.
2. ProsdiorÐste ton arijmì twn tÔpwn enìc sust matoc tètarthc t�xewc.
'Ena sÔsthma tètarthc t�xewc perièqei 4 deÐktec. AutoÐ oi tèsseric deÐktec
mporoÔn na emfanÐzontai me touc akìloujouc trìpouc:

(1) 'Oloi touc na eÐnai �nw

(2) ” ” ” k�tw

(3) ènac apì autoÔc na eÐnai �nw kai oi enapomènontec treic na eÐnai k�tw

(4) dÔo apì autoÔc eÐnai �nw kai oi enapomènontec dÔo eÐnai k�tw

(5) treic apì autoÔc eÐnai �nw kai o enapomènwn ènac k�tw.

'Etsi up�rqoun pènte tÔpoi enìc sust matoc tet�rthc t�xewc,
dhlad  aijkl,aijkl,ai

jkl,a
ij
kl,a

ijk
l .

3. Ekfr�ste thn �jroish
∑n

i=1

∑n
j=1

∑n
k=1 aijku

iujuk qrhsimopoi¸ntac th
sÔmbash �jroishc.
AfoÔ k�je ènac apì touc deÐktec i, j, k emfanÐzetai dÔo forèc, mÐa san k�tw
deÐkthc kai mÐa p�li san �nw deÐkthc, h zhtoÔmenh èkfrash eÐnai h aijku

iujuk

4. Gr�yte ìlouc touc ìrouc thc �jroishc biju
ivj pou ekfr�zetai sth sÔmbash

�jroishc sthn opoÐa k�je deÐkthc paÐrnei timèc apì 1 èwc 3. Apì th stigm 
pou oi deÐktec i kai j eÐnai kai oi dÔo bouboÐ

biju
ivj =

3∑
i=1

3∑
j=1

biju
ivj

=
3∑

i=1

(bi1u
iv1 + bi2u

iv2 + bi3u
iv3)

=
3∑

i=1

bi1u
iv1 +

3∑
i=1

bi2u
iv2 +

3∑
i=1

bi3u
iv3

= (b11u
1v1+b21u

2v1+b31u
3v1)+(b12u

1v2+b22u
2v2+b32u

3v2)+(b13u
1v3+b23u

2v3+b33u
3v3)

= b11u
1v1+b22u

2v2+b33u
3v3+b12u

1v2+b21u
2v1+b13u

1v3+b31u
3v1+b23u

2v3+b32u
3v2
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5. Ektim sate to δi
rδ

r
j sto opoÐo oi deÐktec paÐrnoun ìlec tic timèc apì 1 èwc

n.
'Eqoume δi

rδ
r
j = δi

1δ
1
j + δi

2δ
2
j + · · ·+ δi

nδ
n
j

'Etsi, δ1
rδ

r
j = δ1

1δ
1
j + δ1

2δ
2
j + · · ·+ δ1

nδ
n
j

= δ1
j + 0 + 0 + · · ·+ 0 = δ1

j

Epomènwc, δ1
rδ

r
j = δ1

j (1) gia ìla ta j
ParomoÐwc δ2

rδ
r
j = δ2

j (2) ”
. . . . . . . . .

δn
r δr

j = δn
j (n) ”

Apì tic exis¸seic (1),(2)...(n) èpetai ìti δi
rδ

r
j = δi

j

6. Ektim sate to δp
i δ

q
japq (i, j, q, p : 1, 2, ......., n)

'Eqoume δp
i δ

q
ja

p
q = δp

i apj (apì thn (1.6' ) )

= aij (apì thn (1.6 ))

7. Ektim sate to δi
jδ

j
l δ

l
k, ìpou oi deÐktec paÐrnoun ìlec tic timèc apì 1 èwc

n.
'Eqoume δi

jδ
j
l δ

l
k = δi

lδ
l
k (apì thn ask.5)

= δi
k (apì thn ask.5)

8. An xi = ai
py

p kai zi = bi
qx

q,deÐxte ìti

zi = bi
pa

p
qy

q

Apì thn xi = ai
py

p èqoume
xq = aq

py
p (1)

Apì ed¸, zi = bi
qa

q
py

p (apì thn (1 ) )
= bi

pa
p
qy

q (antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec q kai p apì p kai q
antÐstoiqa ).
9. UpologÐste to eije

ik, ìpou ta eij kai eij eÐnai e sust mata deÔterhc t�xhc,
an i, j = 1, 2.
'Eqoume eije

ik = e1je
1k + e2je

2k (1)
'Otan j = k, èstw 1, h dexi� pleur� thc (1) eÐnai

= e11e
11 + e21e

21 = 0 + (−1)(−1) = 1(apì tic (1.9) kai (1.10 ) )

ParomoÐwc, ìtan j = k = 2, h dexi� pleur� thc (1) eÐnai Ðsh me 1
'Etsi, ìtan j = k, eije

ik = 1 (2)
EpÐshc ìtan j 6= k, peÐte j = 1, k = 2   j = 2, k = 1
h deÔterh pleur� thc (1) eÐnai Ðsh me 0
'Etsi, ìtan j 6= k, eije

ik = 0 (3)
Apì tic (2) kai (3) èqoume eije

ik = δk
j

10. An αpqx
pxq = 0 gia ìlec tic timèc twn anex�rthtwn metablht¸n x1, x2, ...xn



16 TANUSTIKOS LOGISMOS

kai ta αpq eÐnai stajerèc, na deÐxete ìti αji + αij = 0
DiaforÐzontac thn αpqx

pxq = 0 (1) wc proc ta xi paÐrnoume

αpqx
p ∂xq

∂xi
+ αpqx

q ∂xp

∂xi
= 0

 
αpqx

pδq
i + αpqx

qδp
i = 0 (apì thn (1.2 ) )

 
αpix

p + αiqx
q = 0....(2) (apì thn (1.6) kai (1.6' ) )

T¸ra diaforÐzontac th (2) wc proc xj paÐrnoume

αpi
∂xp

∂xj
+ αiq

∂xq

∂xj
= 0

 
αpiδ

p
j + αiqx

qδp
j = 0 (apì thn (1.2 ) )

 
αji + αij = 0 (apì thn (1.6) kai (1.6' ) )

11. An

|αi
j| =

∣∣∣∣∣∣
α1

1 α1
2 α1

3

α2
1 α2

2 α2
3

α3
1 α3

2 α3
3

∣∣∣∣∣∣ kai |bi
j| =

∣∣∣∣∣∣
b1
1 b1

2 b1
3

b2
1 b2

2 b2
3

b3
1 b3

2 b3
3

∣∣∣∣∣∣
Na deÐxete ìti |αi

j||bk
m| = |ci

j|
ìpou ci

m = αi
pb

p
m (1)

èqoume|αi
j||bk

m| = |αi
j|ekmsb

k
1b

m
2 bs

3 ((1.19 ))

= (ekms|αi
j|)bk

1b
m
2 bs

3

= (eijtα
i
kα

j
mαt

s)b
k
1b

m
2 bs

3 ((apì thn (1.21 ) ))

= eijt(α
i
kb

k
1)(α

j
mbm

2 )(αt
sb

s
3)

= eijtc
i
1c

j
2c

t
3 ((apì thn (1 ) ))

= |ci
j| ((apì thn (1.19 ) ))

ShmeÐwsh. To parap�nw apotèlesma mporeÐ protajeÐ wc akoloÔjwc:

|αi
j ||bk

m| = |αi
pb

p
m| (2)

Shmei¸netai ìti h (2) eÐnai to gnwstì apotèlesma ston pollaplasiasmì dÔo orizous¸n

trÐthc t�xhc. 'Etsi autì to par�deigma dÐnei mÐa eÔkolh paragwg  autoÔ tou gnwstoÔ

apotelèsmatoc.
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ASKHSEIS

1. BreÐte ton arijmì twn sunistws¸n enìc sust matoc èkthc t�xhc sto opoÐo
k�je ènac apì touc deÐktec paÐrnei timèc apì to 1 wc to 7.
2. ProsdiorÐste ton arijmì twn tÔpwn enìc sust matoc pèmpthc t�xhc.
3. Ekfr�ste k�je èna apì ta akìlouja ajroÐsmata qrhsimopoi¸ntac th sÔm-
bash �jroishc:
(i)

∑n
i=1

∑n
j=1 αijku

ivi (ii)
∑n

i=1

∑n
j=1

∑n
k=1 αijku

i
pu

j
qu

k
r

4. Gr�fte ìlouc touc ìrouc se k�je èna apì ta akìlouja ajroÐsmata pou
ekfr�zontai sth sÔmbash �jroishc:

(i) αijku
k / k = 1, 2, ...n

(ii) δiju
iuj / i, j = 1, 2, ...n

(iii) Tijku
iujuk / i, j, k = 1, 2, 3

5. UpologÐste k�je èna apì ta akìlouja: (sÔnolo tim¸n 1 wc n)

(i)δp
qA

st
p ; (ii)δi

jδ
k
l A

jl; (iii)αjαiδ
i
j; (iv)δi

kδ
k
l δ

l
i(CalcuttaUn.1984);

(v)δi
jδ

j
l δ

l
kδ

k
i (vi)δijδ

ij.

6. An xi = αi
py

p kai yi = bi
qz

q, na deÐxete ìti

xi = αi
qb

q
pz

p

7. An A = αpx
p gia ìlec tic timèc twn anex�rthtwn metablht¸n x1, . . . , xn

kai ta αp eÐnai stajerèc na deÐxete ìti

∂(αpx
p)

∂xj
= α

8. An αpqrx
pxqxr = 0 gia ìlec tic timèc twn anex�rthtwn metablht¸n x1, x2, ...xn

kai ta αpqr eÐnai stajerèc, na deÐxete ìti

αkji + αjki + αikj + αijk + αkij + αjik = 0

9. An αr
s eÐnai èna diplì sÔsthma tètoio ¸ste αr

mαm
s = δr

s , na deÐxete ìti

|αr
s| = ±1

10. UpologÐste to eijke
ijk, ìpou eijk kai eijk eÐnai e−sust mata trÐthc t�xhc,

an i, j, k = 1, 2, 3
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11. An to αi
j eÐnai èna diplì sÔsthma to opoÐo ikanopoieÐ th sqèsh αp

t α
t
q = δp

q

na deÐxete ìti eÐte

|αp
t − δp

t | = 0   |αp
t + δp

t | = 0

(Upìdeixh
|αp

t − δp
t ||αt

q| = |αp
t α

t
q − αt

qδ
p
t |

= |δp
q − αp

q | = −|αp
q − δp

q | (1)

T¸ra |αt
q| = +1   −1 apì thn ask.9

An |αt
q| = 1, apì thn (1) èpetai ìti 2|αp

t − δp
t | = 0  , |αp

t − δp
t | = 0. An

|αt
q| = −1, paromoÐwc paÐrnoume |αp

t + δp
t | = 0)

12. Na deÐxete ìti

eimne
irs =

∣∣∣∣δr
m δr

n

δs
m δs

n

∣∣∣∣
(Upìdeixh: eimne

irs = δrs
mn (dec shmeÐwsh 2 tou I.4 ) )

13. Na deÐxete ìti eimne
irsαmn = αrs − αsr

APANTHSEIS

1. 76, 2.6, 3(i)αijku
ivj;(ii)αijku

i
pu

j
qu

k
r

4.(i)αij1u
1 + αij2u

2 + ... + αijnu
n

(ii)(u1)2 + (u2)2 + ... + (un)2

(iii)T111u
1u1u1 + T222u

2u2u2 + T333u
3u3u3

+(T123 + T231 + T312 + T213 + T321 + T132)u
1u2u3

+(T112 + T121 + T211)u
1u1u2

+(T113 + T131 + T311)u
1u1u3

+(T223 + T232 + T322)u
2u2u3

+(T221 + T212 + T122)u
2u2u1

+(T331 + T313 + T133)u
3u3u1

+(T332 + T233 + T323)u
3u3u2

5.(i)Ast
q , (ii)Aik, (iii)αjαj, (iv)n, (v)n, (vi)n

10. 6
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KEFALAIO II

ALGEBRA TANUSTWN SE n− DIASTATO QWRO

II.0 Sto kef�laio I eis�qjhke h ènnoia susthm�twn diafìrwn t�xewn.
MporoÔn na anakalestoÔn apì thn Eisagwg  k�poia sust mata ston Eu-
kleÐdeio q¸ro 2-diast�sewn pou onom�sthkan tanustèc mazÐ me touc epi-
treptoÔc orjog¸niouc metasqhmatismoÔc suntetagmènwn tou E2, ìtan oi suni-
st¸sec touc metasqhmatÐzontai sÔmfwna me touc kajorismènouc kanìnec
sto metasqhmatismì twn suntetagmènwn apì to èna sÔsthma suntetagmè-
nwn sto �llo. MporeÐ akìma na anakalesteÐ to ìti sthn Eisagwg   tan epÐ-
shc ekfrasmèno to ìti oi tanustèc mporoÔn na eisaqjoÔn parìmoia se èna
genikì q¸ro sÔmfwna me touc metasqhmatismoÔc twn suntetag-
mènwn. Aut  h jèsh anaptÔssetai sto parìn kef�laio gia èna tÔpo q¸rou pou
kaleÐtai n−di�statoc q¸roc kai orÐzoume sust mata di�forwn
t�xewn se autìn wc tanustèc. Oi sunist¸sec aut¸n metasqhmatÐzontai sÔm-
fwna me touc prokajorismènouc kanìnec tou q¸rou. Sthn pragmatikìth-
ta, se autì to kef�laio anaptÔssoume thn �lgebra twn tanust¸n se èna
n−di�stato q¸ro, o orismìc tou opoÐou dÐnetai sthn epìmenh par�grafo.

II.1 n−di�statoc q¸roc: èna diatetagmèno sÔnolo apì n− pragmatikoÔc
arijmoÔc x1, x2, . . . . . . , xn kaleÐtai mÐa n−�da pragmatik¸n arijm¸n kai ek-
fr�zetai wc (x1, x2, . . . . . . , xn). To sÔnolo ìlwn twn n−�dwn twn prag-
matik¸n arijm¸n lègetai ìti fti�qnei èna n−di�stato arijmhtikì suneqèc kai
k�je n−�da kaleÐtai shmeÐo tou suneqoÔc. 'Ena tètoio suneqèc mporeÐ na
dhlwjeÐ wc Sn. K�poiec forèc ènac Sn kaleÐtai ènac n−di�statoc q¸roc,
epeid  mporeÐ na proikisteÐ me th dom  enìc n−di�statou grammikoÔ q¸rou.
Gia na anaptÔxoume thn �lgebra tanust¸n se èna Sn jewreÐtai ìti èna sÔsth-
ma suntetagmènwn mporeÐ na tejeÐ mèsa se autì me èna prokajorismèno trìpo
èkfrashc. Autì uponoeÐ ìti oi suntetagmènec (x1, x2, . . . . . . , xn) mporoÔn na
anatejoÔn se k�je shmeÐo tou Sn upakoÔontac se èna epilegmèno sÔsthma
suntetagmènwn dÐnontac ètsi mÐa èna-proc -èna antistoiqÐa metaxÔ twn shmeÐ-
wn tou Sn kai sunìlwn ìlwn twn suntetagmènwn san tou (x1, x2, . . . . . . , xn).
An (x1, x2, . . . . . . , xn) eÐnai oi suntetagmènec enìc shmeÐou P , mporoÔme na
gr�youme ìti xi eÐnai oi suntetagmènec tou P . To antÐstoiqo sÔsthma sunte-
tagmènwn mporeÐ na dhlwjeÐ wc (xi).
II.2 Metasqhmatismìc suntetagmènwn ston Sn 'Estw xi oi suntetag-
mènec enìc shmeÐou P sÔmfwna me èna sÔsthma suntetagmènwn kai x̄i na eÐnai
oi suntetagmènec tou Ðdiou shmeÐou se èna �llo sÔsthma suntetagmènwn kai
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ta dÔo sust mata na susqetÐzontai me tic exis¸seic

x̄i = φi(x1, . . . . . . xn), i = 1, 2 . . . n (2.1)

ìpou φi eÐnai aplèc suneqeÐc sunart seic twn (x1, x2, . . . . . . , xn) kai èqoun
suneqeÐc merikèc parag¸gouc k�je epijumhtoÔ bajmoÔ kai h orÐzousa na eÐnai∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ1

∂x1
∂φ1

∂x2 . . . ∂φ1

∂xn

∂φ2

∂x1
∂φ2

∂x2 . . . ∂φ2

∂xn

. . . . . . . . .
∂φn

∂x1
∂φn

∂x2 . . . ∂φn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 (2.2)

Aut  h orÐzousa kaleÐtai Iakobian  tou metasqhmatismoÔ (2.1) kai ek-
fr�zetai wc ∂φi

∂xi ,∂x̄i

∂xi  ,∂x̄
∂x
. San apotèlesma thc (2.2) oi sunart seic φi eÐnai

anex�rthtec kai oi exis¸seic (2.1) mporoÔn na lujoÔn gia ta xi san sunart -
seic twn x̄i dÐnontac

xi = ψi(x̄1, x̄2, . . . , x̄n), i = 1, ...n (2.3)

Oi sqèseic (2.1) kai (2.3) kaloÔntai tÔpoi metasqhmatism¸n suntetagmènwn
tou Sn. BohjoÔn ston prosdiorismì suntetagmènwn k�je shmeÐou tou Sn

se sqèsh me èna �llo sÔsthma suntetagmènwn, ìtan h sun�rthsh pou dÐnei
th sqèsh twn suntetagmènwn tou Ðdiou shmeÐou se sqèsh me to �llo sÔsth-
ma suntetagmènwn eÐnai gnwst . Up�rqei sqèsh metaxÔ twn Iakobian¸n twn
(2.1) kai (2.3), h alhjin  fÔsh twn opoÐwn brÐsketai sto akìloujo je¸rhma:

Je¸rhma 2.1 An J kai J ′ eÐnai oi Iakobianèc twn metasqhmatism¸n (2.1)
kai (2.3), tìte JJ ′ = 1.
Apìdeixh. Epeid  ta x̄i eÐnai anex�rthta kai ta xi eÐnai epÐshc anex�rthtec
sunart seic twn x̄i, apì ton tÔpo thc merik c diafìrishc kai thc sÔmbashc
�jroishc mporoÔme na gr�youme

∂x̄i

∂x̄j
=
∂x̄i

∂xp

∂xp

∂x̄j
p = 1, 2 . . . n

  δi
j =

∂x̄i

∂xp

∂xp

∂x̄j
, (∗)(apì thn(1.2))

Epomènwc
∣∣δi

j

∣∣ =

∣∣∣∣ ∂x̄i

∂xp

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂xp

∂x̄j

∣∣∣∣ (Apì thn (1.23),

 , 1 =

∣∣∣∣ ∂x̄i

∂xp

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂xp

∂x̄j

∣∣∣∣ (∵
∣∣δi

j = 1
∣∣)

  1 = JJ ′ (J =

∣∣∣∣ ∂x̄i

∂xp

∣∣∣∣ kaiJ ′ =

∣∣∣∣∂xp

∂x̄j

∣∣∣∣)
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shmeÐwsh 1. Epeid  JJ ′ = 1, epib′alletaiJ ′ 6= 0
shmeÐwsh 2. MazÐ me thn exÐswsh shmeiwmènh me asterÐsko, dhlad  thn
∂x̄i

∂xp
∂xp

∂x̄j = δi
j (2.4) up�rqei mia �llh parìmoia exÐswsh ∂xi

∂x̄p
∂x̄p

∂xj = δi
j (2.5) Kai oi dÔo

autèc exis¸seic ja qrhsimopoioÔntai suqn� se autì to biblÐo. O anagn¸sthc ja to brei
apì kei kai pèra qr simo na tic jum�tai. Sthn Eisagwg , oi tanustèc ston E2 èqoun  dh
jewrhjeÐ san genikeÔseic dianusm�twn ston E2. Ja deiqjeÐ ìti ston Sn epÐshc tanustèc
kai dianÔsmata mporoÔn na sumperiferjoÔn parìmoia. Epomènwc, xekin�me th suz ths 
mac me analloÐwta kai dianÔsmata tou Sn.

II.3 AnalloÐwta kai dianÔsmata
(i) AnalloÐwta:
'Estw φ mÐa sun�rthsh n suntetagmènwn xi se èna sÔsthma (xi) sto Sn kai

φ̄ na eÐnai o metasqhmatismìc tou se èna �llo sÔst ma suntetagmènwn (x̄i).
Tìte to φ kaleÐtai analloÐwto tou Sn se sqèsh me touc metasqhmatismoÔc
(2.1) an φ̄ = φ. (2.6)
ShmeÐwsh. To analloÐwto kaleÐtai epÐshc kai bajmwtì.

'Estw φ èna analloÐwto tou Sn. Tìte φ̄(x̄1, . . . x̄n) = φ(x1, . . . xn) =
φ[ψ1(x̄1, . . . x̄n), . . . ψn(x̄1, . . . x̄n)](apì thn (2.3) ) (2.7)
Apì thn (2.7) èqoume,

∂φ̄

∂x̄i
=

∂φ̄

∂xj

∂xj

∂x̄i
=
∂xj

∂x̄i

∂φ

∂xj
(∵ φ̄ = φ) (2.8)

T¸ra ta ∂φ
∂xi mporoÔn na jewrhjoÔn wc oi sunist¸sec enìc sust matoc

pr¸thc t�xewc tou tÔpou Ai kai h exÐswsh (2.8) deÐqnei ìti autèc oi sunist¸-
sec metasqhmatÐzontai sÔmfwna me èna prokajorismèno kanìna stouc metasqh-
matismoÔc suntetagmènwn apì èna sÔsthma (xi) se èna �llo sÔsthma (x̄)i. O
kanìnac pou ekfr�zetai apì th (2.8) odhgeÐ ston prosdiorismì enìc sunal-
loÐwtou dianÔsmatoc tou Sn.
SunalloÐwta dianÔsmata:
'Estw Ai èna sÔnolo sunart sewn n suntetagmènwn xi se èna dosmèno sÔsth-
ma suntetagmènwn (xi). Tìte to Ai lègetai ìti sqhmatÐzei tic sunist¸sec enìc
sunalloÐwtou dianÔsmatoc an autèc oi sunist¸sec metasqhmatÐzontai sÔmfw-
na me ton akìloujo kanìna sthn allag  sust matoc suntetagmènwn apì (xi)
se èna �llo sÔsthma (x̄i):

Āi =
∂xj

∂x̄i
Aj (2.9)

SÔmfwna me autì ton orismì oi posìthtec ∂φ
∂xj , pou jewr jhkan parap�-

nw, sqhmatÐzoun tic suntetagmènec enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc.
Autì to sunalloÐwto di�nusma kaleÐtai bajmÐda thc φ kai ekfr�zetai wc
gradφ  , ∇φ.
O tÔpoc pou ekfr�zei tic sunist¸sec Ai se èna sÔsthma suntetagmènwn (xi)
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sqetik� me ekeÐnec tou sust matoc suntetagmènwn (x̄i) lamb�netai wc akoloÔ-
jwc: Pollaplasi�zontac kai tic dÔo pleurèc thc (2.9) me ∂x̄i

∂xp , paÐrnoume

∂x̄i

∂xp
Āi =

∂x̄i

∂xp

∂xj

∂x̄i
Aj

= δi
jAj (apì thn (2.5 ) )

= Ap (apì thn (1.5 ) )

'Ara o tÔpoc eÐnai

Ap =
∂x̄i

∂xp
Āi (2.10)

ShmeÐwsh 1 Apì th stigm  pou èna sÔsthma èqei mìno k�tw deÐktec kaleÐtai èna
sunalloÐwto sÔsthma dianusm�twn (dec shmeÐwsh 2 thc 1.1) me sunist¸sec Ai, prosdio-
rismènec apì th (2.9), pou kaloÔntai sunalloÐwta dianÔsmata.

ShmeÐwsh 2. Ja eÐnai qr simo gia ton anagn¸sth na mnhmoneÔsei touc kanìnec (2.9)
kai (2.10) shmei¸nontac to ìti sthn tupik  perÐptwsh o eleÔjeroc deÐkthc susqetÐzetai
me ta sÔmbola me paÔla kai stic dÔo pleurèc en¸ sthn teleutaÐa perÐptwsh o eleÔjeroc
deÐkthc susqetÐzetai me to sÔmbolo dÐqwc paÔla kai stic dÔo pleurèc.

Sth sunèqeia jewroÔme ton tÔpo metasqhmatism¸n (2.1). Apì autì paÐrnoume

dx̄i =
n∑

j=1

∂φi

∂xj
dxj =

n∑
j=1

∂x̄i

∂xj
dxj

  apì th sÔmbash �jroishc

dx̄i =
∂x̄i

∂xj
dxj (2.11)

T¸ra, ta dxi mporoÔn na jewrhjoÔn san sunist¸sec enìc sust matoc
pr¸thc t�xewc tou tÔpou Ai kai h exÐswsh (2.11) deÐqnei ìti autèc oi sunist¸-
sec metasqhmatÐzontai sÔmfwna me èna dosmèno kanìna metasqhmatismoÔ su-
ntetagmènwn apì èna sÔsthma (xi) se èna �llo (x̄i). O kanìnac pou ek-
fr�zetai apì th (2.11) odhgeÐ ston orismì tou antalloÐwtou dianÔsmatoc tou
Sn.

(iii) AntalloÐwta dianÔsmata:
'Estw Ai èna sÔnolo apì n sunart seic n suntetagmènwn xi se èna do-

smèno sÔsthma suntetagmènwn (xi). Tìte ta Ai lègetai ìti kataskeu�zoun tic
sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc an autèc oi sunist¸sec metasqh-
matÐzontai sÔmfwna me ton akìloujo kanìna sthn allag  tou sust matoc
suntetagmènwn apì (xi) se èna �llo sÔsthma (x̄i):

Āi =
∂x̄i

∂xj
Aj (2.12)
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SÔmfwna me autì ton orismì oi posìthtec dxi, pou jewroÔntai parap�nw,
kataskeu�zoun tic sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc.
O tÔpoc pou ekfr�zei tic sunist¸sec Ai se èna sÔsthma (xi) se sqèsh me
autèc se �lla sust mata suntetagmènwn (x̄i) lamb�nontai wc akoloÔjwc.
Pollaplasi�zontac k�je pleur� thc (2.12) me ∂xp

∂x̄i , paÐrnoume

∂xp

∂x̄i
Āi =

∂xp

∂x̄i

∂x̄i

∂xj
Aj = δp

jA
j (apì thn (2.5 ) )

= Ap (apì thn (1.4 ) )

Epomènwc, o zhtoÔmenoc tÔpoc eÐnai

Ap =
∂xp

∂x̄i
Āi (2.13)

ShmeÐwsh 1. Apì th stigm  pou èna sÔsthma èqei mìno �nw deÐktec kaleÐtai èna antalloÐ-
wto sÔsthma dianusm�twn (dec shmeÐwsh 2 tou I.1) me sunist¸sec Ai, prosdiorismènec apì
th (2.12), pou kaloÔntai antalloÐwta dianÔsmata.
ShmeÐwsh 2. Stouc kanìnec (2.12) kai (2.13) mporeÐ na shmeiwjeÐ ìti sthn pr¸th perÐptwsh
o eleÔjeroc deÐkthc susqetÐzetai me ta sÔmbola me paÔla kai stic dÔo pleurèc en¸ sthn
teleutaÐa perÐptwsh o eleÔjeroc deÐkthc susqetÐzetai me to sÔmbolo dÐqwc paÔla kai stic
dÔo pleurèc.
ShmeÐwsh 3.OrÐzoume to dxi wc to prwtìtupo ìlwn twn antalloÐwtwn dianusm�twn kai
to ∂φ

∂xi , ìpou φ eÐnai èna analloÐwto, eÐnai to prwtìtupo ìlwn twn sunalloÐwtwn dianu-
sm�twn. Oi kanìnec (2.9) kai (2.12) paÐzoun jemeli¸deic rìlouc sthn tanustik  jewrÐa tou
Sn kai ja eÐnai qr simo na touc jumìmaste.
ShmeÐwsh 4. (polÔ shmantik ) ParathroÔme ìti sto Sn to sunalloÐwto   to a-
ntalloÐwto enìc dianÔsmatoc eÐnai mia posìthta h opoÐa de mporeÐ na deqjeÐ metabolèc
(h par�gwgìc thc den akoloujeÐ ton kanìna metasqhmatismoÔ). Ja doÔme sto kef�laio
III ìti se èna Riemannian q¸ro mporoÔme na orÐsoume metabolèc metaxÔ xeqwrist¸n
tÔpwn dianusm�twn. All� ston Sn eÐnai adÔnato. (deÐte epÐshc thn par�deigma 7 autoÔ
tou kefalaÐou)
ShmeÐwsh 5. MporeÐ na anarwthjeÐ kaneÐc giatÐ na up�rqei mìno ènac tÔpoc dianÔsmatoc
ston E3 kai giatÐ èna tètoio di�nusma lamb�netai p�nta me èna k�tw deÐkth. O lìgoc eÐnai
ìti ex aitÐac thc idiaiterìthtac thc dom c enìc E3, oi dÔo tÔpoi dianusm�twn sumperifèrontai
me ton Ðdio trìpo k�tw apì orjog¸niouc metasqhmatismoÔc (dec to lumèno prìblhma 20 stic
ask seic tou autoÔ tou kefalaÐou) gia touc opoÐouc mìno èna tÔpo dianÔsmatoc qrei�zetai
na jewr soume. Gia eukolÐa, lamb�netai o tÔpoc me ton k�tw deÐkth.

Sthn arq  aut c thc paragr�fou orÐsthke èna analloÐwto. T¸ra ja
d¸soume èna par�deigma gia na deÐxoume thn Ôparx  tou.

Par�deigma An Ai kai Bi eÐnai èna antalloÐwto kai èna sunalloÐwto
di�nusma antÐstoiqa, tìte h �jroish AiBi eÐnai èna analloÐwto.
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Apìdeixh. 'Eqoume Āi = ∂x̄i

∂xjA
j (apì thn 2.12)

kai B̄i = ∂xk

∂x̄iBk (apì thn (2.9) )

Epomènwc, ĀiB̄i = ∂x̄i

∂xjA
j ∂xk

∂x̄iBk

=
∂x̄i

∂xj

∂xk

∂x̄i
AjBk = δk

jA
jBk = δk

jA
jBk (apì thn (2.5 ) )

= AkBk

= AiBi (antikajist¸ntac to boubì deÐkth k me i)

Autì sumplhr¸nei thn apìdeixh sÔmfwna me thn (2.6).
Sthn epìmenh par�grafo jewroÔme sust mata t�xewc dÔo twn tÔpwn Aij kai
Aij kai orÐzoume antalloÐwtouc kai sunalloÐwtouc tanustèc t�xewc dÔo ston
Sn.

II.4 AntalloÐwtoi kai sunalloÐwtoi tanustèc t�xewc dÔo
(i) AntalloÐwtoi tanustèc t�xewc dÔo:
'Estw Aij èna sÔnolo apì n2 sunart seic n suntetagmènwn xi se èna do-
smèno sÔsthma suntetagmènwn (xi). Tìte ta Aij lègetai ìti kataskeu�zoun
tic sunist¸sec enìc antalloÐwtou tanust  t�xewc dÔo an autèc oi sunist¸-
sec metasqhmatÐzontai sÔmfwna me ton akìloujo kanìna sthn allag  tou
sust matoc suntetagmènwn apì (xi) se èna �llo sÔsthma (x̄i).

Āij =
∂x̄i

∂xk

∂x̄j

∂xp
Akp (2.14)

O tÔpoc pou ekfr�zei tic sunist¸sec Aij se èna sÔsthma suntetagmènwn
(xi) se ìrouc aut¸n se èna �llo sÔsthma suntetagmènwn (x̄i) lamb�netai wc
akoloÔjwc:

Pollaplasi�zontac kai ta dÔo mèlh thc (2.14) me ∂xr

∂x̄i
∂xs

∂x̄j paÐrnoume

∂xr

∂x̄i

∂xs

∂x̄j
Āij =

∂xr

∂x̄i

∂xs

∂x̄j

∂x̄i

∂xk

∂x̄j

∂xp
Akp

=
∂xr

∂x̄i

∂x̄i

∂xk

∂xs

∂x̄j

∂x̄j

∂xp
Akp

= δr
kδ

s
pA

kp ((Apì thn (2.5 ) ))

= Ars (Apì tic (1.7 ) kai (1.7'))

Epomènwc, Ars = ∂xr

∂x̄i
∂xs

∂x̄j Ā
ij (2.15)
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Par�deigma. An Ai kai Bj eÐnai dÔo antalloÐwta dianÔsmata, tìte oi n2

posìthtec AiBj eÐnai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou tanust  t�xewc dÔo.
Apìdeixh. 'Eqoume Āi = ∂x̄i

∂xkA
k kai B̄j = ∂x̄j

∂xpB
p Epomènwc

ĀiB̄j =
∂x̄i

∂xk
Ak ∂x̄

j

∂xp
Bp =

∂x̄i

∂xk

∂x̄j

∂xp
AkBp

Gr�fontac AkBp = Ckp kai ĀiB̄j = C̄ij h parap�nw sqèsh mporeÐ na grafeÐ
wc

C̄ij =
∂x̄i

∂xk

∂x̄j

∂xp
Ckp

Epomènwc, me qr sh thc (2.14) èpetai ìti ta C̄ij   ĀiB̄j eÐnai sunist¸sec enìc
antalloÐwtou tanust  deutèrac t�xewc �
ShmeÐwsh 'Enac antalloÐwtoc tanust c t�xewc r mporeÐ parìmoia na prosdioristeÐ jew-
r¸ntac èna sÔsthma t�xewc r tou tÔpou Ai1i2...ir .
(ii)SunalloÐwtoi tanustèc t�xewc dÔo:
'Estw Aij èna sÔnolo n2 sunart sewn n suntetagmènwn xi se èna do-
smèno sÔsthma suntetagmènwn (xi). Tìte lème ìti ta Aij kataskeu�zoun
tic sunist¸sec enìc sunalloÐwtou tanust  t�xewc dÔo an autèc oi sunist¸-
sec metasqhmatÐzontai sÔmfwna me ton akìloujo kanìna sthn allag  tou
sust matoc suntetagmènwn apì (xi) se èna �llo sÔsthma (x̄i) :

Āij =
∂xk

∂x̄i

∂xp

∂x̄j
Akp (2.16)

ShmeÐwsh 1 H Ôparxh enìc tètoiou tanust  mporeÐ na deiqjeÐ lamb�nontac dÔo dianÔsmata
Ai kai Bj kai proqwrìntac san thn perÐptwsh tou paradeÐgmatoc thc (i).

ShmeÐwsh 2 O tÔpoc pou ekfr�zei tic sunist¸sec Aij se èna sÔsthma suntetagmènwn
(xi) sqetik� me ekeÐnec enìc �llou sust matoc (x̄i) eÐnai o akìloujoc:

Aij =
∂x̄r

∂xi

∂x̄s

∂xj
Ārs (2.17)

ShmeÐwsh 3 'Enac sunalloÐwtoc tanust c t�xewc r mporeÐ parìmoia na oristeÐ apì
th je¸rhsh enìc sust matoc t�xewc r tou tÔpou Ai1i2...ir

II.5 MiktoÐ tanustèc t�xewc dÔo.
'Estw Ai

j èna sÔnolo n2 sunart sewn n suntetagmènwn xi se èna dosmèno
sÔsthma suntetagmènwn (xi). Tìte lème ìti taAi

j kataskeu�zoun tic sunist¸sec
enìc miktoÔ tanust  t�xewc dÔo an autèc oi sunist¸sec metasqhmatÐzontai
sÔmfwna me ton akìloujo kanìna sthn allag  tou sust matoc suntetag-
mènwn apì (xi) se èna �llo sÔsthma (x̄i) :

Āi
j =

∂x̄i

∂xk

∂xp

∂x̄j
Ak

p (2.18)
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H Ôparxh enìc tètoiou tanust  mporeÐ na deiqjeÐ paÐrnontac èna antalloÐwto
di�nusma Ai kai èna sunalloÐwto di�nusma Bj kai proqwrìntac ìpwc sthn
perÐptwsh tou paradeÐgmatoc thc (i) thc II.4.

ShmeÐwsh 1. 'Enac miktìc tanust c t�xewc dÔo onom�zetai miktìc tanust c deutèrac
t�xewc, pr¸thc t�xhc antalloÐwtoc kai pr¸thc sunalloÐwtoc.
ShmeÐwsh 2. O tÔpoc pou ekfr�zei tic sunist¸sec Ai

j se èna sÔsthma (xj) se ìrouc
aut¸n enìc �llou sust matoc (x̄i) eÐnai o akìloujoc:

Ai
j =

∂xi

∂x̄r

∂x̄s

∂xj
Ār

s (2.19)

II.6 MiktoÐ tanustèc t�xewc trÐa me antalloÐwto pr¸thc t�xewc
kai sunalloÐwto deutèrac t�xewc

'Estw Ai
jk èna sÔnolo n

3 sunart sewn (dec I.1) n suntetagmènwn xi se èna
dosmèno sÔsthma suntetagmènwn (xi). Tìte lème ìti ta Ai

jk kataskeu�zoun
tic sunist¸sec enìc miktoÔ tanust  trÐthc t�xewc me antalloÐwto pr¸thc
t�xewc kai sunalloÐwto deutèrac t�xewc, an autèc oi sunist¸sec metasqh-
matÐzontai sÔmfwna me ton akìloujo kanìna sthn allag  tou sust matoc
suntetagmènwn apì (xi) se èna �llo sÔsthma (x̄i) :

Āi
jk =

∂x̄i

∂xr

∂xs

∂x̄j

∂xt

∂x̄k
Ar

st (2.20)

H Ôparxh enìc tètoiou tanust  mporeÐ na deiqjeÐ an jewr soume èna a-
ntalloÐwto di�nusma Ai kai dÔo sunalloÐwta dianÔsmata Bj kai Ck kai pro-
qwr soume ìpwc sto par�deigma thc (i) thc paragr�fou II.4.
O tÔpoc pou ekfr�zei tic sunist¸sec Ai

jk se èna sÔsthma suntetagmènwn (xi)
sqetik� me èna sÔsthma suntetagmènwn (x̄i) eÐnai o akìloujoc:

Ai
jk =

∂xi

∂x̄r

∂x̄s

∂xj

∂x̄t

∂xk
Ār

st (2.21)

Sthn epìmenh par�grafo jewroÔme èna sÔsthma t�xewc (s + p) tou tÔpou
Ai1i2...is

j1j2...jp
kai orÐzoume miktoÔc tanustèc t�xewc (s+p), s t�xewc antalloÐwtouc

kai p t�xewc sunalloÐwtouc.
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II.7MiktoÐ tanustèc (s+ p)-hc t�xewc, s-hc t�xewc antalloÐwtoi
kai p−hc t�xewc sunalloÐwtoi

'Estw Ai1i2...is
j1j2...jp

èna sÔnolo ns+p sunart sewn (dec I.1) n suntetagmènwn
xi se èna dosmèno sÔsthma suntetagmènwn (xi). Tìte lème ìti ta Ai1i2...is

j1j2...jp

kataskeu�zoun tic sunist¸sec enìc miktoÔ tanust  t�xewc (s+p), s t�xewc a-
ntalloÐwtou kai p t�xewc sunalloÐwtou, an autèc oi sunist¸sec metasqh-
matÐzontai sÔmfwna me ton akìloujo kanìna sthn allag  tou sust matoc
suntetagmènwn apì (xi) se èna �llo sÔsthma (x̄i) :

Āi1i2...is
j1j2...jp

=
∂x̄i1

∂xt1

∂x̄i2

∂xt2
. . .

∂x̄is

∂xts

∂xq1

∂x̄j1

∂xq2

∂x̄j2
. . .

∂xqp

∂x̄jp
At1t2...ts

q1q2...qp
(2.22)

ShmeÐwsh 1. 'Enac tanust c autoÔ tou tÔpou kaleÐtai merikèc forèc ènac tanust c tou
tÔpou (s, p).
ShmeÐwsh 2. Shmei¸netai ìti oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou tanust  t�xewc èna eÐnai
Ðdiec me tic sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc pou orÐzetai sth II.3 kai oi suni-
st¸sec enìc sunalloÐwtou tanust  t�xewc èna eÐnai Ðdiec me tic sunist¸sec enìc sunal-
loÐwtou dianÔsmatoc pou orÐzetai sth II.3.
ShmeÐwsh 3. 'Ena antalloÐwto di�nusma eÐnai ètsi ènac tanust c tou tÔpou (1,0) kai èna
sunalloÐwto eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,1).
ShmeÐwsh 4. MporoÔme kat� sÔmbash na kaloÔme mÐa stajer�   èna bajmwtì tanust 
t�xewc mhdèn   tou tÔpou (0,0).
ShmeÐwsh 5. DianÔsmata kai bajmwt� tou Sn eÐnai eidikoÐ tÔpoi tanust¸n tou Sn di-
aqwrismènoi o ènac apì ton �llo apì ton tÔpo sumbìlwn touc (s, p).
ShmeÐwsh 6. Oi sunist¸sec enìc tanust  all�zoun k�tw apì to metasqhmatismì sunte-
tagmènwn all� h ontìthta pou kaleÐtai tanust c den all�zei k�tw apì metasqhma-
tismoÔc suntetagmènwn.
ShmeÐwsh 7. Shmei¸netai ìti autì pou prot�jhke se sqèsh me to sunalloÐwto   a-
ntalloÐwto enìc dianÔsmatoc tou Sn sth shmeÐwsh 4 thc (iii) thc paragr�fou II.3 alhjeÔei
epÐshc gia èna tanust  tou Sn, autì eÐnai, h di�krish metaxÔ sunalloÐwtwn kai antalloÐ-
wtwn tanust¸n ston Sn eÐnai apìluto kai de mporeÐ na allaqjeÐ se kamÐa perÐptwsh.
ShmeÐwsh 8. Gia na l�boume èna tanust  mporoÔme na proqwr soume me ton akìloujo
trìpo:

'Estw ìti zht�me na l�boume èna tanust  tou tÔpou (s, p) ston Sn. Gia
autì orÐzoume èna sÔsthma suntetagmènwn (xi) kai paÐrnoume èna sÔnolo
apì ns+p sunart seic Ai1i2...is

j1j2...jp
suntetagmènwn xi twn shmeÐwn. Sth sunèqeia

orÐzoume me sumfwnÐa se k�je �llo sÔsthma suntetagmènwn (x̄i) sunart seic
Āi1i2...is

j1j2...jp
sÔmfwna me ton tÔpo (2.22). Tìte to sÔnolo twn sunart sewn pou

sqhmatÐzetai me autì ton trìpo kataskeu�zei èna tanust  tou tÔpou (s, p).
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EpexhgoÔme aut  th diadikasÐa lamb�nontac n2 posìthtec Ai
j = δi

j se èna
sÔsthma (xi), ìpou δi

j = 1 gia i = j kai δi
j = 0 gia i 6= j. Sth sunèqeia

orÐzoume n2 posìthtec Āi
j se opoiod pote �llo sÔsthma suntetagmènwn (x̄i)

sÔmfwna me ton tÔpo (2.18). Tìte

Āi
j =

∂x̄i

∂xk

∂xp

∂x̄j
δk
p =

∂x̄i

∂xp

∂xp

∂x̄j
= δi

j (2.22(a)) (apì thn 2.4)

'Ara ta Ai
j eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (1,1). Me �lla lìgia,

δi
j eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (1,1).
Epiplèon, h (2.22(a)) deÐqnei ìti to dèlta tou Kronecker eÐnai ènac tanust c
tou tÔpou (1,1) èqontac tic Ðdiec sunist¸sec se ìla ta sust mata suntetag-
mènwn. O tanust c δi

j kaleÐtai merikèc forèc jemeli¸dhc miktìc tanust c.
Ac jewr soume t¸ra ta �lla dÔo dèlta tou Kronecker , dhlad  to δij kai
to δij. PaÐrnoume tic n2 posìthtec Aij = δij se èna sÔsthma suntetagmènwn
(xi).
Sth sunèqeia orÐzoume n2 posìthtec Āij se opoiod pote �llo sÔsthma sunte-
tagmènwn (x̄i) sÔmfwna me ton tÔpo (2.16). Tìte Āij = ∂xk

∂x̄i
∂xp

∂x̄j δkp = ∂xk

∂x̄i
∂xk

∂x̄j 6=
δij Autì deÐqnei ìti to δij èqei diaforetikèc sunist¸sec se diaforetik� sust -
mata suntetagmènwn. To Ðdio alhjeÔei kai gia to dèlta tou Kronecker δij.
'Ara ta δij kai δij den metasqhmatÐzontai sÔmfwna me touc kanìnec metasqh-
matismoÔ twn sunistws¸n enìc tanust  ston Sn

II.8 Mhdenikìc tanust c.
Oi sunist¸sec enìc tanust  mporeÐ na eÐnai ìlec mhdèn se èna sÔsthma su-
ntetagmènwn. H er¸thsh t¸ra pou prokÔptei eÐnai an se mÐa tètoia perÐptwsh
oi sunist¸sec eÐnai epÐshc mhdèn se k�je �llo sÔsthma su-
ntetagmènwn. To akìloujo je¸rhma dÐnei mÐa katafatik  ap�nthsh se autì
to er¸thma.

Je¸rhma 2.2 An oi sunist¸sec enìc tanust  eÐnai ìlec mhdèn se èna
sÔsthma suntetagmènwn, tìte eÐnai epÐshc mhdèn se k�je �llo sÔsthma su-
ntetagmènwn.

Apìdeixh. 'Estw ìti oi sunist¸sec Ai1i2...is
j1j2...jp

enìc tanust  tou tÔpou (s, p)

eÐnai ìlec mhdèn se èna sÔsthma (xi). Ekfr�zoume tic sunist¸sec tou se èna
�llo sÔsthma (x̄i) me Āi1i2...is

j1j2...jp
. Tìte apì thn (2.22) èqoume

Āi1i2...is
j1j2...jp

=
∂x̄i1

∂xt1

∂x̄i2

∂xt2
. . .

∂x̄is

∂xts

∂xq1

∂x̄j1

∂xq2

∂x̄j2
. . .

∂xqp

∂x̄jp
At1t2...ts

q1q2...qp
(2.23)

Apì th sunj kh pou At1t2...ts
q1q2...qp

= 0, prokÔptei apì th (2.23) ìti kai
Āi1i2...is

j1j2...jp
= 0�
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Autì to je¸rhma mac proetoim�zei na orÐsoume to mhdenikì tanust  wc
akoloÔjwc:
'Enac tanust c tou opoÐou oi sunist¸sec eÐnai ìlec mhdèn se k�je sÔsthma
suntetagmènwn kaleÐtai mhdenikìc tanust c.
DÔo akìma jewr mata ja apodeiqjoÔn sth sunèqeia gia thn eisagwg  thc
ènnoiac thc �jroishc kai afaÐreshc dÔo tanust¸n tou Ðdiou tÔpou kai tou
pollaplasiasmoÔ enìc tanust  me èna bajmwtì.

je¸rhma 2.3 An Ai1i2...ip
j1j2...jq

kai Bi1i2...ip
j1j2...jq

oi sunist¸sec dÔo tanust¸n tou

tÔpou (p, q), tìte Ai1i2...ip
j1j2...jq

+ B
i1i2...ip
j1j2...jq

eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou
tÔpou (p, q).

Apìdeixh 'Estw A
i1i2...ip
j1j2...jq

kai Bi1i2...ip
j1j2...jq

oi sunist¸sec dÔo tanust¸n se èna

sÔsthma suntetagmènwn (xi) kai Āi1i2...ip
j1j2...jq

kai B̄i1i2...ip
j1j2...jq

na eÐnai oi sunist¸sec
touc se èna �llo sÔsthma suntetagmènwn (x̄i).
Tìte apì thn (2.23) èqoume

Ā
i1i2···ip
j1j2···jq

+ B̄
i1i2···ip
j1j2···jq

=
∂x̄i1

∂xt1

∂x̄i2

∂xt2
· · · ∂x̄

iρ

∂xtρ

∂xr1

∂x̄j1

∂xr2

∂x̄j2
· · · ∂x

rq

∂x̄jq

(
At1t2···tp

r1r2...rq
+Bt1t2...tp

r1r2···rq

)
(2.24)

Apì thn (2.24), prokÔptei ìti ta Ai1i2...ip
j1j2...jq

+ B
i1i2...ip
j1j2...jq

eÐnai oi sunist¸sec enìc
tanust  tou tÔpou (p, q) �
ShmeÐwsh 1 Autìc o tanust c kaleÐtai �jroisma twn tanust¸n A

i1i2...ip

j1j2...jq
+ B

i1i2...ip

j1j2...jq
kai

o algebrikìc telest c apì ton opoÐo lamb�netai autì kaleÐtai �jroish twn tanust¸n.
ShmeÐwsh 2 ParomoÐwc mporeÐ na deiqjeÐ ìti oi A

i1i2...ip

j1j2...jq
− B

i1i2...ip

j1j2...jq
eÐnai oi sunist¸sec

enìc �llou tanust  tou tÔpou (p, q).
Autìc o tanust c kaleÐtai h diafor� twn tanust¸n pou jewroÔntai kai o telest c apì ton
opoÐo lamb�netai kaleÐtai afaÐresh twn tanust¸n.
ShmeÐwsh 3 Dhl¸netai ìti oi parap�nw dÔo dr�seic susqetÐzoun touc tanustèc sto Ðdio
shmeÐo.
Je¸rhma 2.4 An Ai1i2...ip

j1j2...jq
eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (p, q)

kai φ eÐnai èna bajmwtì, tìte φAi1i2...ip
j1j2...jq

eÐnai oi sunist¸sec enìc �llou tanust 
tou tÔpou (p, q).
Apìdeixh 'Estw A

i1i2...ip
j1j2...jq

oi sunist¸sec tou tanust  se èna sÔsthma su-

ntetagmènwn (xi) kai Āi1i2...ip
j1j2...jq

oi sunist¸sec tou se èna �llo sust ma (x̄i).
Ekfr�zoume to bajmwtì me φ kai φ̄ sto sÔsthma (xi) kai (x̄i) antÐstoiqa.



30 TANUSTIKOS LOGISMOS

Tìte èqoume

φ̄Ā
i1i2...ip
j1j2...jq

= φ̄
∂x̄i1

∂xt1

∂x̄i2

∂xt2
· · · ∂x̄

ip

∂xtp

∂xr1

∂x̄j1

∂xr2

∂x̄j2
· · · ∂x

rq

∂x̄jq
At1t2···ts

r1r2···rq
(apì thn (2.22))

= φ
∂x̄i1

∂xt1

∂x̄i2

∂xt2
· · · ∂x̄

is

∂xts

∂xr1

∂x̄j1

∂xr2

∂x̄j2
. . .

∂xrq

∂x̄jq
At1t2···ts

r1r2···rq

(∵ φ̄ = φ apì thn (2.6))

=
∂x̄i1

∂xt1

∂x̄i2

∂xt2
· · · ∂x̄

ip

∂xtp

∂xr1

∂x̄j1

∂xr2

∂x̄j2
. . .

∂xrq

∂x̄jq
φAt1t2···tp

r1r2...rq
(2.25)

Apì thn (2.25), èpetai ìti oi φAi1i2...ip
j1j2...jq

eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou
tÔpou (p, q) �
ShmeÐwsh 1 Autìc o tanust c kaleÐtai to ginìmeno tou tanust  kai tou bajmwtoÔ pou
jewroÔntai kai o algebrikìc telest c apì ton opoÐo lamb�netai kaleÐtai pollaplasiasmìc
tou tanust  me bajmwtì.
ShmeÐwsh 2 Shmei¸netai ìti h parap�nw pr�xh sqetÐzei èna tanust  kai èna bajmwtì sto
Ðdio shmeÐo.
EÐmaste t¸ra sth jèsh na eis�goume thn ènnoia thc isìthtac dÔo tanust¸n
tou Ðdiou tÔpou.

II.9 Isìthta dÔo tanust¸n tou Ðdiou tÔpou
DÔo tanustèc tou Ðdiou tÔpou lègetai ìti eÐnai Ðsoi sto Ðdio sÔsthma su-
ntetagmènwn an oi sunist¸sec touc se autì to sÔsthma eÐnai Ðsec mÐa proc
mÐa.
'Etsi an Ai1i2...is

j1j2...jp
kai Bi1i2...is

j1j2...jp
eÐnai oi sunist¸sec dÔo Ðswn tanust¸n sto Ðdio

sÔsthma suntetagmènwn, tìte èqoume

Ai1i2...is
j1j2...jp

= Bi1i2...is
j1j2...jp

An dÔo tanustèc eÐnai Ðsoi se èna sÔsthma suntetagmènwn, prokÔptei to
er¸thma an eÐnai epÐshc Ðsoi se k�je �llo sÔsthma suntetagmènwn. To
epìmeno je¸rhma apant� se autì to er¸thma.

Je¸rhma 2.5 An dÔo tanustèc eÐnai Ðsoi se èna sÔsthma suntetagmènwn
tìte eÐnai epÐshc Ðsoi se k�je �llo sÔsthma suntetagmènwn.
Apìdeixh 'Estw Ai1i2...is

j1j2...jp
kai Bi1i2...is

j1j2...jp
oi sunist¸sec dÔo Ðswn tanust¸n se

èna sÔsthma suntetagmènwn (xi). Tìte Ai1i2...is
j1j2...jp

= Bi1i2...is
j1j2...jp

.
Epomènwc, Ai1i2...is

j1j2...jp
−Bi1i2...is

j1j2...jp
eÐnai oi sunist¸sec enìc mhdenikoÔ tanust  (apì

th shmeÐwsh 2 tou jewr matoc (2.3) se èna sÔsthma suntetagmènwn (xi).
Epomènwc apì to je¸rhma 2.2, h diafor� dÔo jewroÔmenwn tanust¸n prèpei
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na eÐnai ènac mhdenikìc tanust c se k�je �llo sÔsthma suntetagmènwn. Autì
shmaÐnei ìti oi tanustèc eÐnai Ðsoi se k�je �llo sÔsthma suntetagmènwn.�
Me th qr sh autoÔ tou jewr matoc mporoÔme na orÐsoume thn isìthta dÔo
tanust¸n tou Ðdiou tÔpou wc akoloÔjwc:
DÔo tanustèc tou Ðdiou tÔpou lème ìti eÐnai Ðsoi an oi sunist¸sec touc eÐnai
Ðsec mÐa proc mÐa se k�je sÔsthma suntetagmènwn.
H di�taxh twn deikt¸n se èna tanust  eÐnai shmantik . Gia par�deigma, jew-
r ste touc tanustèc Aij kai Aji. Tìte apì th shmeÐwsh 2 tou jewr matoc
(2.3) Aij − Aji eÐnai epÐshc ènac tanust c. All� autì den eÐnai genik� ènac
mhdenikìc tanust c. 'Ara oi tanustèc Aij kai Aji den eÐnai , genik�, Ðsoi.
Peript¸seic ìpou Aij = Aji   Aij = −Aji eÐnai shmantikèc. Autèc oi peri-
pt¸seic odhgoÔn se dÔo shmantikoÔc tÔpouc tanust¸n oi opoÐoi orÐzontai
sthn epìmenh par�grafo.

II.10 SummetrikoÐ kai anti-summetrikoÐ tanustèc
SummetrikoÐ tanustèc:
An se èna sÔsthma suntetagmènwn dÔo antalloÐwtoi   sunalloÐwtoi deÐ-
ktec enìc tanust  mporoÔn na enallaqjoÔn qwrÐc na all�xei o tanust c,
tìte lègetai summetrikìc sÔmfwna me autoÔc touc deÐktec se autì to sÔsth-
ma suntetagmènwn.
To akìloujo je¸rhma deÐqnei ìti aut  h idiìthta thc summetrÐac se sqèsh me
dÔo antalloÐwtouc   sunalloÐwtouc deÐktec eÐnai anex�rthth apì thn epilog 
tou sust matoc suntetagmènwn.
Je¸rhma 2.6 An ènac tanust c eÐnai summetrikìc sÔmfwna me dÔo antalloÐ-
wtouc   sunalloÐwtouc deÐktec se opoiod pote sÔsthma suntetagmènwn, tìte
paramènei summetrikìc sÔmfwna me autoÔc tou deÐktec se opoiod pote �llo
sÔsthma suntetagmènwn.
Apìdeixh Ac jewr soume pr¸ta ènan antalloÐwto tanust  tou tÔpou (p, 0)
tou opoÐou oi sunist¸sec eÐnai Ai1i2...ip se èna sÔsthma suntetagmènwn (xi)
kai Āi1i2...ip se èna �llo sÔsthma suntetagmènwn (x̄i). Ac upojèsoume ìti o
tanust c eÐnai summetrikìc wc proc touc deÐktec ir kai is sto sÔsthma (xi).
Tìte Ai1...ir,...is,...ip = Ai1...is,...ir,...ip (2.26)
T¸ra,

Āi1,i2...ir,...is,...ip =

=
∂x̄i1

∂xj1
. . .

∂x̄ir

∂xjr
. . .

∂x̄is

∂xjs
. . .

∂x̄ip

∂xjp
Aj1,j2...jr,...js,...jp (apì thn (2.22))

=
∂x̄i1

∂xj1
. . .

∂x̄is

∂xjs
. . .

∂x̄ir

∂xjr
. . .

∂x̄ip

∂xjp
Aj1,j2...js,...jr,...jp (apì thn (2.26))

= Āi1,i2...is,...ir,...ip
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Autì deÐqnei ìti h summetrÐa sÔmfwna me ta ir kai is paramènei epÐshc kai
sto sÔsthma (x̄i). Parìmoio apotèlesma mporeÐ na lhfjeÐ jewr¸ntac thn
perÐptwsh enìc sunalloÐwtou tanust    enìc miktoÔ tanust .�
Me qr sh autoÔ tou jewr matoc ènac summetrikìc tanust c mporeÐ na ori-
sjeÐ wc akoloÔjwc:
Orismìc enìc summetrikoÔ tanust :
An k�je zeug�ri antalloÐwtwn   sunalloÐwtwn deikt¸n enìc tanust  mporeÐ
na enallageÐ dÐqwc na all�xei o tanust c, tìte lègetai ìti eÐnai summetrikìc
gia k�je zeÔgoc tètoiwn deikt¸n   apl¸c summetrikìc.
ShmeÐwsh. Shmei¸netai ìti h summetrÐa de mporeÐ genik� na oristeÐ gia èna tanust  se
sqèsh me dÔo deÐktec ek twn opoÐwn o ènac eÐnai antalloÐwtoc kai o �lloc eÐnai sunalloÐ-
wtoc. MÐa exairetik  perÐptwsh problèpetai, ìmwc apì ton tanust  δi

j o opoÐoc èqei thn
endiafèrousa idiìthta tou ìti eÐnai summetrikìc sta i kai j kai aut  h summetrÐa diathreÐtai
k�tw apì orjog¸niouc metasqhmatismoÔc. To ìti aut  h idiìthta isqÔei mporeÐ na deiqjeÐ
wc akoloÔjwc:
'Eqoume δi

j = δj
i (2.27)

Epomènwc, δ̄i
j = δ̄j

i (2.28)
(∵ δi

j = δ̄i
j)

H endiafèrousa idiìthta pou anafèrjhke parap�nw eÐnai mÐa sunèpeia twn
(2.27) kai (2.28).
(ii) AntisummetrikoÐ tanustèc
An apì thn enallag  dÔo antalloÐwtwn   sunalloÐwtwn deikt¸n enìc tanust 
se èna sÔsthma suntetagmènwn k�je mÐa apì tic sunist¸sec tou all�zoun
sto prìshmo, all� ìqi sto mètro, tìte o tanust c lègetai ìti eÐnai anti-
summetrikìc se sqèsh me autoÔc touc deÐktec se autì to sÔsthma suntetag-
mènwn.
MporeÐ na deiqjeÐ, ìpwc sthn perÐptwsh tou Jewr matoc 2.6, ìti an ènac
tanust c eÐnai antisummetrikìc se sqèsh me dÔo antalloÐwtouc   sunalloÐw-
touc deÐktec se èna sÔsthma suntetagmènwn, tìte paramènei antisummetrikìc
se sqèsh me autoÔc tou deÐktec se k�je �llo sÔsthma suntetagmènwn.
Se sqèsh me aut  thn idiìthta ènac antisummetrikìc tanust c mporeÐ na ori-
sjeÐ wc akoloÔjwc:
Orismìc enìc antisummetrikoÔ tanust :
An apì thn enallag  k�je zeÔgouc antalloÐwtwn   sunalloÐwtwn deikt¸n
enìc tanust , k�je mia apì tic sunist¸sec all�zei sto prìshmo, all� ìqi sto
mègejoc, tìte o tanust c lègetai ìti eÐnai antisummetrikìc se k�je zeÔgoc
tètoiwn deikt¸n   apl¸c antisummetrikìc.
ShmeÐwsh. Shmei¸netai ìti h anti-summetrÐa de mporeÐ na orisjeÐ gia èna tanust  se
sqèsh me dÔo deÐktec ek twn opoÐwn o ènac eÐnai antalloÐwtoc kai o �lloc eÐnai sunalloÐ-
wtoc. H shmasÐa twn dÔo tÔpwn tanust¸n pou orÐzontai se aut  thn par�grafo ofeÐletai
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sto akìloujo je¸rhma:
Je¸rhma 2.7 Oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (0, 2) mporeÐ na ek-
frasteÐ me �jroish enìc summetrikoÔ tanust  kai enìc antisummetrikoÔ tanust 
tou Ðdiou tÔpou.
Apìdeixh 'Estw aij oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (0,2). MporoÔme
na ekfr�soume tic aij wc akoloÔjwc:

aij =
1

2
(aij + aji) +

1

2
(aij − aji)

= Aij +Bij (2.29)

Epeid  o aij eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,2), aji eÐnai epÐshc ènac tanust c
tou tÔpou (0,2). Epomènwc, apì to Je¸rhma 2.3 kai th ShmeÐws  2, kai o Aij

kai o Bij eÐnai tanustèc tou tÔpou (0,2). Epeid  Aij = Aji kai Bij = −Bji, o
tanust c Aij eÐnai summetrikìc kai o tanust c Bij eÐnai anti-summetrikìc. H
apìdeixh tou jewr matoc èqei ètsi oloklhrwjeÐ me qr sh thc (2.29) �
ShmeÐwsh Autì to je¸rhma isqÔei epÐshc gia èna tanust  tou tÔpou (2,0)
II.11 Exwterikì ginìmeno kai sustol 
Sthn II.8 (dec Jewr mata 2.3 kai 2.4) jewr same treic tÔpouc algebrik¸n
telest¸n stouc tanustèc, dhlad  prìsjesh, afaÐresh kai pollaplasiasmì me
èna bajmwtì. Oi dÔo pr¸toi apì autoÔc touc telestèc droun se dÔo tanustèc
tou tÔpou (p, q) kai par�goun p�li èna tanust  tou tÔpou (p, q) kai h trÐth
apì autoÔc pr�xh se èna tanust  tou tÔpou (p, q) par�gei p�li èna tanust 
tou Ðdiou tÔpou. 'Etsi h t�xh tou tanust  pou par�getai apì k�je mia apì
autèc tic dr�seic eÐnai Ðdia ìpwc tou tanust    twn tanust¸n stouc opoÐouc
h pr�xh ekteleÐtai. EÐnai epomènwc fusikì na exet�soume an up�rqei mÐa al-
gebrik  pr�xh h opoÐa mporeÐ na par�gei èna tanust  an¸terhc   kat¸terhc
t�xhc. DÔo jewr mata dÐnontai se aut  thn par�grafo gia na deiqjeÐ ìti h
ap�nthsh se aut  thn er¸thsh eÐnai katafatik .
Prin protajeÐ to pr¸to je¸rhma apodeiknÔoume to akìloujo apotèlesma:
An Ai

jk kai Bm
n eÐnai dÔo tanustèc tou tÔpou (1,2) kai (1,1) antÐstoiqa tìte

oi posìthtec Ai
jkB

m
n eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (2,3).

Apìdeixh. 'EqoumeĀi
jk =

∂x̄i

∂xr

∂xs

∂x̄j

∂xt

∂x̄k
Ar

st (apì thn (2.20))

kai B̄m
n =

∂x̄m

∂xu

∂xv

∂x̄n
Bu

v (apì thn (2.18))

Epomènwc,Āi
jkB̄

m
n =

∂x̄i

∂xr

∂xs

∂x̄j

∂xt

∂x̄k
Ar

st

∂x̄m

∂xu

∂xv

∂x̄n
Bu

v

=
∂x̄i

∂xr

∂x̄m

∂xu

∂xs

∂x̄j

∂xt

∂x̄k

∂xv

∂x̄n
Ar

stB
u
v (2.30)
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Apì th (2.30) èpetai ìti ta Āi
jkB̄

m
n eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tÔpou

(2,3) �
O tanust c Ai

jkB
m
n kaleÐtai to exwterikì ginìmeno twn tanust¸n Ai

jk kai Bm
n

kai h t�xh tou eÐnai uyhlìterh apì k�je èna apì touc tanustèc apì ton opoÐo
lamb�netai kai h pr�xh pou lamb�netai apì autì ton tanust  kaleÐtai exw-
terikì ginìmeno (outer product) .
Autì to apotèlesma eÐnai mÐa eidik  perÐptwsh tou akìloujou jewr matoc:
Je¸rhma 2.8 An At1...tp

j1...jq
kai Bk1...kr

t1...ts eÐnai oi sunist¸sec dÔo tanust¸n tou
tÔpou (p, q) kai (r, s) antÐstoiqa (r kai s den eÐnai kai ta dÔo mhdèn), tìte oi
posìthtec At1...tp

j1...jq
Bk1...kr

t1...ts eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou
(p+ r, q + s).
H apìdeixh mporeÐ na oloklhrwjeÐ qrhsimopoi¸ntac th (2.22) kai proqwr¸-
ntac akrib¸c me ton Ðdio trìpo ìpwc sthn perÐptwsh tou parap�nw apotelè-
smatoc.
ShmeÐwsh Shmei¸netai ìti h pr�xh tou exwterikoÔ ginomènou anafèretai se tanustèc
opoiond pote dÔo tÔpwn (o tÔpoc (0,0) exaireÐtai) sto Ðdio shmeÐo.
Aut  h pr�xh eÐnai polÔ qr simh epeid  xekin¸ntac me ènan arijmì dianu-
sm�twn Ai, Bk, Cl, Dm k�poiouc antalloÐwtouc, �llouc sunalloÐwtouc, kai
pollaplasi�zont�c touc mporoÔme na kataskeu�soume tanustèc an¸terhc
t�xhc, ìpwc

T ik
lm = AiBkClDm

Autì mac efodi�zei me mia eÔkolh mèjodo kataskeu c tanust¸n an¸terhc
t�xhc antalloÐwtouc   sunalloÐwtouc.
Prin protajeÐ to deÔtero je¸rhma apodeiknÔoume to akìloujo apotèle-
sma:
An Aij

klm eÐnai ènac miktìc tanust c tou tÔpou (2,3), tìte oi posìthtec Aij
klm

pou lamb�nontai antikajist¸ntac ton k�tw deÐkth l me ton �nw deÐkth i kai
paÐrnontac thn �jroish gia ìla ta i, eÐnai oi sunist¸-
sec enìc tanust  tou tÔpou (1,2).
Apìdeixh. 'Eqoume Āij

klm = ∂x̄i

∂xp
∂x̄j

∂xq
∂xr

∂x̄k
∂xs

∂x̄l
∂xt

∂x̄mA
pq
rst (apì thn (2.22) )

Epomènwc, Āij
kim =

∂x̄i

∂xp

∂x̄j

∂xq

∂xr

∂x̄k

∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄m
Apq

rst

=
∂x̄i

∂xp

∂xs

∂x̄i

∂x̄j

∂xq

∂xr

∂x̄k

∂xt

∂x̄m
Apq

rst

= δs
p

∂x̄j

∂xq

∂xr

∂x̄k

∂xt

∂x̄m
Apq

rst (apì thn 2.5)

=
∂x̄j

∂xq

∂xr

∂x̄k

∂xt

∂x̄m
Apq

rpt
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An ekfr�soume ta Apq
rpt wc B

q
rt kai ta Ā

ij
kim wc B̄j

km, tìte h parap�nw sqèsh
mporeÐ na grafeÐ wc

B̄j
km =

∂x̄j

∂xq

∂xr

∂x̄k

∂xt

∂x̄m
Bq

rt (2.31)

Apì th (2.31) èpetai ìtiBj
km eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (1,2) gia par�deigma

Aij
kim eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (1,2) �

O tanust c Aij
kim kaleÐtai tanust c sustol c enìc dosmènou tanust  kai h

pr�xh apì thn opoÐa lamb�netai kaleÐtai sustol . H t�xh autoÔ tou tanust 
eÐnai mikrìterh apì tou tanust  apì ton opoÐo lamb�netai.
Autì to apotèlesma eÐnai eidik  perÐptwsh tou akìloujou jewr matoc:
Je¸rhma 2.9 An Ai1...ip

j1...jq
eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (p, q),

p 6= 0, q 6= 0, tìte oi posìthtec pou lamb�nontai apì thn antikat�stash
opoioud pote �nw deÐkth im kai opoioud pote k�tw deÐkth jn apì ton Ðdio
deÐkth im k�nontac �jroish gia ìla ta im, eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust 
tou tÔpou (p− 1, q − 1).
H apìdeixh eÐnai parìmoia me aut  tou parap�nw apotelèsmatoc.
ShmeÐwsh 1. Shmei¸netai ìti h sustol  prìkeitai na sumbeÐ me thn parousÐa enìc �nw
kai enìc k�tw deÐkth kai ìqi apì dÔo deÐktec tou Ðdiou tÔpou.
ShmeÐwsh 2. H sustol  enìc zeugarioÔ deikt¸n enìc tanust  (p, q) dÐdei èna tanust 
tou tÔpou (p− 1, q− 1). Sugkekrimèna, h sustol  enìc zeÔgouc deikt¸n enìc tanust  tou
tÔpou (1,1) dÐnei èna tanust  tou tÔpou (0,0), dhl�dh ènan analloÐwto. Pragmatik�, an
jewr soume èna tanust  Ai

j , tìte apì th (2.18) èqoume Āi
j = ∂x̄i

∂xk
∂xi

∂x̄r Ak
p

'Ara Āi
i = ∂x̄i

∂xk
∂xp

∂x̄i Ak
p = δp

kAk
p (apì thn 2.5)

Ak
k = Ai

i

Epomènwc o sustellìmenoc tanust c eÐnai analloÐwtoc.
ShmeÐwsh 3. H sustol  m zeugari¸n deikt¸n enìc tanust  tou tÔpou (p, q) dÐdei èna
tanust  tou tÔpou (p−m, q −m), tou opoÐou h t�xh eÐnai mikrìterh tou arqikoÔ tanust 
kat� 2m. 'Etsi h sustol  mporeÐ na mei¸sei thn t�xh enìc tanust  kat� �rtio arijmì mìno.
ShmeÐwsh 4. K�je mÐa apì tic algebrikèc pr�xeic ston tanust    stouc tanustèc, dhlad 
(1) Prìsjeshc (2) AfaÐreshc (3) bajmwtoÔ ginomènou (4) exwterikoÔ ginomènou kai (5)
sustol c par�gei p�li èna tanust . Autèc oi pr�xeic sunistoÔn autì pou kaleÐtai 'Algebra
Tanust¸n ston Sn.
UpenjumÐzetai ìti autèc oi pr�xeic aforoÔn mìno tanustèc sto Ðdio shmeÐo.

II.12 Eswterikì ginìmeno
Up�rqei �llh mÐa pr�xh stouc tanustèc pou kaleÐtai eswterikìc ginìmeno.
Den eÐnai mÐa nèa pr�xh, all� eÐnai pragmatik� mÐa sÔndesh exwterikoÔ gi-
nomènou kai sustol c. An èna exwterikì ginìmeno dÔo tanust¸n sustaleÐ
sÔmfwna me èna �nw deÐkth enìc par�gonta kai èna k�tw deÐkth enìc �llou,
tìte ènac tanust c lamb�netai, o opoÐoc kaleÐtai eswterikì ginìmeno dÔo
tanust¸n.
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'Etsi to exwterikì ginìmeno AiB
jk twn tanust¸n Ai kai Bjk, ìtan sustèl-

letai gia deÐktec i kai j, par�gei ton tanust  AiB
ik, o opoÐoc eÐnai tou tÔpou

(1,0). Autìc o tanust c eÐnai èna eswterikì ginìmeno twn tanust¸n Ai kai
Bjk. 'Ena �llo eswterikì ginìmeno AiB

ji mporeÐ na lhfjeÐ sustèllontac
touc deÐktec i kai k sto ginìmeno AiB

jk.
To exwterikì ginìmeno AiB

j twn dianusm�twn Ai kai Bj, ìtan sustèllontai
gia touc deÐktec i kai j, par�gei èna tanust  AiB

i tou tÔpou (0,0), dhlad  èna
bajmwtì. To eswterikì ginìmeno kaleÐtai bajmwtì ginìmeno twn dianusm�twn
Ai kai Bj, epeid  eÐnai èna bajmwtì. Shmei¸netai ìti ston Sn, to bajmwtì
ginìmeno dÔo dianusm�twn orÐzetai gia dÔo dianÔsmata antÐjethc morf c.

II.13 Nìmoc phlÐkou dÔo tanust¸n

Apì tic paragr�fouc II.11 kai II.12 eÐnai gnwstì ìti to ginìmeno dÔo tanust¸n
eÐnai p�li tanust c. T¸ra jètoume to ex c er¸thma:
An eÐnai gnwstì ìti to ginìmeno enìc sust matoc posot twn kai enìc tanust 
dÐnei p�nta èna tanust  mporoÔme na sumper�noume ìti to sÔsthma twn posot twn
kataskeu�soun tic sunist¸sec enìc tanust  ;
Up�rqei èna krit rio apì to opoÐo mÐa katafatik  ap�nthsh mporeÐ na lh-
fjeÐ. Autì to krit rio kaleÐtai nìmoc phlÐkou kai paÐzei shmantikì rìlo
sthn Tanustik  An�lush kai tic efarmogèc thc.
To ìnoma tou nìmou phlÐkou eÐnai sÐgoura kat�llhlo epeid  h efarmog  au-
toÔ tou nìmou par�gei èna tanust  apì dÔo tanustèc ìpwc h dr�sh diaÐreshc
twn dÔo arijm¸n par�gei ènan arijmì, dhlad  to phlÐko.
Pr¸ta ja ekfr�soume kai ja apodeÐxoume autì to nìmo gia tanustèc t�xhc
1 kai 2 kai sth sunèqeia ja d¸soume to Ðdio gia th genik  tou morf .
(i) O nìmoc phlÐkou gia thn perÐptwsh tanust¸n tou tÔpou (0,1):
An sqetik� me k�je sÔsthma suntetagmènwn up�rqei èna sÔnolo sunart -
sewn Bi(i = 1, ...n) ètsi ¸ste AiBi na eÐnai èna analloÐwto gia k�je tanust 
Ai tou tÔpou (1,0), tìte Bi ja kataskeu�zoun tic sunist¸sec enìc tanust 
tou tÔpou (0,1).
Apìdeixh SÔmfwna me th dosmènh sunj kh, gia opoiad pote dÔo sust mata
suntetagmènwn (xi) kai (x̄i) èqoume

ĀiB̄i = AiBi (2.32)

Apì thn (2.13) èqoume Ai = Āp ∂xi

∂x̄p , h sqèsh (2.32) mporeÐ na grafeÐ wc
ĀiB̄i = Āp ∂xi

∂x̄pBi = Āi ∂xp

∂x̄iBp (antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec p kai i
apì i kai p antÐstoiqa).
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Epomènwc,(B̄i −Bp
∂xp

∂x̄i
)Āi = 0 (2.32 a)

Epeid  pou h isìthta (2.32a) prèpei na isqÔei gia k�je Āi, èpetai ìti

B̄i −Bp
∂xp

∂x̄i
= 0

  B̄i = Bp
∂xp

∂x̄i
(2.33)

Apì th (2.33) èpetai ìti ta Bi eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou tanust ,
dhlad  enìc tanust  tou tÔpou (0,1)�
(ii) O nìmoc phlÐkou gia thn perÐptwsh tanust¸n tou tÔpou (1,0):
An se sqèsh me k�je sÔsthma suntetagmènwn up�rqei èna sÔnolo sunart -
sewn Ai(i = 1, ...n) ìpou ta AiBi eÐnai èna analloÐwto gia èna tanust  Bi

tou tÔpou (0,1), tìte ta Ai ja kataskeu�zoun tic sunist¸sec enìc tanust 
tou tÔpou (1,0).
Apìdeixh. ParomoÐwc me thn perÐptwsh (i).
T¸ra jewroÔme tanustèc t�xhc 2.
(iii) O nìmoc phlÐkou gia thn perÐptwsh tanust¸n tou tÔpou (0,2):
An sqetik� me k�je sÔsthma suntetagmènwn up�rqei èna sÔnolo sunart sewn
aik(i, k = 1, ...n) ètsi ¸ste to aikA

iBk na eÐnai analloÐwto gia opoiad pote a-
ntalloÐwta dianÔsmata Ai kai Bk, tìte ta aik ja kataskeu�zoun tic suni-
st¸sec enìc tanust  tou tÔpou (0,2).
Apìdeixh SÔmfwna me th dosmènh sunj kh èqoume,

āikĀ
iB̄k = aikA

iBk

= aik
∂xi

∂x̄s
Ās∂x

k

∂x̄l
B̄l (apì thn (2.13))

= aik
∂xi

∂x̄s

∂xk

∂x̄l
ĀsB̄l

= asl
∂xs

∂x̄i

∂xl

∂x̄k
ĀiB̄k

(antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec i, s, k kai l me s, i, l kai k antÐstoiqa)

Epomènwc (āik − asl
∂xs

∂x̄i
∂xl

∂x̄k )ĀiB̄k = 0 (2.34)
Epeid  pou ta Āi kai B̄k eÐnai aujaÐreta dianÔsmata, èpetai apì th (2.34) ìti
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āik − asl
∂xs

∂x̄i

∂xl

∂x̄k
= 0

  āik = asl
∂xs

∂x̄i

∂xl

∂x̄k
(2.35)

Apì th (2.35), èpetai ìti ta aik eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou
(0,2)�

(iv) O nìmoc phlÐkou gia thn perÐptwsh tanust¸n tou tÔpou (2,0):
An sqetik� me k�je sÔsthma suntetagmènwn up�rqei èna sÔnolo sunart -
sewn aik(i, k = 1, ....n) ètsi ¸ste to aikAiBk na eÐnai analloÐwto gia au-
jaÐreta sunalloÐwta dianÔsmata Ai kai Bk, tìte ta aik ja kataskeu�zoun tic
sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (2,0).
Apìdeixh Parìmoia me aut  thc perÐptwshc (iii).
(v)O nìmoc phlÐkou sth genik  morf :
An sqetik� me k�je sÔsthma suntetagmènwn up�rqei èna sÔnolo sunart sewn
a

i1i2...ip
k1k2...kq

(k�je ènac apì touc deÐktec paÐrnei timèc apì 1 èwc n) ètsi ¸ste ta

a
i1i2...irir+1...ip
k1k2...ksks+1...kq

A1
i1
A2

i2
. . . Ar

irB
k1
1 . . . Bks

s (r ≤ p, s ≤ q) na eÐnai oi sunist¸sec
enìc tanust  tou tÔpou (p−r, q−s) gia aujaÐreta sunalloÐwta kai antalloÐ-
wta dianÔsmata,A1

i1
, A2

i2
, . . . Ar

ir , B
k1
1 , . . . B

ks
s tìte oi sunart seic ai1i2...ip

k1k2...kq
ja

kataskeu�zoun tic sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (p, q).
Apìdeixh. MporeÐ na oloklhrwjeÐ me an�logo trìpo me autìn twn prohgoÔ-
menwn peript¸sewn.
ShmeÐwsh 1 Shmei¸netai ìti to ginìmeno A1

i1
A2

i2
. . . Ar

ir
Bk1

1 . . . Bks
s eÐnai ènac tanust c

eidikoÔ tÔpou me aujaÐretec sunist¸sec kai a
i1i2...irir+1...ip

k1k2...krks+1...kq
A1

i1
A2

i2
. . . Ar

ir
Bk1

1 . . . Bks
s eÐ-

nai èna eswterikì ginìmeno autoÔ tou tanust  kai tou dosmènou sunìlou sunart sewn
a

i1i2...irir+1...ip

k1k2...krks+1...kq
Sthn jèsh autoÔ tou nìmou phlÐkou sth genik  morf  mporeÐ na protajeÐ

enallaktik� wc akoloÔjwc:
(vi) Enallaktik  prìtash gia to nìmo phlÐkou: An to apotèlesma tou
na p�roume to eswterikì ginìmeno enìc sunìlou sunart sewn me èna eidikoÔ
tÔpou tanust  aujaÐretwn sunistws¸n eÐnai gnwstì ìti eÐnai ènac tanust c,
tìte oi dosmènec sunart seic ja kataskeu�zoun tic sunist¸sec enìc tanust .
ShmeÐwsh 2. Sthn enallaktik  prìtash gia to nìmo phlÐkou prèpei na prosèxoume ìti
paÐrnontac èna eswterikì ginìmeno me èna tanust  eidikoÔ tÔpou, oi sunist¸-
sec tou tanust  mporeÐ na eÐnai aujaÐretec kai den prèpei na èqoun opoiesd pote sum-
metrikèc   anti-summetrikèc idiìthtec.
ShmeÐwsh 3. K�poiec forèc o nìmoc phlÐkou kaleÐtai je¸rhma phlÐkou.
O nìmoc phlÐkou èqei pollèc efarmogèc. MÐa tètoia efarmog  exasfalÐzei
èna sÔnolo apì trìpouc apì touc opoÐouc ènac summetrikìc tanust c tou
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tÔpou (2,0) mporeÐ na lhfjeÐ apì èna tanust  tou tÔpou (0,2).
Autì melet�tai sthn epìmenh par�grafo.
II.14 AntÐstrofoc tanust c enìc tanust 
'Estw aik ènac tanust c tou tÔpou (0,2) pou ikanopoieÐ th sunj kh

| aik |6= 0 (2.36)

Dhl¸noume me bij to algebrikì sumpl rwma tou aij sthn | aij | diairemèno me
| aij | dhlad ,

bij =
el�ssona upoorÐzousa aij sthn | aij |

| aij |
† (2.37)

EÐnai gnwstì apì th jewrÐa twn orizous¸n ìti apì th qr sh thc (2.37)

aijb
ik = 1 ìtan k = j

= 0 ìtan k 6= j

Epomènwc, aijb
ik = δk

j (2.38)
'Estw Di èna aujaÐreto antalloÐwto di�nusma kai Bi = aijD

j. Tìte apì th
II.12 èpetai ìti to Bi eÐnai èna di�nusma. Autì to di�nusma eÐnai aujaÐreto,
epeid  to Di eÐnai ètsi.
T¸ra, Bib

ik = aijD
jbik = Djaijb

ik = Djδk
j = Dk (apì(2.38 ) )

Efarmìzontac to nìmo phlÐkou sthn enallaktik  tou morf  (vi) sthn exÐsw-
sh Bib

ik = Dk katal goume sto ìti o bik eÐnai ènac antalloÐwtoc tanust c
tou tÔpou (2,0).
O tanust c bik eÐnai summetrikìc, epeid  to aij eÐnai ètsi. 'Etsi apì to sum-
metrikì tanust  tou tÔpou (0,2) paÐrnoume èna summetrikì tanust  bij tou
tÔpou (2,0). Autìc o tanust c kaleÐtai antÐstrofoc tanust c tou aij.
ParomoÐwc mporeÐ na deiqjeÐ ìti apì èna summetrikì tanust  cij tou tÔpou
(2,0) pou ikanopoieÐ th sunj kh | cij |6= 0 mporoÔme na p�roume èna sum-
metrikì tanust  tou tÔpou (0,2) o opoÐoc kaleÐtai o antÐstrofoc tanust c
tou cij.
An bij eÐnai o antÐstrofoc tanust c tou aij, to er¸thma pou prokÔptei eÐnai
an o aij eÐnai o antÐstrofoc tou bij. ApodeiknÔetai parak�tw ìti h ap�nthsh
se autì to er¸thma eÐnai katafatik .
Apì thn (2.38) èpetai ìti

| aij || bik |=| δk
j |= 1 (apì thn (1.24))

†H arister  pleur� thc (2.37) èqei ekfrasteÐ wc èna antalloÐwto diplì sÔsthma. H
aitÐa eÐnai pwc en¸ proc stigm  den up�rqei tanustikì nìhma, ja apodeiqjeÐ sth sunèqeia ìti
ta bij eÐnai sthn pragmatikìthta sunist¸sec enìc antalloÐwtou tanust  deutèrac t�xewc
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Epomènwc, | bik |6= 0
'Estw

cij =
el�ssona upoorÐzousa tou bij sthn | bij |

| bij |
‡ (2.39)

Tìte cijbik = 1 ìtan k = j
=0 ìtan k 6= j

Epomènwc, cijbik = δk
j (2.40)

Pollaplasi�zontac k�je pleur� thc (2.40) me alk paÐrnoume
cijb

ikalk = δk
j alk

 , cijδi
l = alj (apì thn (2.38) kai thn (1.6' ) )

 , clj = alj (apì thn (1.6 ) )
dhlad  cij = aij (2.41)
Epeid  o cij eÐnai o antÐstrofoc tanust c tou bij, èpetai apì th (2.41) ìti o aij

eÐnai o antÐstrofoc tanust c tou bij. 'Etsi èqoume apodeÐxei ìti an o bij eÐnai
o antÐstrofoc tanust c tou aij, tìte o aij eÐnai o antÐstrofoc tanust c tou
bij. Epomènwc mporoÔme na poÔme ìti oi aij kai bij eÐnai amoibaÐa antÐstrofoi
tanustèc an h sqèsh (2.38) ikanopoieÐtai.
ShmeÐwsh 1. Shmei¸netai ìti ènac tanust c deutèrac t�xewc ìpwc oi aij   cij èqei a-
ntÐstrofo tanust  an h orÐzous� tou den eÐnai mhdèn.
ShmeÐwsh 2. AmoibaÐa antÐstrofoi tanustèc merikèc forèc kaloÔntai amoibaÐa suzugeÐc
tanustèc.
ShmeÐwsh 3. O antÐstrofoc tanust c enìc tanust  aij mporeÐ na mhn ekfr�zetai sth
morf  aij qrhsimopoi¸ntac to Ðdio basikì gr�mma all� mporeÐ na ekfr�zetai sth morf 
bij qrhsimopoi¸ntac to basikì gr�mma ′b′ diaforetikì apì to gr�mma ′a′. Parìmoio sqìlio
gÐnetai gia na ekfr�soume ton antÐstrofo tanust  enìc tanust  bij .
Sthn epìmenh par�grafo jewroÔme èna eÐdoc antisummetrikoÔ tanust  tou tÔpou (0,2) to
opoÐo mporeÐ na ektimhjeÐ sa mÐa genÐkeush thc ènnoiac tou dianusmatikoÔ ginomènou dÔo
dianusm�twn ston 3-diast�sewn EukleÐdeio q¸ro E3.
II.15 Dianusmatikì ginìmeno dÔo dianusm�twn:
'Estw Ai kai Bi dÔo sunalloÐwta dianÔsmata tou Sn. Jètoume
Aij = AiBj − AjBi (2.42)
Tìte Aij = −Aji (2.43)
T¸ra Āi = ∂xk

∂x̄iAk kai B̄j = ∂xp

∂x̄jBp ( apì thn (2.9 ) )
Epomènwc, ĀiB̄j = ∂xk

∂x̄iAk
∂xp

∂x̄jBp = ∂xk

∂x̄i
∂xp

∂x̄jAkBp (2.44)
Apì th (2.44) èpetai ìti o AiBj eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,2). Parì-
moia, AjBi eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,2). Epomènwc apì th shmeÐwsh
2 tou jewr matoc 2.3 èpetai ìti AiBj − AjBi eÐnai ènac tanust c tou tÔpou

‡H arister  pleur� thc (2.39) èqei ekfrasteÐ wc èna antalloÐwto diplì sÔsthma. H
aitÐa eÐnai pwc ja apodeiqjeÐ argìtera ìti ta cij eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou
tanust  deutèrac t�xewc
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(0,2) o opoÐoc eÐnai antisummetrikìc sÔmfwna me th (2.43). Autìc o antisum-
metrikìc tanust c Aij kaleÐtai dianusmatikì ginìmeno twn dianusm�twn Ai

kai Bi.
Epeid  o mègistoc arijmìc twn arijmhtik� diaforetik¸n suni-
stws¸n enìc antisummetrikoÔ tanust  tou tÔpou (0,2) sto Sn eÐnai 1

2
n(n−1)

(dec Ask .7 twn ask sewn autoÔ tou kefalaÐou) o mègistoc arijmìc twn a-
rijmhtik� diaforetik¸n sunistws¸n tou Aij eÐnai 1

2
n(n−1). Autìc o arijmìc

eÐnai > n ìtan n > 3. All� gia n = 3, autìc o arijmìc eÐnai epÐshc Ðsoc me 3.
'Etsi ston S3 o mègistoc arijmìc twn arijmhtik� diaforetik¸n sunistws¸n
tou dianusmatikoÔ ginomènou dÔo sunalloÐwtwn dianusm�twn eÐnai 3. P�li
ston S3 o arijmìc twn sunistws¸n enìc dianÔsmatoc eÐnai epÐshc 3. Lìgw
autoÔ tou gegonìtoc to dianusmatikì ginìmeno dÔo dianusm�twn ston S3 è-
qei idiaÐterh spoudaiìthta. Sthn pragmatikìthta, sthn III.19 ja deiqjeÐ ìti
k�tw apì prokajorismènec sunj kec to dianusmatikì ginìmeno dÔo sunalloÐ-
wtwn dianusm�twn ston S3 mporeÐ na anaparastajeÐ me èna di�nusma tou Ðdiou
q¸rou. To dianusmatikì ginìmeno dÔo sunalloÐwtwn dianusm�twn, ìpwc o-
rÐsthke parap�nw, mporeÐ tìte na jewrhjeÐ wc mÐa genÐkeush tou dianu-
smatikoÔ ginomènou dÔo dianusm�twn se èna 3-diast�sewn EukleÐdeio q¸ro
E3.

PARADEIGMATA

1. Oi sunist¸sec Ai enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc se èna sÔsthma
suntetagmènwn (xi) lamb�nontai wc akoloÔjwc:
A1 = f , ìpou f eÐnai mia aujaÐreth sun�rthsh twn xi kai Aj = 0, j = 2, . . . n.
DeÐxate ìti oi sunist¸sec se k�je �llo sÔsthma (x̄i) dÐnontai wc

Āi =
∂x̄i

∂x1
f, i = 1, ...n

LÔsh:
Epeid  ta Ai eÐnai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔ-
smatoc, èqoume

Āi =
∂x̄i

∂xj
Aj, i, j = 1, ...n

=
∂x̄i

∂x1
A1 +

∂x̄i

∂x2
A2 + · · ·+ ∂x̄i

∂xn
An (1)

Sthn paroÔsa perÐptwsh A1 = f , A2 = A3 = · · · = An = 0.
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Epomènwc h (1) paÐrnei th morf 

Āi =
∂x̄i

∂x1
A1 =

∂x̄i

∂x1
f, i = 1, ...n

2. An h sqèsh bijvi = 0 isqÔei gia èna aujaÐreto sunalloÐwto di�nusma vi,
deÐxate ìti bij = 0.
H dosmènh sqèsh mporeÐ na grafeÐ wc

b1jv1 + b2jv2 + · · ·+ bnj vn = 0 (1)

Epeid  to vi eÐnai aujaÐreto mporoÔme na to epilèxoume kat� boÔlhsh.
ArqÐka paÐrnoume to vi san (1,0,...,0).
Tìte v1 = 1, v2 = 0, ...vn = 0. T¸ra apì thn (1) paÐrnoume b1j = 0.
Sth sunèqeia paÐrnoume ta vi wc (0,1,. . . ,0),(0,0,1,0,. . . ). . . (0,0,. . . 0,1) diado-
qik�.
Tìte apì thn (1) paÐrnoume

b2j = 0, b3j = 0...bnj = 0 (3)

Apì tic (2) kai (3) èpetai ìti bij = 0.
3. An h sqèsh aijv

ivj = 0 isqÔei gia aujaÐreta dianÔsmata vi, deÐxate ìti
aij + aji = 0.
H arister  pleur� thc dosmènhc sqèshc perièqei n2 ìrouc epeid  o arijmìc
twn sunistws¸n tou sust matoc aij eÐnai n2 (dec I.1). Stouc n apì autoÔc
touc ìrouc ta i kai j eÐnai Ðsa ìpwc a11v

1v1, a22v
2v2 klp. Epomènwc, stouc

enapomeÐnantec apì touc n(n − 1) ìrouc ta i kai j eÐnai diaforetik� ìpwc
a12v

1v2,a13v
1v3 klp.

'Etsi h dosmènh sqèsh mporeÐ na grafeÐ wc

a11v
1v1 + a22v

2v2 + · · ·+ annv
nvn + a12v

1v2 + ...︸ ︷︷ ︸
n(n−1)ìroi

= 0 (1)

Epeid  ta vi eÐnai aujaÐreta, mporoÔme na ta epilèxoume kat� boÔlhsh. Pr¸ta
paÐrnoume ta vi wc (1,0,. . . ,0).
'Etsi, v1 = 1, v2 = 0, . . . vn = 0.
Epomènwc, apì thn (1) paÐrnoume a11 = 0 (2)
Met� epilègontac ta vi san (0,1,0...0),(0,0,1,0....0)...(0,...0,0,1) diadoqik�, apì
(1) paÐrnoume

a22 = 0, a33 = 0, ...ann = 0 (3)

Apì tic (2) kai (3) èqoume aij = 0 (4) gia i = j. T¸ra epilègoume to vi wc
(1,1...0). 'Etsi v1 = 1, v2 = 1, v3 = 0...vn = 0. T¸ra apì thn (1) paÐrnoume
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a13 + a31 = 0, a14 + a41 = 0 klp.
'Etsi aij + aji = 0 (5) gia i 6= j. Sundu�zontac tic (4) kai (5) èqoume
aij + aji = 0.
ShmeÐwsh. An aijv

ivj = 0 gia èna aujaÐreto antalloÐwto di�nusma vi, ìpou aij eÐnai
summetrikìc, tìte aij = 0.

4. An aijv
ivj = bijv

ivj gia èna aujaÐreto antalloÐwto di�nusma vi, tìte
deÐxate ìti aij + aji = bij + bji.
H dosmènh sqèsh mporeÐ na grafeÐ wc

cijv
ivj = 0 (1)

ìpou cij = aij − bij (2)

Apì to par�deigma 3, èpetai apì thn (1) ìti

cij + cji = 0

dhlad  aij − bij + aji − bji = 0 (apì thn (2) )
Epomènwc, aij + aji = bij + bji

5.An isqÔei h isìthta ai
jvi = σvj gia k�je sunalloÐwto di�nusma vi, ìpou

σ eÐnai èna bajmwtì deÐxate ìti

ai
j = σδi

j

H dosmènh isìthta mporeÐ na grafeÐ wc

ai
jvi = σδi

jvi (apì thn (1.5))

dhlad  wc (ai
j − σδi

j)vi = 0 (1)
  wc bijvi = 0 (2)
ìpou bij = ai

j − σδi
j (3)

Apì to par�deigma 2 èpetai apì thn (2) ìti

bij = 0

dhlad  ai
j − σδi

j = 0 (apì thn (3) )
Epomènwc, ai

j = σδi
j.

6. An Bij = Aji, ìpou Aij eÐnai ènac sunalloÐwtoc tanust c, deÐxate ìti
Bij eÐnai ènac tanust c t�xewc 2.
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Epeid  o Aij eÐnai ènac sunalloÐwtoc tanust c, èqoume

Āij =
∂xk

∂x̄i

∂xp

∂x̄j
Akp (1)

T¸ra,B̄ij = Āji =
∂xk

∂x̄j

∂xp

∂x̄i
Akp (apì thn (1))

=
∂xk

∂x̄j

∂xp

∂x̄i
Bpk (∵ Bij = Aji)

=
∂xp

∂x̄i

∂xk

∂x̄j
Bpk (2)

Apì thn (2) èpetai ìti o Bij eÐnai ènac sunalloÐwtoc tanust c bajmoÔ 2.

7. An Ai eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma, elègxte an o ∂Ai

∂xj eÐnai ènac tanu-
st c.
Epeid  to Ai eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma, èqoume

Āi =
∂xk

∂x̄i
Ak (1)

DiaforÐzontac tic dÔo pleurèc thc (1) wc proc x̄j paÐrnoume

∂Āi

∂x̄j
=

∂2xk

∂x̄j∂x̄i
Ak + (

∂Āk

∂xl

∂xl

∂x̄j
)
∂xk

∂x̄i

=
∂xk

∂x̄i

∂xl

∂x̄j

∂Ak

∂xl
+

∂2xk

∂x̄j∂x̄i
Ak (2)

Apì th (2)èpetai ìti o ∂Ai

∂xj den eÐnai ènac tanust c lìgw thc parousÐac deÔte-
rou ìrou sth dexi� pleur� thc (2).

8. An aij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c, deÐxte ìti

(δi
jδ

k
l + δi

lδ
k
j )aik = 0

'Eqoume (δi
jδ

k
l + δi

lδ
k
j )aik = δi

jδ
k
l aik + δi

lδ
k
j aik

= δk
l δ

i
jaik + δk

j δ
i
laik

= δk
l ajk + δk

j alk (apì thn (1.6))

= −δk
l akj − δk

j akl (∵ aij = −aji )

= −alj − ajl (apì thn (1.6))

= −alj + alj (∵ o aij eÐnai antisummetrikìc )

= 0
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9. An ènac tanust c Tijk eÐnai summetrikìc wc proc touc dÔo pr¸touc deÐktec
kai antisummetrikìc wc proc ton deÔtero me trÐto deÐkth, deÐxate ìti Tijk = 0.

èqoume Tijk = Tjik (apì th sunj kh thc summetrÐac)

= −Tjki ( ” ” antisummetrÐac )

= −Tkji ( ” ” summetrÐac )

= Tkij ( ” ” antisummetrÐac )

= Tikj ( ” ” summetrÐac )

= −Tijk ( ” ” antisummetrÐac )

Epomènwc 2Tijk = 0  , Tijk = 0.

10. DeÐxate ìti se èna n−di�stato q¸ro ènac summetrikìc sunalloÐwtoc
tanust c deutèrac t�xewc èqei to polÔ n(n+1)

2
sunist¸sec.

'Estw Tij ènac summetrikìc tanust c deutèrac t�xewc. Tìte o sunolikìc
arijmìc twn sunistws¸n eÐnai n2 (dec I.1). Autèc oi sunist¸sec eÐnai dÔo
tÔpwn:
(i) autèc twn opoÐwn oi deÐktec i kai j eÐnai Ðdioi kai (ii) autèc twn opoÐwn oi
deÐktec i kai j eÐnai diaforetikoÐ.
O mègistoc arijmìc diaforetik¸n sunistws¸n tou tÔpou (i) eÐnai n(dec tic
sunist¸sec kat� m koc thc diagwnÐou sthn eikìna). Epomènwc o mègistoc a-
rijmìc sunistws¸n tou tÔpou (ii) eÐnai n2 − n = n(n − 1). All� lìgw thc
summetrÐac tou Tij o mègistoc arijmìc diakrit¸n sunistws¸n tou tÔpou (ii)

eÐnai n(n−1)
2

(dec tic sunist¸sec p�nw kai k�tw apì th diag¸nio sthn eikìna).
Epomènwc o tanust c Tij èqei to polÔ n + n(n−1)

2
diaforetikèc sunist¸sec

dhlad ,n(n+1)
2

diaforetikèc sunist¸sec.

11. DeÐxte ìti apì thn efarmog  tou nìmou phlÐkou to δi
j eÐnai ènac

tanust c tou tÔpou (1,1).
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'Estw Ai èna aujaÐreto sunalloÐwto di�nusma.
Tìte δi

jAi = Aj (1) (apì thn (1.5 ) )
T¸ra efarmìzontac to nìmo phlÐko sthn exÐswsh (1) èpetai ìti to δi

j eÐnai
ènac tanust c tou tÔpou (1,1). (dec II.13, Enallaktik  prìtash (vi)).

12. An aij(6= 0) eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc t�xewc
2 ètsi ¸ste baij + caji = 0 ìpou b kai c eÐnai mh mhdenik� bajmwt�, deÐxate
ìti eÐte b = c kai aij eÐnai antisummetrikìc   b = −c kai aij eÐnai summetrikìc.

Apì th sqèsh baij + caij = 0
èqoume baij = −caji (1)
Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc (1) me b, paÐrnoume

b2aij = −bcaji = −c(baij)

= −c(−caij) (apì thn (1))

= c2aij

 , (b2 − c2)aij = 0,

Epomènwc, b2 − c2 = 0, epeid  aij 6= 0 Epomènwc, b = ±c
'Otan b = c, èpetai apì thn (1) ìti

caij = −caji

  aij = −aji (∵ c 6= 0 )

to opoÐo shmaÐnei ìti o aij eÐnai antisummetrikìc.
EpÐshc, ìtan b = −c, èpetai apì thn (1) ìti

−caij = −caji

  aij = aji (∵ c 6= 0 )

to opoÐo shmaÐnei ìti o aij eÐnai summetrikìc.

13. An aij kai bij eÐnai dÔo summetrikoÐ tanustèc kai ui, vi eÐnai suni-
st¸sec dÔo antalloÐwtwn dianusm�twn pou ikanopoioÔn tic (aij−kbij)ui = 0,
(aij−k′bij)vi = 0 i, j = 1, ...n k 6= k′, deÐxate ìti bijuivj = 0 kai aiju

ivj = 0.
Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc pr¸thc sunj khc me vj kai autèc thc
deÔterhc sunj khc me uj paÐrnoume

(aij − kbij)u
ivj = 0 (1)

kai(aij − k′bij)u
jvi = 0 (2)
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H sqèsh (1) mporeÐ na grafeÐ wc

aiju
ivj − kbiju

ivj = 0 (3)

Epeid  ta aij kai bij eÐnai summetrik�, mporoÔme na gr�youme th (2) wc

ajiu
jvi − k′bjiu

jvi = 0

Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec j kai i me i kai j antÐstoiqa paÐrnoume
aiju

ivj − k′biju
ivj = 0 (4)

T¸ra afair¸ntac thn (4) apì thn (3) èqoume

(k′ − k)biju
ivj = 0 (5)

Epeid  k 6= k′, apì thn (5) èpetai ìti

biju
ivj = 0

Epomènwc lìgw thc (4) paÐrnoume aiju
ivj = 0

14. DeÐxate ìti h orÐzousa enìc tanust  tou tÔpou (1,1) eÐnai èna anal-
loÐwto.
'Estw Ai

j ènac tanust c tou tÔpou (1,1).
Tìte Āi

j = ∂x̄i

∂xk
∂xp

∂x̄jA
k
p (dec (2.18 ) )

Epomènwc

(Āi
j) =

(
∂x̄i

∂xk

)
(Ak

p)

(
∂xp

∂x̄j

)
(apì thn (1.25 ) ) (1)

ìpou to (Ak
p) dhl¸nei ton pÐnaka tou Ak

p kai ta �lla sÔmbola èqoun parìmoia
shmasÐa.
PaÐrnontac tic orÐzousec twn dÔo pleur¸n thc (1) èqoume

∣∣Āi
j

∣∣ =

∣∣∣∣ ∂x̄i

∂xk

∣∣∣∣ ∣∣(Ak
p)

∣∣ ∣∣∣∣∂xp

∂x̄j

∣∣∣∣ (∵ |AB| = |A| |B| )

=

∣∣∣∣ ∂x̄i

∂xk

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂xp

∂x̄j

∣∣∣∣ ∣∣(Ak
p)

∣∣
=

∣∣(Ak
p)

∣∣
( apì to je¸rhma 2.1, epeid  J =

∣∣∣ ∂x̄i

∂xk

∣∣∣ kaiJ ′ =
∣∣∂xp

∂x̄j

∣∣ )
=

∣∣(Ai
j)

∣∣ (2) (∵
∣∣(Ak

p)
∣∣ =

∣∣(Ai
j)

∣∣)
Apì th (2) èpetai ìti to

∣∣(Ai
j)

∣∣ eÐnai èna analloÐwto (apì th (2.6 ) ).
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15. An ta Bij eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou tanust  deutèrou ba-
jmoÔ kai Ci, Dj eÐnai oi sunist¸sec dÔo antalloÐwtwn dianusm�twn, deÐxate
ìti to BijC

iDj eÐnai èna analloÐwto.
Epeid  ta Bij eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (0,2), èqoume
B̄ij = ∂xk

∂x̄i
∂xp

∂x̄jBkp (1) (apì th (2.16 ) )

C̄i = ∂x̄i

∂xrC
r (2) kai D̄j = ∂x̄j

∂xsD
s (3) (apì th (2.12 ) )

T¸ra, B̄ijC̄
iD̄j = ∂xk

∂x̄i
∂xp

∂x̄jBkp
∂x̄i

∂xrC
r ∂x̄j

∂xsD
s (apì tic (1), (2) kai (3) )

=
∂xk

∂x̄i

∂xp

∂x̄j

∂x̄i

∂xr

∂x̄j

∂xs
BkpC

rDs

=
∂xk

∂x̄i

∂x̄i

∂xr

∂xp

∂x̄j

∂x̄j

∂xs
BkpC

rDs

= δk
r δ

p
sBkpC

rDs (apì (2.5))

= δk
rBkpδ

p
sD

sCr

= BrpD
pCr (apì tic (1.6) kai (1.4))

= BrpC
rDp

⇒ B̄ijC̄
iD̄j = BijC

iDj (4)

(Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec r kai p apì i kai j antÐstoiqa)

Apì thn (4) èpetai ìti to BijC
iDj eÐnai èna analloÐwto.

16. An aiju
iuj eÐnai èna analloÐwto gia èna aujaÐreto antalloÐwto di�nu-

sma ui, deÐxate ìti o aij + aji eÐnai ènac tanust c.
Epeid  to aiju

iuj eÐnai èna analloÐwto èqoume āijū
iūj = aiju

iuj
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(apì th (2.6) )

= aij
∂xi

∂x̄s
ūs∂x

j

∂x̄t
ūt (apì (2.13))

= aij
∂xi

∂x̄s

∂xj

∂x̄t
ūsūt

= ast
∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
ūiūj

(Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec i, j, s, t apì s, t, i, j antÐstoiqa)

 , (āij − ast
∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
)ūiūj = 0

 , B̄ijū
iūj = 0 (1)

ìpou B̄ij = āij − ast
∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
(2)

Afìtou ūi eÐnai aujaÐreto, èpetai apì thn (1) ìti B̄ij + B̄ji = 0 (apì to
par�deigma 3).
Lamb�nontac up' ìyin th (2) h sqèsh (3) mporeÐ na ekfrasteÐ wc

āij − ast
∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
+ āji − ast

∂xs

∂x̄j

∂xt

∂x̄i
= 0

  āij + āji = ast
∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
+ ast

∂xs

∂x̄j

∂xt

∂x̄i

= ast
∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
+ ats

∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
(Antikajist¸ntac

touc bouboÔc deÐktec t kai s sto deÔtero ìro tou dexioÔ mèrouc apì s kai t antÐstoiqa)

= (ast + ats)
∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
(4)

Apì thn (4) èpetai ìti aij + aji eÐnai sunalloÐwtoc tanust c bajmoÔ 2.

17. An aij, bk eÐnai oi sunist¸sec enìc summetrikoÔ sunalloÐwtou tanust 
kai enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc antÐstoiqa ta opoÐa ikanopoioÔn th sqèsh
aijbk + ajkbi + akibi = 0, deÐxate ìti aij = 0   bk = 0.
Pr¸ta upojètoume ìti èna apì ta bk, ac poÔme to b1, den eÐnai mhdèn.
Jètontac i = j = k = 1 sth dosmènh sqèsh paÐrnoume
a11b1 + a11b1 + a11b1 = 0   3a11b1 = 0
Epomènwc , a11 = 0 (1) (∵ b1 6= 0)
Sth sunèqeia jètwntac i = j = 1 sth dosmènh sqèsh èqoume

a11b1 + a1kb1 + ak1b1 = 0
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 , 2a1kb1 = 0 (san apotèlesma thc (1) kai thc summetrÐac tou aij )
Epomènwc a1k = 0 gia ìla ta k (2) (∵ b1 6= 0)
Telik¸c, jètontac k = 1 sth dosmènh sqèsh paÐrnoume

aijb1 + aj1bi + a1ibj = 0

  aijb1 + aj1bi + a1ibj = 0

 , aijb1 = 0 (apì thn (2 ) ) (3)

Apì thn (3) paÐrnoume aij = 0 (∵ b 6= 0)
Sth sunèqeia upojètoume ìti mÐa apì tic sunist¸sec tou aij, ac poÔme h
a11 6= 0. Tìte to bk prèpei na eÐnai mhdèn gia ìla ta k, epeid  se �llh
perÐptwsh, ìpwc mìlic deÐqjhke, ta aij prèpei na eÐnai mhdèn. Apì ekeÐ kai
pèra, eÐte aij = 0   bk = 0.

18. DeÐxate ìti oi metasqhmatismoÐ antalloÐwtwn dianusm�twn sqhmatÐzoun
om�da.
'Estw S èna sÔnolo apì metasqhmatismoÔc antalloÐwtwn dianusm�twn kai
T , T ′ na eÐnai dÔo tètoioi metasqhmatismoÐ apì to sÔsthma (xi) sto sÔsthma
(x̄i) kai apì to (x̄i) sto (¯̄xi) pou dÐnetai apì tic

T : Āi = Ap ∂x̄
i

∂xp
(1)

T ′ : ¯̄Ai = Ār ∂ ¯̄xi

∂x̄p
(2)

Tìte o metasqhmatismìc ginomènou T ′T dÐnetai apì th

T ′T : ¯̄Ai = Ap∂x̄
r

∂xp

∂ ¯̄xi

∂x̄r
(apì tic (1) kai (2))

= Ap ∂ ¯̄xi

∂xp
(3)

Apì thn (3) èpetai ìti T ′T ∈ S (4)
'Estw E o metasqhmatismìc pou dÐnetai apì thn

E : Ai = Ai∂x
p

∂xp
(5)

Tìte ET = TE = T
Epomènwc, E eÐnai o tautotikìc metasqhmatismìc kai apì thn (5) èpetai ìti

E ∈ S (6)
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Apì thn (1) paÐrnoume Ap = Āi ∂xp

∂x̄i (7) (apì th (2.13) )
To dhl¸noume autì me T1.
Epeid  to T1 anaparist� to metasqhmatismì apì to sÔsthma (x̄i) sto sÔsthma
(xi), eÐnai to antÐstrofo tou T . Epomènwc, apì thn (7) èpetai ìti

T1 ∈ S (8)

Telik¸c, mporeÐ eÔkola na epalhjeujeÐ ìti an to T ′′ anaparist�nei èna metasqh-
matismì apì èna sÔsthma (¯̄xi) se èna sÔsthma (¯̄̄xi), tìte

(T ′′T ′)T = T ′′(T ′T ) (9)

Dun�mei twn (4),(6),(8) kai (9) èpetai ìti to S sqhmatÐzei om�da.

19. An Tijkl eÐnai ènac tanust c o opoÐoc ikanopoieÐ tic sqèseic
Tijkl + Tijlk = 0 (1)
Tijkl + Tijlk = 0 (2)
kai Tijkl + Tiklj + Tiljk = 0 (3)
deÐxate ìti Tijkl = Tklij.
Jètontac i = l, l = k, k = j, kai j = i sthn (3) paÐrnoume

Tlijk + Tljki + Tlkij = 0 (4)

'Epeita jètontac i = k, j = i, k = j, sthn (3) èqoume

Tkijl + Tkjli + Tklij = 0 (5)

Tèloc, jètontac i = j kai j = i sthn (3) paÐrnoume

Tjikl + Tjkli + Tjlik = 0 (6)

T¸ra prosjètontac (3),(4),(5) kai (6) èqoume san apotèlesma twn (1) kai (2)

2Tiklj + 2Tljki = 0

 , Tiklj = −Tljki

= Tljik apì (1) (7)

T¸ra, jètontac k = j, l = k, j = l sthn (7) èqoume

Tijkl = Tklij

20. DeÐxate ìti den up�rqei di�krish metaxÔ antalloÐwtwn kai sunalloÐwtwn
dianusm�twn ìtan oi metasqhmatismoÐ eÐnai tou tÔpou x̄i = ai

mx
m + di, ìpou
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di kai ai
m eÐnai stajerèc tètoiec ¸ste ai

ra
i
m = δr

m (to i ajroÐzetai).
Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc tou

x̄i = ai
mx

m + di (1)

me ai
r paÐrnoume

x̄iai
r = ai

ra
i
mx

m + diai
r

= δr
mx

m + diai
r (∵ dÐnetai ìti ai

ra
i
m = δr

m )

= xr + diai
r

Epomènwc,xr = x̄iai
r − diai

r

Jètontac r = j èqoume

xj = x̄ia1
j − diai

j (2)

Apì tic (1) kai (2) paÐrnoume diaforÐzontac wc proc xm kai x̄i ta akìlouja
apotelèsmata:

∂x̄i

∂xm
= ai

m (3)

kai
∂xj

∂x̄i
= ai

j (4)

Epomènwc,
∂x̄i

∂xj
=
∂xj

∂x̄i
= ai

j (5)

Epomènwc, h sqèsh Āi = ∂x̄i

∂xjA
j paÐrnei th morf 

Āi = ai
jA

j (apì thn (5) ) (6)

EpÐshc, h sqèsh Āi = ∂xj

∂x̄iAj paÐrnei th morf 

Āi = ai
jAj (apì thn (5) ) (7)

Apì thn(6) èqoume
Ā1 = a1

1A
1 + · · ·+ a1

nA
n, Ā2 = a2

1A
1 + · · ·+ a2

nA
n, Ān = an

1A
1 + · · ·+ an

nA
n

EpÐshc apì thn (7) èqoume Ā1 = a1
1A1 + · · · + a1

nAn, Ā2 = a2
1A1 + · · · +

a2
nAn, Ān = an

1A1 + · · ·+ an
nAn

'Etsi blèpoume ìti kai ta duo dianÔsmata Ai kai Ai metasqhmatÐzontai me ton
Ðdio trìpo. Epomènwc de mporeÐ na up�rxei di�krish metaxÔ touc.

21. (i) An
(

x1

x2 ,
x2

x1

)
eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma se Kartesianì sÔsth-

ma suntetagmènwn x1, x2 breÐte tic sunist¸sec se polikèc suntetagmènec r, θ
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(C.U.1989)
An ta Ai ekfr�zoun tic sunist¸sec enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc se su-
ntetagmènec xi kai ta Āi ekfr�zoun tic sunist¸sec tou se suntetagmènec x̄i

, tìte

Āi =
∂xk

∂x̄i
Ak (1)

Sthn paroÔsa perÐptwsh, x1 = r cos θ, x2 = r sin θ (2)

A1 =
x1

x2
, A2 =

x2

x1
(3)

x̄1 = r, x̄2 = θ (4)

'Eqoume na broÔme ta Ā1 kai Ā2.
T¸ra h (1) mporeÐ na grafeÐ wc

Āi =
∂x1

∂x̄i
A1 +

∂x2

∂x̄i
A2

Epomènwc, Ā1 =
∂x1

∂x̄1
A1 +

∂x2

∂x̄1
A2 (5)

kai Ā2 =
∂x1

∂x̄2
A1 +

∂x2

∂x̄2
A2 (6)

Apì thn (5) paÐrnoume Ā1 = ∂x1

∂r
A1 + ∂x2

∂r
A2 (apì(4) )

= cosθ
x1

x2
+ sinθ

x2

x1
(apì tic (2) kai (3))

= cosθcotθ + sinθtanθ (apì th (2))

cos2θ

sinθ
+
sin2θ

cosθ
=
cos3θ + sin3θ

sinθcosθ

EpÐshc apì (6) paÐrnoume Ā2 = ∂x1

∂θ
A1 + ∂x2

∂θ
A2 (apì thn (4) )

= −rsinθx
1

x2
+ rcosθ

x2

x1
(apì tic (2) &(3))

= −rsinθcotθ + rcosθtanθ = −rcosθ + rsinθ

r(sinθ − cosθ)

Epomènwc, oi sunalloÐwtec sunist¸sec eÐnai (cos3θ+sin3θ)
sinθcosθ

, r(sinθ − cosθ)

(ii) An èna di�nusma èqei sunist¸sec dx
dt
, dy

dt
se èna orjog¸nio sÔsthma su-
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ntetagmènwn x, y deÐxate ìti ta dr
dt
, dθ

dt
eÐnai oi sunist¸sec touc se polikèc su-

ntetagmènec r, θ.
An to Ai ekfr�zei tic sunist¸sec enìc dianÔsmatoc se suntetagmènec xi kai
to Āi ekfr�zei tic sunist¸sec tou se suntetagmènec x̄i, tìte èqoume

Āi =
∂x̄i

∂xj
Aj (1)

Sthn paroÔsa perÐptwsh, èqoume ènan dÔo diast�sewn q¸ro kai
x1 = x, x2 = y, x̄1 = r, x̄2 = θ, A1 = dx

dt
kai A2 = dy

dt
.

Epomènwc, h (1) mporeÐ na grafeÐ wc

Āi =
∂x̄i

∂x1
A1 +

∂x̄i

∂x2
A2

'Etsi, Ā1 =
∂x̄1

∂x1
A1 +

∂x̄1

∂x2
A2 =

∂r

∂x

dx

dt
+
∂r

∂y

dy

dt
(2)

kai Ā2 =
∂x̄2

∂x1
A1 +

∂x̄2

∂x2
A2 =

∂θ

∂x

dx

dt
+
∂θ

∂y

dy

dt
(3)

'Eqoume r2 = x2 + y2 (4)
Apì thn (4) paÐrnoume 2r ∂r

∂x
= 2x. 'Etsi ∂r

∂x
= x

r
(5)

ParomoÐwc ∂r
∂y

= y
r

(6)
EpÐshc diaforÐzontac tic dÔo pleurèc thc (4) wc proc t paÐrnoume

2r
dr

dt
= 2x

dx

dt
+ 2y

dy

dt

'Etsi,r
dr

dt
= x

dx

dt
+ y

dy

dt
(7)

Apì (2) èqoume Ā1 = x
r

dx
dt

+ y
r

dy
dt

(apì tic (5) kai (6) )

1

r
(x
dx

dt
+ y

dy

dt
)

=
1

r
r
dr

dt
(apì thn (7))

=
dr

dt
(8)

EpÐshc, èqoume θ = tan−1 y
x

 ,tanθ =
y

x
(9)
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DiaforÐzontac tic dÔo pleurèc thc (9) wc proc t paÐrnoume

sec2 dθ

dt
= − 1

x2

dx

dt
y +

1

x

dy

dt
=
xdy

dt
− y dx

dt

x2

 
(
1 + tan2 θ

) dθ
dt

=
1

x2

(
x
dy

dt
− y

dx

dt

)
 

(
1 +

y2

x2

)
dθ

dt
=

1

x2

(
x
dy

dt
− y

dx

dt

)
(apì thn (9))

Epomènwc,
dθ

dt
=

1

x2 + y2

(
x
dy

dt
− y

dx

dt

)
=

1

r2

(
x
dy

dt
− y

dx

dt

)
(10)

T¸ra diaforÐzontac tic dÔo pleurèc thc (9) wc proc x paÐrnoume,
sec2θ ∂θ

∂x
= − 1

x2y
 ,(1 + tan2θ) ∂θ

∂x
= − 1

x2y

 , x2+y2

x2
∂θ
∂x

= − y
x2

Epomènwc, ∂θ
∂x

= − y
r2 (11)

ParomoÐwc, ∂θ
∂y

= − x
r2 (12)

Apì thn (3) paÐrnoume Ā2 = − y
r2

dx
dt

+ x
r2

dy
dt

(apì tic (11) kai (12) )
= 1

r2 (x
dy
dt
− y dx

dt
)

= dθ
dt

(13)(apì th (10) )
Apì tic (8) kai (13) paÐrnoume tic sunist¸sec se polikèc suntetagmènec wc
dr
dt

kai dθ
dt
.

22. An aij, bkl eÐnai oi sunist¸sec dÔo summetrik¸n tanust¸n se èna n−di�stato
q¸ro ètsi ¸ste | bkl |6= 0 kai

aijbkl − ailbjk + ajkbil − aklbij = 0,

deÐxate ìti aij = ρbij, ìpou ρ eÐnai k�poioc bajmwtìc.
Epeid  bkl eÐnai summetrikìc kai | bkl |6= 0, mporoÔme na p�roume ta cij ètsi
¸ste

bijc
ik = δk

j (1) (apì th (2.38))

T¸ra pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc dosmènhc sqèshc me ckl paÐrnoume

aijc
klbkl − ailc

klbjk + ajkc
klbil − aklc

klbij = 0

 , naij − ailδ
l
j + ajkδ

k
i − σbij = 0 ìpou σ = aklc

kl (apì thn (1) )
 , naij − aij + aji − σbij = 0 (apì thn (1.6') )
 , naij = σbij
Epomènwc, aij = σ

n
bij = ρbij, ìpou ρ eÐnai èna bajmwtì epeid  to σ eÐnai ètsi.
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23. An X, Y, Z eÐnai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc se or-
jog¸niec kartesianèc suntetagmènec x, y, z se èna 3-di�stato q¸ro, deÐxate
ìti oi sunist¸sec tou dianÔsmatoc se kulindrikèc suntetagmènec, ∗r, θ, z eÐnai

Xcosθ + Y sinθ,−X
r
sinθ +

Y

r
cosθ, Z

An Ai eÐnai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc se suntetag-
mènec xi kai Āi eÐnai oi sunist¸sec se suntetagmènec x̄i, tìte

Āi =
∂x̄i

∂xj
Aj (1)

Sthn paroÔsa perÐptwsh èqoume 3-di�stato q¸ro, x1 = x, x2 = y, x3 = z,
x̄1 = r, x̄2 = θ, x̄3 = z, A1 = X,A2 = Y kai A3 = Z.
Epomènwc, h (1) mporeÐ na grafeÐ wc

Āi =
∂x̄i

∂x1
Ā1 +

∂x̄i

∂x2
Ā2 +

∂x̄i

∂x3
Ā3

'Etsi, Ā1 =
∂x̄1

∂x1
Ā1 +

∂x̄1

∂x2
Ā2 +

∂x̄1

∂x3
Ā3 (2)

Ā2 =
∂x̄2

∂x1
Ā1 +

∂x̄2

∂x2
Ā2 +

∂x̄2

∂x3
Ā3 (3)

kai Ā3 =
∂x̄3

∂x1
Ā1 +

∂x̄3

∂x2
Ā2 +

∂x̄3

∂x3
Ā3 (4)

T¸ra eÐnai gnwstì ∗ ìti

x = rcosθ, y = rsinθ, z = z

Epomènwc, r =
√
x2 + y2 (5), θ = tan−1 y

x
(6) kai z = z

Apì thn (5) paÐrnoume ∂r
∂x

= x√
x2+y2

= x
r

= cosθ (7) ParomoÐwc,
∂r
∂y

= y
r

= sinθ (8) kai ∂r
∂z

= 0 (9) Apì thn (6) paÐrnoume
∂θ
∂x

= 1

1+ y2

x2

·
(−y

x2

)
= − y

x2+y2 = − y
r2 = −1

r
sinθ (10)

ParomoÐwc, ∂θ
∂y

= x
x2+y2 = x

r2 = 1
r
cosθ (11)

kai ∂θ
∂z

= 0 (12)
Apì th (2) paÐrnoume Ā1 = ∂r

∂x
X + ∂r

∂y
Y + ∂r

∂z
Z = cosθX + sinθY (apì tic (7),

(8) kai (9) )

∗dec Kef�laio V
∗dec kef�laio V
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Ā2 = ∂θ
∂x
X + ∂θ

∂y
Y + ∂θ

∂z
Z = −1

r
sinθX + 1

r
cosθY (apì tic (10),(11) kai (12) )

kai Ā3 = ∂z
∂x
X + ∂z

∂y
Y + ∂z

∂z
Z = Z Epomènwc, oi zhtoÔmenec sunist¸sec eÐnai

Xcosθ + Y sinθ,

−X
r
sinθ +

Y

r
cosθ, Z

24. An Ak
ijB

jl
k = 0 gia k�je Bjl

k , deÐxte ìti ta A
k
ij mhdenÐzontai tautotik�.

(C.U.1987)
Apì th stigm  pou to Bjl

k eÐnai aujaÐreto, mporoÔme na epilèxoume tic sunist¸-
sec tou wc akoloÔjwc:
B21

3 6= 0, en¸ oi �llec sunist¸sec eÐnai ìlec mhdèn.
T¸ra to Ak

ijB
jl
k = 0 mporeÐ na grafeÐ wc

A1
ijB

jl
1 + A2

ijB
jl
2 + A3

ijB
jl
k + · · ·+ An

ijB
jl
n = 0

 , A1
ijB

jl
1 + A2

ijB
jl
2 + [A3

i1B
j1
3 + A3

i2B
j2
3 · · ·+ A3

inB
nl
3 ] + · · ·+ An

ijB
jl
n = 0 (1)

Apì thn (1) paÐrnoume A3
i2B

2l
3 = 0 (2)

epeid  apì thn parap�nw epilog  twn sunistws¸n twn Bjl
k , ìloi oi �lloi ìroi

thc (1) mhdenÐzontai.
Epeid  B21

3 6= 0, apì th (2) paÐrnoume
A3

i2 = 0 gia ìla ta i.
ParomoÐwc, gia ìlouc touc sunduasmoÔc twn j kai k twn Bjl

k paÐrnoume
Ap

iq = 0 gia ìla ta p, q.
Me �lla lìgia, Ak

ij = 0 gia ìla ta i, j, k dhlad  o Ak
ij mhdenÐzetai tautotik�.

25. An sqetik� me k�je sÔsthma suntetagmènwn ston Sn up�rqei èna sÔnolo
n3 sunart sewn ètsi ¸ste to eswterikì ginìmeno Ai

jkB
k
s = 0 na eÐnai ènac

tanust c tou tÔpou (1,2) gia èna tanust  Bk
s tou tÔpou (1,1) me aujaÐretec

sunist¸sec, apodeÐxte qwrÐc efarmog  tou nìmou phlÐkou ìti ta Ai
jk eÐnai oi

sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (1,2).
'Estw Ai

jkB
k
s = Ci

js (1)
se èna sÔsthma suntetagmènwn (xi) 'Estw ìti ta C̄i

js kai B̄k
s ekfr�zoun tic

sunist¸sec twn Ci
js kai Bk

s se èna �llo sÔsthma suntetagmènwn (x̄i) kai
oi posìthtec Ai

jk èstw ìti gÐnontai A′i
jk sto sÔsthma (x̄i). Tìte C̄i

js =
∂x̄i

∂xp
∂xq

∂x̄j
∂xt

∂x̄sC
p
qt (2) (apì th (2.20) )

kai B̄k
s = ∂x̄k

∂xr
∂xl

∂x̄sB
r
l (3) (apì th (2.18) )

Sto sÔsthma (x̄i) prosdiorÐzoume èna sÔnolo sunart sewn Āi
jk wc akoloÔ-

jwc:

Āi
jk =

∂x̄i

∂xm

∂xn

∂x̄j

∂xu

∂x̄k
Am

nu (4)
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TìteĀi
jkB̄

k
s =

∂x̄i

∂xm

∂xn

∂x̄j

∂xu

∂x̄k
Am

nu

∂x̄k

∂xr

∂xl

∂x̄s
Br

l (apì tic (3)&(4))

=
∂x̄i

∂xm

∂xn

∂x̄j

∂xu

∂x̄k

∂x̄k

∂xr

∂xl

∂x̄s
Am

nuB
r
l

=
∂x̄i

∂xm

∂xn

∂x̄j
δu
r

∂xl

∂x̄s
Am

nuB
r
l (apì thn (2.5))

=
∂x̄i

∂xm

∂xn

∂x̄j

∂xl

∂x̄s
Am

nrB
r
l (3)

=
∂x̄i

∂xm

∂xn

∂x̄j

∂xl

∂x̄s
Cm

nl (apì thn (1))

= C̄i
js (5) (apì th (2))

EpÐshc A′i
jkB̄

k
s = C̄i

js (6) (apì thn (1) )
Apì tic (5) kai (6) èqoume (A′i

jk − Āi
jk)B̄

k
s = 0 (7)

Epeid  ta B̄k
s eÐnai aujaÐreta mporoÔme na jèsoume opoiad pote epijumht 

tim  stic sunist¸sec tou. Ac p�roume B̄k
s = 1, ìtan k = l, ìpou l eÐnai ènac

kajorismènoc jetikìc akèraioc kai B̄k
s = 0 diaforetik�. Tìte apì thn (7)

paÐrnoume (A′i
jk − Āi

jk)B̄
l
s = 0  , A′i

jk − Āi
jk = 0 (8) (∵ B̄l

s = 1)
Epeid  h (8) isqÔei gia l = 1, 2, ...n
èqoume A′i

jk = Āi
jk

Autì shmaÐnei sÔmfwna me thn (4) ìti Ai
jk metasqhmatÐzetai ìpwc ènac tanu-

st c, dhlad  o Ai
jk eÐnai ènac tanust c o opoÐoc eÐnai tou tÔpou (1,2).

26. An aij eÐnai ènac sunalloÐwtoc tanust c tètoioc ¸ste |aij| 6= 0, pros-
diorÐste pìte h orÐzousa |aij| eÐnai èna analloÐwto.
Apì th stigm  pou o |aij| eÐnai ènac analloÐwtoc tanust c, èqoume

āij =
∂xp

∂x̄i

∂xq

∂x̄j
apq

Apì ed¸, |āij| =
∣∣∣∣∂xp

∂x̄i

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂xq

∂x̄j

∣∣∣∣ |apq|

=

∣∣∣∣∂xp

∂x̄i

∣∣∣∣2 |apq|
(

∵

∣∣∣∣∂xp

∂x̄i

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂xq

∂x̄j

∣∣∣∣)
  |āij| = J2|apq| (1), ìpou J eÐnai h Iakobian  tou metasqhmatismoÔ xi =
φi(x̄1 . . . x̄n), i = 1, 2 . . . n.
Apì thn (1) èpetai ìti |aij| den eÐnai, genik�, èna analloÐwto lìgw thc parousÐac
tou ìrou J2 sth dexi� pleur�.
ShmeÐwsh. Se aut  thn perÐptwsh, |aij | lègetai ìti eÐnai sqetik� analloÐwto b�rouc 2.
All� sqetik� analloÐwto eÐnai mia eidik  perÐptwsh mÐac genik c ènnoiac enìc sqetikoÔ
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tanust  b�rouc w o opoÐoc prosdiorÐzetai wc akoloÔjwc:
Sqetikìc tanust c:

'Enac tanust c t�xhc p+ q tou opoÐou oi sunist¸sec ai1i2...ip
j1j2...jq

se èna sÔsthma
suntetagmènwn (xi) metasqhmatÐzontai sÔmfwna me ton akìloujo tÔpo, ìtan
anafèretai se èna �llo sÔsthma suntetagmènwn (x̄i):

ā
i1i2...ip
j1j2...jq

= Jw ∂x̄
i1

∂xt1

∂x̄i2

∂xt2
. . .

∂x̄ip

∂xtp

∂xr1

∂x̄j1

∂xr2

∂x̄j2
. . .

∂xrq

∂x̄jq
at1t2...tp

r1r2...rq

ìpou J eÐnai h Iakobian  tou metasqhmatismoÔ

xi = φi(x̄1 . . . x̄n)

kaleÐtai ènac sqetikìc tanust c b�rouc w.

Tanustik  puknìthta:
'Enac sqetikìc tanust c b�rouc 1 kaleÐtai tanustik  puknìthta.

27. An aij eÐnai ènac summetrikìc sunalloÐwtoc tanust c t�xewc 2 kai |aij| =
a, deÐxate ìti h

√
a eÐnai mÐa tanustik  puknìthta.

Apì th stigm  pou o aij eÐnai ènac sunalloÐwtoc tanust c t�xewc 2, èqoume

āij = apq
∂xp

∂x̄i

∂xq

∂x̄j

Apì ed¸ |āij| = |apq|
∣∣∣∣∂xp

∂x̄i

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂xq

∂x̄j

∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∂xp

∂x̄i

∣∣∣∣2
  ā = a

∣∣∣∣∂xp

∂x̄i

∣∣∣∣2 , ìpou |āij| = ā

Apì ed¸,
√
ā =

√
a

∣∣∂xp

∂x̄i

∣∣ = J
√
a (1)

Apì thn (1) èpetai ìti h
√
a eÐnai ènac sqetikìc tanust c b�rouc 1. Me �lla

lìgia h
√
a eÐnai mÐa tanustik  puknìthta.

28. ApodeÐxte ìti to bajmwtì ginìmeno enìc sqetikoÔ sunalloÐwtou dianÔ-
smatoc b�rouc w kai enìc sqetikoÔ antalloÐwtou dianÔsmatoc b�rouc w′ eÐnai
èna sqetikì bajmwtì b�rouc w + w′.

Tìte Āi = Ap ∂x̄i

∂xp

∣∣∂x
∂x̄

∣∣w′

= Ap ∂x̄
i

∂xp
Jw′

(1)

kai B̄i = Bq
∂x̄q

∂xi

∣∣∂x
∂x̄

∣∣w
= Bq

∂x̄q

∂xi
Jw (2)
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Apì (1) kai (2) paÐrnoume

ĀiB̄i = ApBq
∂x̄i

∂xp

∂x̄q

∂xi
Jw+w′

= ApBqδ
q
pJ

w+w′

= ApBpJ
w+w′

(3)

Apì thn (3) èpetai ìti AiBi eÐnai ènac sqetikìc bajmwtìc b�rouc w+w′.

29. An aij eÐnai ènac antisummetrikìc sunalloÐwtoc tanust c, deÐxate ìti
brst pou orÐzetai apì thn

brst =
∂ast

∂xr
+
∂atr

∂xs
+
∂ars

∂xt

eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou tanust , antisummetrikoÔ gia ìlouc
touc deÐktec.

Epeid  o aij eÐnai ènac sunalloÐwtoc tanust c, èqoume

ākj =
∂xp

∂x̄k

∂xq

∂x̄j
apq (1)

DiaforÐzontac tic dÔo pleurèc thc (1) me x̄i paÐrnoume

∂ākj

∂x̄i
=
∂apq

∂x̄i

∂xp

∂x̄k

∂xq

∂x̄j
+ apq

[
∂2xp

∂x̄k∂x̄i

∂xq

∂x̄j
+
∂xp

∂x̄k

∂2xq

∂x̄j∂x̄i

]
(2)

ParomoÐwc,

∂āji

∂x̄k
=
∂alm

∂x̄k

∂xl

∂x̄j

∂xm

∂x̄i
+ alm

[
∂2xl

∂x̄j∂x̄k

∂xm

∂x̄i
+
∂xl

∂x̄j

∂2xm

∂x̄i∂x̄k

]
(3)

∂āik

∂x̄j
=
∂anr

∂x̄j

∂xn

∂x̄i

∂xr

∂x̄k
+ anr

[
∂2xn

∂x̄i∂x̄j

∂xp

∂x̄k
+
∂xn

∂x̄i

∂2xr

∂x̄k∂x̄j

]
(4)

kai
Prosjètontac (2),(3) kai (4) paÐrnoume

∂ākj

∂x̄i
+
∂āji

∂x̄k
+
∂āik

∂x̄j
=
∂apq

∂x̄i

∂xp

∂x̄k

∂xq

∂x̄j
+
∂alm

∂x̄k

∂xl

∂x̄j

∂xm

∂x̄i
+
∂anr

∂x̄j

∂xn

∂x̄i

∂xr

∂x̄k
(5)

[∵ To �jroisma twn �llwn tri¸n ìrwn eÐnai mhdèn wc apotèlesma tou gegonì-
toc ìti o aij eÐnai antisummetrikìc]
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EpÐshc,

−∂x
s

∂x̄i

∂xu

∂x̄j

∂xt

∂x̄k
bsut =

∂xs

∂x̄i

∂xu

∂x̄j

∂xt

∂x̄k

[
∂atu

∂xs
+
∂ast

∂xu
+
∂aus

∂xt

]

=
∂xs

∂x̄i

∂xu

∂x̄j

∂xt

∂x̄k

∂atu

∂xs
+
∂xs

∂x̄i

∂xu

∂x̄j

∂xt

∂x̄k

∂ast

∂xu
+
∂xs

∂x̄i

∂xu

∂x̄j

∂xt

∂x̄k

∂aus

∂xt

=
∂atu

∂x̄i

∂xu

∂x̄j

∂xt

∂x̄k
+
∂ast

∂x̄i

∂xu

∂x̄j

∂xt

∂x̄k
+
∂aus

∂x̄i

∂xu

∂x̄j

∂xt

∂x̄k

=
∂apq

∂x̄i

∂xp

∂x̄k

∂xq

∂x̄j
+
∂alm

∂x̄k

∂xl

∂x̄j

∂xm

∂x̄i
+
∂anr

∂x̄j

∂xn

∂x̄i

∂xr

∂x̄k

=
∂ākj

∂x̄i
+
∂āji

∂x̄k
+
∂āik

∂x̄j

= −b̄ijk

, ìpou = −b̄ijk =
∂ākj

∂x̄i +
∂āji

∂x̄k + ∂āik

∂x̄j

  b̄ijk = ∂xs

∂x̄i
∂xu

∂x̄j
∂xt

∂x̄k bsut

Apì thn (6) èpetai ìti bsut eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou tanust 
EpÐshc apì thn
brst = ∂ast

∂xr + ∂atr

∂xs + ∂ars

∂xt èpetai ìti brst = −brts, brst = −bsrt kai brst = −btsr
[∵ aij eÐnai antisummetrikìc]

Epomènwc, brst eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou tanust , o opoÐoc
eÐnai antisummetrikìc gia ìlouc touc deÐktec.

30.An Ai
jkB

jk = Ci, ìpou Ci eÐnai èna antalloÐwto di�nusma kai Bjk

eÐnai ènac aujaÐretoc summetrikìc tanust c, deÐxate ìti Ai
jk + Ai

kj eÐnai ènac
tanust c.

Ac eÐnai Āi
jkB̄

jk = C̄i T¸ra B̄jk = ∂x̄j

∂xp
∂x̄k

∂xqB
pq [apì (2.14)]

kai C̄i = ∂x̄i

∂xsC
s

Epomènwc h (1) mporeÐ na grafeÐ wc
Āi

jk
∂x̄j

∂xp
∂x̄k

∂xqB
pq = ∂x̄i

∂xsC
s = ∂x̄i

∂xsA
s
pqB

pq [∵ Ai
jkB

jk = Ci]

 ,
(
Āi

jk
∂x̄j

∂xp
∂x̄k

∂xq − ∂x̄i

∂xsA
s
pq

)
Bpq = 0 (2)

Epeid  to Bjk eÐnai ènac aujaÐretoc summetrikìc tanust c, mporoÔme na
jèsoume opoiesd pote epijumhtèc timèc gia tic sunist¸sec tou. 'Estw mÐa apì
tic sunist¸sec tou tanust  mh mhdenik , ac poÔme Bmn 6= 0 kai oi upìloipec
na eÐnai mhdèn. Tìte apì th (2) paÐrnoume
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(
Āi

jk

∂x̄j

∂xm

∂x̄k

∂xn
− ∂x̄i

∂xs
As

mn

)
Bmn +

(
Āi

jk

∂x̄j

∂xn

∂x̄k

∂xm
− ∂x̄i

∂xs
As

nm

)
Bnm = 0

  (
Āi

jk

∂x̄j

∂xm

∂x̄k

∂xn
+ Āi

jk

∂x̄j

∂xn

∂x̄k

∂xm
− ∂x̄i

∂xs
As

mn −
∂x̄i

∂xs
As

nm

)
Bnm = 0 (3)

Epeid  Bmn 6= 0 apì thn (3) paÐrnoume

Āi
jk

∂x̄j

∂xm

∂x̄k

∂xn
+ Āi

jk

∂x̄j

∂xn

∂x̄k

∂xm
=
∂x̄i

∂xs
As

mn +
∂x̄i

∂xs
As

nm

 

Āi
jk

∂x̄j

∂xm

∂x̄k

∂xn
+ Āi

kj

∂x̄j

∂xm

∂x̄k

∂xn
=
∂x̄i

∂xs
As

mn +
∂x̄i

∂xs
As

nm

[Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec j kai k apì k kai j sto deÔtero
ìro thc arister c pleur�c ]

 ,

(
Āi

jk + Āi
kj

) ∂x̄j

∂xm

∂xm

∂x̄p

∂x̄k

∂xn

∂xn

∂x̄q
=
∂x̄i

∂xs

∂xm

∂x̄p

∂xn

∂x̄q
(As

mn + As
nm)

  (
Āi

jk + Āi
kj

)
δi
pδ

k
q =

∂x̄i

∂xs

∂xm

∂x̄p

∂xn

∂x̄q
(As

mn + As
nm)

 

(
Āi

pq + Āi
qp

)
=
∂x̄i

∂xs

∂xm

∂x̄p

∂xn

∂x̄q
(As

mn + As
nm) (5)

Apì thn (5) èpetai ìti Ai
jk + Ai

kj eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (1,2).

ASKHSEIS
1. Oi sunist¸sec Ai enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc sto sÔsthma sunte-

tagmènwn (xi) lamb�nontai wc akoloÔjwc:
A1 = f , ìpou f eÐnai mÐa aujaÐreth sun�rthsh twn xi kai Aj = 0, j =

2 . . . n. DeÐxate ìti oi sunist¸sec se opoiod pote �llo sÔsthma (x̄i) dÐnontai
wc

Āi = f
∂x1

∂x̄i
, j = 1, 2 . . . n
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2. An h sqèsh ai
jv

j = 0 isqÔei gia k�je aujaÐreto antalloÐwto di�nu-
sma vi, deÐxate ìti ai

j = 0.
3. An h sqèsh bijuiuj = 0 isqÔei gia k�je aujaÐreto sunallÐwto di�nusma

ui, deÐqte ìti bij + bji = 0.
4. An aijuiuj = bijuiuj gia èna aujèraito sunalloÐwto di�nusma ui, deÐ-

xate ìti aij + aji = bij + bji.
5. An aij eÐnai ènac summetrikìc tanust c kai bij = aji, deÐxate ìti bij

eÐnai ènac summetrikìc tanust c
6.(i) An ènac tanust c Tijk eÐnai anti-summetrikìc stouc pr¸touc dÔo deÐ-

ktec apì arister� kai summetrikìc stouc deÔterouc kai trÐtouc deÐktec apì
arister�, deÐqte ìti Tijk = 0.

(ii)An ènac tanust c Tijkl eÐnai summetrikìc stouc pr¸touc dÔo deÐktec apì
arister� kai summetrikìc stouc deÔterouc kai tètartouc deÐktec apì arister�,
deÐxate ìti Tijkl = 0.

7. DeÐxate ìti ènac n− di�statoc q¸roc enìc sunalloÐwtou antisum-
metrikoÔ tanust  deutèrac t�xewc èqei to polÔ 1

2
n(n− 1) diaforetikèc arij-

mhtikèc sunist¸sec
8. An h sqèsh TijkA

iAjAk = 0 isqÔei gia opoiod pote aujaÐreto antalloÐ-
wto di�nusma Ai, deÐxate ìti

Tijk + Tjki + Tkij + Tjik + Tkji + Tikj = 0

9. An h sqèsh TijkA
iAjAk = 0 isqÔei gia opoiod pote aujaÐreto antalloÐ-

wto di�nusma Ai, ìpou Tijk eÐnai ènac tanust c summetrikìc sta i kai j, deÐqte
ìti

Tijk + Tjki + Tkij = 0

10. DeÐxate ìti

∂2x̄r

∂xs∂xt
= −∂x̄

r

∂xu

∂x̄v

∂xs

∂x̄w

∂xt

∂2xu

∂x̄v∂x̄w

11. An Ar
st eÐnai ènac tanust c, deÐxate ìti

∂Ār
st

∂x̄u
=

∂x̄r

∂xm

∂xn

∂x̄s

∂xp

∂x̄t

∂xq

∂x̄u

∂Am
np

∂x̄q
+
∂x̄r

∂xm

∂xn

∂x̄s

∂2xp

∂x̄t∂x̄u
Am

np

+
∂x̄r

∂xm

∂xp

∂x̄t

∂2xn

∂x̄s∂x̄u
Am

np +
∂xn

∂x̄s

∂xp

∂x̄t

∂xq

∂x̄u

∂2x̄r

∂xm∂xq
Am

np

12. An f eÐnai èna analloÐwto, prosdiorÐste pìte to ∂2f
∂xp∂xq eÐnai ènac

tanust c.
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13. An h isìthta ai
jA

j = σAi isqÔei gia opoiod pote antalloÐwto di�nusma
Ai, ìpou σ eÐnai èna bajmwtì, deÐxate ìti ai

j = σδi
j.

14. An δij = 1, ìtan i = j = 0 ìtan i 6= j prosdiorÐste pìte ta δij eÐnai oi
sunist¸sec enìc sunalloÐwtou tanust  deutèrac t�xewc.

15. An Ai eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma, prosdiorÐste pìte

∂Ai

∂xj
− ∂Aj

∂xi

eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust 
16. An aijuiuj eÐnai analloÐwto gia èna aujaÐreto sunalloÐwto di�nusma

ui, deÐxate ìti aij + aji eÐnai ènac tanust c.
17. An h sqèsh TijklA

iBjAkBl = 0 diathreÐtai gia aujaÐreta antalloÐwta
dianÔsmata Ai, Bi deÐxate ìti,

Tijkl + Tilkj + Tkjil + Tklij = 0

18. An h sqèsh AijklA
iBjAkBl = 0 diathreÐtai gia aujaÐreta antalloÐwta

dianÔsmata Ai, Bi ìpou Aijkl ikanopoieÐ tic sqèseic

Aijkl + Aijlk = 0, Aijkl + Ajikl = 0

kai
Aijkl + Aiklj + Ailjk = 0

deÐxate ìti
Aijkl = 0

19. An Bij eÐnai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou tanust  kai Ci, Di eÐnai
oi sunist¸sec dÔo sunalloÐwtwn dianusm�twn, deÐxate ìti BijCiDj eÐnai èna
analloÐwto.

20. aijv
ivj eÐnai èna analloÐwto, ìpou vi eÐnai èna aujaÐreto antalloÐwto

di�nusma. An aij eÐnai ènac summetrikìc tanust c kai vi = Ai + Bi, deÐxate
ìti aijA

iBj eÐnai èna analloÐwto.
21. DeÐxate ìti oi metasqhmatismoÐ sunalloÐwtwn dianusm�twn fti�qnoun

om�da.
22. An Tijkl eÐnai ènac tanust c o opoÐoc ikanopoieÐ tic sqèseic Tijkl +

Tijlk = 0, Tijkl + Tjikl = 0 kai Tijkl + Tiklj + Tiljk = 0 kai alm eÐnai ènac mh
mhdenikìc tanust c ètsi ¸ste

Thijkalm + Tlmhiajk + Tjklmahi = 0

, deÐxate ìti Thijk = 0
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23. An o Tijk eÐnai pl rwc antisummetrikìc kai oi deÐktec trèqoun apì 1
èwc n, deÐxate ìti o arijmìc twn diakrit¸n mh- mhdenizìmenwn sunistws¸n tou
Tijk eÐnai n(n−1)(n−2)

6
.

25. DeÐxate ìti oi metasqhmatismoÐ twn tanust¸n tou tÔpou (1,1) apoteloÔn
om�da.

26. (i) An èna sunalloÐwto di�nusma èqei sunist¸sec x2

x1 ,
x1

x2 , se or-
jog¸niec Kartesianèc suntetagmènec x1, x2, breÐte tic sunist¸sec touc se
polikèc suntetagmènecr, θ.

(ii)An èna sunalloÐwto di�nusma èqei sunist¸sec (x1)2, (x1)3

x2 , se orjog¸niec
Kartesianèc suntetagmènec x1, x2, breÐte tic sunist¸sec touc se polikèc
suntetagmènecr, θ.

(iii) An èna di�nusma èqei sunist¸sec d2x
dt2

d2y
dt2

se èna orjog¸niec Karte-

sianèc suntetagmènec x, y , deÐxate ìti d2r
dt2
− r

(
dθ
dt

)2
,d

2θ
dt2
− 2

r
dr
dt

dθ
dt

eÐnai oi suni-
st¸sec tou se polikèc suntetagmènec r, θ.

27. An X, Y, Z eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc se
orjog¸niec Kartesianèc suntetagmènec ston E3, breÐte tic sunist¸sec tou
dianÔsmatoc se sfairikèc suntetagmènec r, φ, θ ∗.

28. An X,Y, Z eÐnai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc se èna
orjog¸nio kartesianì sÔsthma suntetagmènwn ston E3, breÐte tic sunist¸sec
tou se sfairikèc suntetagmènec.

29. DeÐxate ìti se èna n− di�stato q¸ro (n > 2) kamÐa sqèsh thc morf c

paijbhk + qaihbjk + raikbhj = 0

mporeÐ na up�rxei, ìpou p, q, r eÐnai trÐa bajmwt�, aij eÐnai ènac summetrikìc
tanust c ètsi ¸ste |aij| 6= 0 kai bij eÐnai ènac anti-summetrikìc tanust c.

30. Oi sunist¸sec enìc summetrikoÔ sunalloÐwtou tanust  deutèrac
t�xewc se orjog¸niec Kartesianèc suntetagmènec sto E3 eÐnai 1,1,1, 0,0,0.
BreÐte tic sunist¸sec se

(i)Kulindrikèc suntetagmènec r, θ, z kai (ii) sfairikèc suntetagmènec r, φ, θ.
31. DeÐxate ìti oi metasqhmatismoÐ twn sumbìlwn Christoffel fti�qnoun

om�da.
32. An Ai

jkB
jk = Ci eÐnai èna antalloÐwto di�nusma kai Bjk eÐnai ènac au-

jaÐretoc anti-summetrikìc tanust c, deÐqte ìti Ai
jk−Ai

kj eÐnai ènac tanust c.
33. An h sqèsh aiju

iuj = 0 diathreÐtai gia ìla ta dianÔsmata ui ètsi ¸ste
uiλi = 0, ìpou λi eÐnai èna dosmèno sunalloÐwto di�nusma, deÐxate ìti

aij + aji = λivj + λjvi

ìpou vj eÐnai k�poio sunalloÐwto di�nusma.

∗blèpe kef. V
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34. An h isìthta ai
jui = σuj diathreÐtai gia opoiod pote sunalloÐwto

di�nusma ui ètsi ¸ste uiv
i = 0, ìpou vi eÐnai èna dosmèno antaloÐwto di�nu-

sma, deÐxate ìti ai
j = σδi

j + λjv
i, ìpou λi eÐnai k�poio sunalloÐwto di�nusma.

35. An Aij
kl eÐnai antisummetrikìc se sqèsh me ta k kai l kai an Bij, pros-

diorÐzetai apì thn exÐswsh Bij = Aij
klC

kl, deÐxate ìti Aij
kl eÐnai ènac tanust c.

36.(a) An aij eÐnai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou tanust  kai bij eÐnai
oi sunist¸sec enìc summetrikoÔ tanust  ètsi ¸ste b = |bij| 6= 0, deÐxate ìti√
baij eÐnai oi sunist¸sec mÐac tanustik c puknìthtac.
(b) AnAr

s eÐnai ènac apìlutoc tanust c, deÐxate ìti
√
gAr

s eÐnai mÐa tanustik 
puknìthta.

37. An aij eÐnai ènac summetrikìc tanust c tètoioc ¸ste |aij| 6= 0 kai bij

h ell�ssona upoorÐzousa tou aij sthn orÐzousa |aij|, prosdiorÐste pìte ta
bij eÐnai ènac sqetikìc tanust c. An eÐnai, breÐte to b�roc tou.

38. An aij eÐnai ènac antalloÐwtoc tanust c ètsi ¸ste |aij| 6= 0, deÐqte
ìti |aij| eÐnai èna sqetikì analloÐwto b�rouc -2.

39. DeÐqte ìti εijk kai εijk eÐnai sqetikoÐ tanustèc b�rouc -1 kai 1 antÐ-
stoiqa.

APANTHSEIS
12. Genik�, den eÐnai ènac tanust c.

EÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,2) sta shmeÐa ìpou to ∂f
∂xi mhdenÐzetai.

14. Ta δij den eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou tanust  deutèrou
bajmoÔ

15.∂Ai

∂xj − ∂Aj

∂xi eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust 
26.

(i)sinθ + cosθ,−rsin
2θ

cosθ
+ r

cos2θ

sinθ

(ii)2r2cos3θ,−r3sinθcos2θ + r3 cos
4θ

sinθ

27.Oi sunist¸sec eÐnai:

X(sinφcosθ) + Y (sinφsinθ) + Zcosφ

X(rcosφcosθ) + Y (cosφsinθ)− Zsinφ

X(−rsinφsinθ) + Y (sinφcosθ)

.
28.

(sinφcosθ)X + (sinφsinθ)Y + (cosφ)Z,

−r(cosφcosθ)X − (rsinφsinθ)Y − 1

r2
Z
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− sinθ

rsinφ
X +

cosθ

rsinφ
Y

. 30.(i)1, r2, 1, 0, 0, 0.(ii)1, r2, r2sin2φ, 0, 0, 0.
37. EÐnai ènac sqetikìc tanust c b�rouc 2.
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KEFALAIO III

ALGEBRA TANUSTWN SE QWRO RIEMANN

II.0 Sto prohgoÔmeno kef�laio jewr same k�poiec algebrikèc pr�xeic se
tanustèc ston Sn oi opoÐec sqhmatÐzoun thn kaloÔmenh �lgebra tanust¸n
ston Sn. K�je mÐa apì autèc tic pr�xeic pou dra se tanustèc par�gei p�li
tanustèc. EpÐshc eÐnai gnwstì ìti h merik  parag¸gish enìc sunalloÐwtou
dianÔsmatoc de dÐnei èna tanust . Sthn pragmatikìthta, h pr�xh thc meri-
k c parag¸gishc se èna tanust  den par�gei p�nta èna tanust  (dec Ask.11
Kef�laio 2). To er¸thma epomènwc pou prokÔptei eÐnai an ènac nèoc tÔpoc
diafì-
rishc mporeÐ na oristeÐ ston Sn o opoÐoc ìtan efarmìzetai se èna tanust 
par�gei p�li èna tanust . Aut  h er¸thsh mporeÐ na tejeÐ diaforetik� wc
ex c:

MporeÐ ènac q¸roc Sn na leitourg sei wc èna kat�llhlo perib�llon gia
pr�xeic tou tanustikoÔ logismoÔ; H ap�nthsh se aut  thn er¸thsh den eÐnai
katafatik , ektìc an prìsjeta qarakthristik� kataskeuastoÔn sth dom  tou
Sn.

'Enac q¸roc pou epidèqetai èna antikeÐmeno kaloÔmeno omoparallhlik 
sunoq ∗ katèqei epark  dom  gia na epitrèyei thn Ôparxh tou tanustikoÔ lo-
gismoÔ mèsa se autì. EÐnai gnwstì pwc ènac q¸roc Riemann eÐnai anagkaÐa
efodiasmènoc me mia omoparallhlik  sunoq . Epomènwc, gia thn an�ptuxh
tou tanustikoÔ logismoÔ mporoÔme eÐte na jewr soume ènan Sn efodiasmèno
me mia omoparallhlik  sunoq    mporoÔme na jewr soume èna q¸ro Rieman-
n. Se autì to kef�laio ja k�noume qr sh tou deÔterou gia thn an�ptuxh
tou tanustikoÔ logismoÔ. Aut  h epilog  proèrqetai apì th je¸rhsh ìti
se èna q¸ro Riemann , ènac nèoc trìpoc diafìrishc, ìpwc anafèrjhke kai
prohgoumènwc, mporeÐ na oristeÐ apl� kai autìc o tanustikìc logismìc se
èna tètoio q¸ro èqei shmantikèc efarmogèc sth fusik , eidik� sth jewrÐa thc
sqetikìthtac.

∗ 'Ena sÔnolo n3 sunart sewn Γl
ij se èna sÔsthma suntetagmènwn (xi) ston Sn lème

ìti kataskeu�zei tic sunist¸sec mÐac omoparallhlik c sunoq c an metasqhmatÐzontai
sÔmfwna me ton akìloujo nìmo sthn allag  tou sust matoc suntetagmènwn apì (xi) se
èna �llo sÔsthma (x̄i)

Γ̄i
jk =

∂x̄l

∂xr

∂xs

∂x̄i

∂xt

∂x̄j
Γr

st +
∂x̄l

∂xr

∂2xr

∂x̄i∂x̄j
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III.1 Q¸roc Riemann
'Enac Sn ston opoÐo h apìstash ds metaxÔ dÔo geitonik¸n shmeÐwn xi kai

xi + dxi dÐnetai apì to
ds2 = gijdx

idxj (3.1)

ìpou gij eÐnai aujaÐretec sunart seic twn suntetagmènwn xi tètoiec ¸ste
|gij| 6= 0 kai to ds upotÐjetai ìti eÐnai analloÐwto, kaleÐtai ènac n−di�statoc
q¸roc Riemann . O q¸roc kaleÐtai q¸roc Riemann gia na s¸sei kai na
tim sei to ìnoma tou dhmiourgoÔ tou Bernhard Riemann (1826-1866). 'Enac
tètoioc n− di�statoc q¸roc mporeÐ na dhlwjeÐ me Vn. To dexÐ mèloc thc (3.1)
kaleÐtai h metrik  tou Vn kai to ds kaleÐtai grammikì stoiqeÐo. Oi posìthtec
gij sthn (3.1) kaloÔntai suntelestèc thc metrik c Riemann .

Apì th stigm  pou gij = 1
2
(gij + gji) + 1

2
(gij − gji)

gijdx
idxj =

1

2
(gij + gji)dx

idxj +
1

2
(gij − gji)dx

idxj

=
1

2
(gij + gji)dx

idxj[∵
1

2
(gij − gji)dx

idxj = 0]

All� o 1
2
(gij + gji) eÐnai summetrikìc.

Epomènwc, den up�rqei ap¸leia thc genikìthtac sthn upìjesh ìti o gij

sthn (3.1) eÐnai summetrikìc. H fÔsh tou antikeimènou me autoÔc touc sunte-
lestèc orÐzetai apì to akìloujo je¸rhma:
Je¸rhma 3.1. Oi suntelestèc gij thc Riemannian metrik c kataskeu�zoun
èna summetrikì tanust  tÔpou (0,2).

Apìdeixh. Apì th stigm  pou to ds2 eÐnai èna analloÐwto, èpetai ìti to
gijdx

idxj eÐnai èna analloÐwto. EpÐshc apì th stigm  pou to dxi eÐnai èna
aujaÐreto antalloÐwto di�nusma, efarmìzontac to nìmo phlÐkou [Dec (iii )
thc II.13] katal goume sto ìti ta gij èinai oi sunist¸sec enìc tanust  tou
tÔpou (0,2). All� ta gij mporeÐ na jewrhjoÔn wc summetrik�, ìpwc f�nhke
parap�nw. Epomènwc, ta gij eÐnai oi sunist¸sec enìc summetrikoÔ tanust 
tou tÔpou (0,2). �

ShmeÐwsh 1 O tanust c gij kaleÐtai jemeli¸dhc tanust c   o metrikìc
tanust c tou Vn.
ShmeÐwsh 2 'Estw gij oi sunist¸sec tou antÐstrofou   tou suzug  tanust 
∗ tou gij (dec II.14). Tìte o tanust c gij kaleÐtai o antalloÐwtoc jemeli¸dhc

∗Q�rin eukolÐac o suzug c tanust c tou gij ekfr�zetai qrhsimopoi¸ntac to Ðdio gr�mma
g(dec shmeÐwsh 3 sthn II.14)
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tanust c tou Vn. 'Etsi

gij =
el�ssona upoorÐzousa tou gij sthn |gij|

|gij|
(3.2)

ShmeÐwsh 3. Apì th stigm  pou o gij eÐnai o antÐstrofoc tanust c tou
gij èqoume

gijgik = δi
k (3.3)

Epomènwc gijgij = n (3.4)

III.2 SqetikoÐ tanustèc
Se ènan Sn ènac tanust c opoioud pote tÔpou (sunalloÐwtoc   antalloÐ-

wtoc)  tan mÐa posìthta h opoÐa  tan adÔnato na metablhjeÐ. Me thn eisa-
gwg  mÐac metrik c ston Sn autìc periorismìc aÐretai ston Vn. 'Eqoume sth
di�jes  mac touc jemeli¸deic tanustèc gij kai gij oi opoÐoi mac dÐnoun ènan
pl joc apì nèec sqèseic.
Xekin�me me dianÔsmata. Ac eÐnai Ai kai Bi to antalloÐwto kai sunalloÐwto
di�nusma antÐstoiqa. T¸ra orÐzoume dÔo dianÔsmata Ai kai Bi wc akoloÔjwc:

Ai = gijA
j (3.5)

Bi = gijBj (3.6)

Tìte to Ai kaleÐtai to sqetikì tou dianÔsmatoc Ai kai to Bi kaleÐtai to
sqetikì tou dianÔsmatoc Bi. 'Etsi to sqetikì enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc
kataskeu�zetai apì to katèbasma tou deÐkth tou apì to jemeli¸dh tanust 
kai to sqetikì enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc kataskeu�zetai apì to anè-
basma tou deÐkth tou apì to jemeli¸dh tanust .
T¸ra

gijAj = gijgjkA
k = δi

kA
k = Ai (3.7)

Apì thn (3.7) èpetai ìti o sqetikìc tou Ai eÐnai o Ai. 'Etsi an Ai eÐnai o
sqetikìc tou Ai, tìte o Ai eÐnai o sqetikìc tou Ai. Epomènwc, to Ai kai to
Ai eÐnai amoibaÐa sqetik� kai ètsi eÐnai sqetik� dianÔsmata.

Sth sunèqeia jewroÔme tanustèc t�xhc megalÔterhc tou èna. K�je deÐ-
kthc enìc tètoiou tanust  mporeÐ na anèbei   na katèbei apì touc jemeli¸dhc
tanustèc ìpwc sthn perÐptwsh twn dianusm�twn. Gia par�deigma, jewroÔme
ton tanust Aij. Tìte mporoÔme na kataskeu�soume touc akìloujouc tanustèc
aneb�zontac touc deÐktec touc

Ai
·j = gikAkj (3.8)
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Aj
i· = gjkAik (3.9)

kai
Aij = gikgjlAkl (3.10)

Oi tanustèc Ai
·j,A

j
i·,A

ij kaloÔntai sqetikoÐ tou tanust  Aij. Shmei¸netai
ìti opoioid pote dÔo apì touc tèsseric tanustèc Aij,Ai

·j, A
j
i·,A

ij mporoÔn na
kataskeuastoÔn o ènac apì ton �llo apì katèbasma kai anèbasma deikt¸n.
Gia par�deigma, Ai

·j = gikAkj = gikgrjA
r
k· [∵ apì (3.9)gjlA

j
i· = Ail] k.o.k.

Eidikìtera, apì to jemeli¸dh tanust  gij paÐrnoume

gi
·j = gikgkj = δi

j

gi
j· = gjkgik = δj

i kai

gij = gikgjlgklg
i
·j = gikgkj = δi

j

Epeid  ta gi
j kai g

j
i eÐnai Ðsa, den eÐnai anagkaÐo na ta diakrÐnoume metaxÔ touc,

ètsi ¸ste na mporoÔme na gr�youme gi
j. To Ðdio isqÔei gia èna summetrikì

tanust  Aij, sthn perÐptwsh gia thn opoÐa Ai
·k = Ai

k· ètsi ¸ste se aut  thn
perÐptwsh mporoÔme na gr�youme apl¸c Ai

k.
Epeid  o metrikìc tanust c gij se ènan En me orjog¸niec Kartesianèc

suntetagmènec eÐnai δi
j h sqèsh (3.5) paÐrnei th morf 

Ai = δijA
j

se autèc tic suntetagmènec.
Aut  h perÐptwsh deÐqnei ìti ston Vn sunalloÐwta kai antalloÐwta dianÔ-

smata Ai kai Ai ta opoÐa sundèontai me thn isìthta (3.5) mporeÐ na mh jew-
roÔntai wc dÔo diakrit� antikeÐmena pou up�rqoun anex�rthta apì to sÔsthma
suntetagmènwn. O lìgoc eÐnai ìti an upojèsoume to antÐjeto, tìte erqìmaste
sthn antÐjesh tou ìti sto orjog¸nio kartesianì sÔsthma de ja ta broÔme
xeqwrist�. Parìmoiec peript¸seic èqoume gia tanustèc t�xhc megalÔterhc
tou èna.
Autèc oi perist�seic deÐqnoun thn idiaiterìthta miac sumfwnÐac na ikanopoioÔn
zeÔgh tanust¸n Ai, A

i, gij, g
ij, Aij, A

ij wc diaforetik¸n tÔpwn sunist¸sec tou
Ðdiou tanust  thc antÐstoiqhc t�xhc.

'Etsi mporoÔme na poÔme ìti oi Ai kai Ai eÐnai oi sunalloÐwtec kai oi
antalloÐwtec sunist¸sec enìc dianÔsmatoc, oi gij kai gij eÐnai oi sunalloÐwtec
kai antalloÐwtec sunist¸sec tou metrikoÔ tanust  tou tÔpou (0,2) k.o.k.
Se aut  thn perÐptwsh to di�nusma   o tanust c dhl¸netai me èna leptì
gr�mma (kefalaÐo   mikrì) tou LatinikoÔ alfab tou. 'Etsi mporoÔme na poÔme
ìti ta Ai kai Ai eÐnai oi antalloÐwtec kai sunalloÐwtec sunist¸sec gia èna
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di�nusma A k.o.k. gia opoiod pote tanust . Ston Sn to bajmwtì ginìmeno
dÔo dianusm�twn antÐjetou tÔpou ja mporoÔse na kataskeuasteÐ mìno, ètsi
ìpwc to AiB

i (dec II 12). All� t¸ra ston Vn eÐnai pijanì na epektajeÐ to
apotèlesma wc akoloÔjwc:

AiB
i = gijA

jBi = AjBj = gijAiBj (3.11)

O parap�nw tÔpoc mac proetoim�zei na eis�goume thn ènnoia tou m kouc   tou
megèjouc enìc dianÔsmatoc ston Vn. Autì gÐnetai sthn epìmenh par�grafo.

III.3 Mègejoc (m koc) enìc dianÔsmatoc
To tetr�gwno thc posìthtac (m kouc) enìc dianÔsmatoc Ai orÐzetai wc

gijA
iAj en¸ autì enìc dianÔsmatoc Ai orÐzetai apì gijAiAj. San apotèlesma

apì thn (3.11) èqoume

AiA
i = gijA

jAi = AjAj = gijAiAj (3.12)

Apì thn (3.12) èpetai ìti ta sqetik� dianÔsmata Ai kai Aj èqoun to Ðdio
m koc. An to di�nusma me Ai kai Ai ìpwc oi sunalloÐwtec kai antalloÐ-
wtec sunist¸sec tou dhl¸netai apì to A kai |A| dhl¸nei to mètro tou, tìte
mporoÔme na gr�youme

|A|2 = gijA
iAj = AiAi = gijAiAj

MonadiaÐo di�nusma:
'Ena di�nusma Ai lègetai ìti eÐnai monadiaÐo di�nusma an

gijA
iAj = 1 (3.13)

en¸ èna di�nusma Ai lègetai ìti eÐnai èna monadiaÐo di�nusma an

gijAiAj = 1 (3.14)

Mhdenikì di�nusma:
'Ena di�nusma Ai lègetai ìti eÐnai mhdenikì an

gijA
iAj = 0 (3.15)

en¸ èna di�nusma Ai lègetai ìti eÐnai mhdenikì di�nusma an

gijAiAj = 0 (3.16)

'Ena mhdenikì di�nusma ja mporoÔse na diakrijeÐ apì èna mhdenodi�nusma
tou opoÐou oi sunist¸sec eÐnai mhdèn.
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'Ena par�deigma enìc mhdenikoÔ dianÔsmatoc dÐnetai wc akoloÔjwc:
Ac jewr soume èna V4 me èna grammikì stoiqeÐo

ds2 = −(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 + c2(dx4)2

Ac eÐnai to (-1,0,0,1
c
) oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc Ai ston

V4. Se aut  thn perÐptwsh, g11 = −1, g22 = −1, g33 = −1, g44 = c2 kai ta
�lla gij eÐnai mhdèn.

EpÐshc A1 = −1, A2 = 0, A3 = 0, A4 = 1
c
.

Epomènwc, gijA
iAj = g11A

1A1+g22A
2A2+g33A

3A3+g44A
4A4 = (−1)(−1·

−1) + (−1)(0 · 0) + (−1)(0 · 0) + c2(1
c
· 1

c
) = −1 + 1 = 0

Epomènwc, to Ai eÐnai èna mhdenikì di�nusma ston V4 pou jewroÔme (apì
3.15). Oi sunist¸sec tou den eÐnai ìlec mhdèn. 'Etsi eÐnai diaforetikì apì
èna mhdenikì di�nusma.

III.4 GwnÐa metaxÔ dÔo mh mhdenik¸n dianusm�twn
H gwnÐa θ metaxÔ dÔo mh mhdenik¸n dianusm�twn Ai kai Bi orÐzetai wc

akoloÔjwc:

cosθ =
gijA

iBj√
gijAiAj

√
gijBiBj

(3.17)

ShmeÐwsh 1. Shmei¸netai ìti an dÔo dianÔsmata eÐnai tètoia ¸ste an èna
apì aut� eÐnai èna mhdenikì di�nusma   kai ta dÔo eÐnai ètsi, tìte h gwnÐa
metaxÔ touc den orÐzetai.

ShmeÐwsh 2. H gwnÐa θ metaxÔ dÔo mh mhdenik¸n sunalloÐwtwn dianu-
sm�twn Ai kai Bi dÐnetai apì to

cosθ =
gijAiBj√

gijAiAj

√
gijBiBj

(3.18)

ShmeÐwsh 3. An A kai B eÐnai dÔo mh mhdenik� dianÔsmata me Ai, Ai ·
Bi, Bi wc oi antÐstoiqec antalloÐwtec kai sunalloÐwtec sunist¸sec, tìte h
gwnÐa θ metaxÔ twn A kai B dÐnetai apì to

cosθ =
AiBi√

AjAj

√
BkBk

(3.19)

Orjogwniìthta dÔo dianusm�twn:
DÔo dianÔsmata Ai kai Bi lègetai ìti eÐnai orjog¸nia an

gijA
iBj = 0 (3.20)
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en¸ dÔo dianÔsmata Ai kai Bi lègetai ìti eÐnai orjog¸nia an

gijAiBj = 0 (3.21)

'Epetai apì tic (3.17) kai (3.18) ìti h gwnÐa metaxÔ dÔo mh mhdenik¸n
orjog¸niwn dianusm�twn Ai, Bi eÐnai π

2
kai ìti metaxÔ dÔo mh mhdenik¸n or-

jog¸niwn dianusm�twn Ai, Bi eÐnai epÐshc π
2
. SÔmfwna me ton orismì thc

orjogwniìthtac pou dÐnetai apì thn (3.20) kai (3.21) èpetai ìti èna mhdenikì
di�nusma Ai   Ai eÐnai auto-orjog¸nio.

SÔmbola tou Christofel

'Eqei  dh epishmanjeÐ ìti ston Sn h merik  diafìrish enìc tanust  den
par�gei, genika, èna tanust . Me thn eisagwg  mÐac metrik c ston Sn to
perib�llon èqei all�xei kai h er¸thsh pou prokÔptei eÐnai to kata pìso
ston Vn mÐa kainoÔrgia pr�xh diafìrishc mporeÐ na eisaqjeÐ ètsi ¸ste ìtan
efarmìzetai se èna tanust  na par�gei p�li èna tanust . H ap�nthsh se
aut  thn er¸thsh eÐnai katafatik , all� sthn epÐteuxh aut c thc kat�fashc
eÐnai p�li aparaÐthtoi oi jemeli¸dhc tanustèc. Pr�gmati, mia nèa tètoia pr�xh
diafìrishc mporeÐ na eisaqjeÐ me th bo jeia dÔo sunart sewn kataskeuasmè-
nwn se ìrouc merik¸n parag¸gwn twn sunistws¸n tou jemeli¸douc tanust .
EÐnai ta sÔmbola tou Christofel pr¸tou kai deÔterou eÐdouc dhlwmèna antÐ-
stoiqa me [ij, k] kai {l

ij} kai orÐzontai wc akoloÔjwc:

[ij, k] =
1

2

(
∂gik

∂xj
+
∂gjk

∂xi
− ∂gij

∂xk

)
kai

{l
ij} =

1

2
glk

(
∂gik

∂xj
+
∂gjk

∂xi
− ∂gij

∂xk

)
= glk[ij, k] (3.23)

ShmeÐwsh 1. Aut� ta sÔmbola orÐsthkan apì ton E.B.Christofel to 1869
o opoÐoc qrhsimopoÐhse touc tÔpouc [ij, k] kai {l

ij} gia ta sÔmbola, all� ta
parìnta sÔmbola uiojet jhkan diadoqik� eÐnai se sumfwnÐa me th sÔmbash
�jroishc.
ShmeÐwsh 2. Opoiod pote eÐdoc tètoiwn sumbìlwn ston Vn eÐnai èna sÔnolo
sunart sewn suntetagmènwn xi se èna dosmèno sÔsthma suntetagmènwn (xi).
H fÔsh dÔo tètoiwn antikeimènwn, k�je èna apì ta opoÐa kataskeu�zetai apì
n3 sunart seic, ja oristeÐ stic III.8 kai III.9.
ShmeÐwsh 3.Sthn perÐptwsh enìc EukleÐdeiou q¸rou En to grammikì s-
toiqeÐo se orjog¸niec Kartesianèc suntetagmènec eÐnai

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + · · ·+ (dxn)2
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'Etsi sthn perÐptwsh aut  g11 = g22 = · · · = gnn = 1 kai ta �lla gij

eÐnai mhdèn. T¸ra èpetai apì th (3.22) kai (3.23) ìti ston En ta sÔmbola
Christoffel [ij, k] kai {l

ij} eÐnai ìla mhdèn.

III.6 Merikèc idiìthtec twn sumbìlwn Christoffel Se aut  thn
par�grafo ja apodeiqjoÔn oi akìloujec idiìthtec aut¸n twn sumbìlwn:

(i)[ij, k] = [ji, k]
(ii){l

ij} = {l
ji}

(iii)[ij,m] = glm{l
ij}

(iv){m
il } = gmj[il, j]

(v)[ij, k] + [kj, i] = ∂gik

∂xj

(vi)− gmi{k
il} − gki{m

il } = ∂gmk

∂xl

(vii){i
ij} = ∂

∂xj (log
√
g)

ìpou g = |gij|

Peript¸seic (i) kai (ii). 'Epontai kateujeÐan apì tic (3.22) kai (3.23)
antÐstoiqa.

PerÐptwsh (iii). Eswterikì ginìmeno tou {l
ij} me glm dÐnei glm{l

ij} =
glmg

lk[ij, k] [apì (3.23)] = δk
m[ij, k] = [ij,m] �

PerÐptwsh (iv). 'Eqoume gmj[il, j] = gmjgpj{p
il} [apì perÐptwsh (iii)]

= δm
p {

p
il} = {m

il } �
PerÐptwsh (v). Apì thn (3.22) paÐrnoume [ij, k] + [kj, i] = 1

2
(∂gik

∂xj

+
∂gjk

∂xi − ∂gij

∂xk + ∂gki

∂xj +
∂gji

∂xk − ∂gkj

∂xi ) = 1
2
2∂gik

∂xj = ∂gik

∂xj �
PerÐptwsh (vi). 'Eqoume gijg

ik = δk
j [apì (3.3)]

diaforÐzontac k�je pleur� apì thn parap�nw sqèsh wc proc xl paÐrnoume

gij
∂gik

∂xl
+
∂gij

∂xl
gik = 0 (3.24)

Eswterikìc pollaplasiasmìc thc (3.24) me gjm dÐnei
gijg

jm ∂gik
∂xl +

∂gij

∂xl g
ikgjm = 0

  ∂gmk

∂xl + gjmgik ∂gij

∂xl = 0

 , −gjmgik ∂gij

∂xl = ∂gmk

∂xl

 , −gjmgik([il, j] + [jl, i]) = ∂gmk

∂xl

  −gjmgik[il, j]− gjmgik[jl, i] = ∂gmk

∂xl

  −gik{m
il } − gjm{k

jl} = ∂gmk

∂xl

 −gik{m
il } − gim{k

il} = ∂gmk

∂xl [Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec j kai i
sto deÔtero ìro thc arister c pleur�c] �
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PerÐptwsh (vii). Apì thn (3.2) èqoume

gik =
el�ssona upoorÐzousa tou gik sthn |gik|

|gik|
=
Gik

g
(3.25)

ìpou Gik dhl¸nei thn el�ssona upoorÐzousa tou gik sthn |gik| kai

g = |gik| (3.26)

Epeid  h par�gwgoc miac orÐzousac lamb�netai apì th diafìrish k�je gram-
m c aut c qwrist� kai krat¸ntac tic �llec grammèc Ðdiec kai prosjètontac
ta apotelèsmata twn orizous¸n pou proèkuyan, apì thn (3.26) paÐrnoume
∂g
∂xj = Gik ∂gik

∂xj

= ggik ∂gik

∂xj [apì (3.25)] = ggik([ij, k]+[kj, i]) [apì (v)] = ggik[ij, k]+ggki[ij, k]
[Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec k kai i apì i kai k sto deÔtero ìro
tou dexioÔ mèlouc] = 2ggik[ij, k] = 2g{i

ij} [apì (iv)] Epomènwc {i
ij} = 1

2g
∂g
∂xj =

∂
∂xj (log

√
g) �

ShmeÐwsh. Oi posìthtec {i
ij} kaloÔntai merikèc forèc sustellìmena

sÔmbola Christoffel. O tÔpoc (vii) gia ta {i
ij} paÐzei shmantikì rìlo ston

tanustikì logismì.
III.7 MÐa qr simh sqèsh
Se aut  thn par�grafo apodeiknÔoume thn akìloujh qr simh sqèsh h

opoÐa ja qreiasteÐ sthn par�grafo III.8:(
∂xk

∂x̄n

∂2xj

∂x̄m∂x̄l
+
∂xj

∂x̄m

∂2xk

∂x̄n∂x̄l

)
gjk

+

(
∂xk

∂x̄n

∂2xi

∂x̄l∂x̄m
+
∂xi

∂x̄l

∂2xk

∂x̄n∂x̄m

)
gik

−
(
∂xj

∂x̄m

∂2xi

∂x̄l∂x̄n
+
∂xi

∂x̄l

∂2xj

∂x̄n∂x̄m

)
gij = 2

∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄l∂x̄m
gij

Apìdeixh. 'Eqoume(
∂xk

∂x̄n

∂2xj

∂x̄m∂x̄l
+
∂xj

∂x̄m

∂2xk

∂x̄n∂x̄l

)
gjk

=

(
∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄m∂x̄l
+
∂xj

∂x̄m

∂2xi

∂x̄n∂x̄l

)
gji (3.27)

[Antikajist¸ntac to boubì deÐkth k me i]
EpÐshc, (

∂xk

∂x̄n

∂2xi

∂x̄l∂x̄m
+
∂xi

∂x̄l

∂2xk

∂x̄n∂x̄m

)
gik
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=

(
∂xj

∂x̄n

∂2xi

∂x̄l∂x̄m
+
∂xi

∂x̄l

∂2xj

∂x̄n∂x̄m

)
gij (3.28)

[Antikajist¸ntac to boubì deÐkth k me j]
Epomènwc, (

∂xk

∂x̄n

∂2xj

∂x̄m∂x̄l
+
∂xj

∂x̄m

∂2xk

∂x̄n∂x̄l

)
gjk

+

(
∂xk

∂x̄n

∂2xi

∂x̄l∂x̄m
+
∂xi

∂x̄l

∂2xk

∂x̄n∂x̄m

)
gik

−
(
∂xj

∂x̄m

∂2xi

∂x̄l∂x̄n
+
∂xi

∂x̄l

∂2xj

∂x̄n∂x̄m

)
gij

= [
∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄m∂x̄l
+
∂xj

∂x̄m

∂2xi

∂x̄n∂x̄l
+
∂xj

∂x̄n

∂2xi

∂x̄l∂x̄m

+
∂xi

∂x̄l

∂2xj

∂x̄n∂x̄m
− ∂xj

∂x̄m

∂2xi

∂x̄l∂x̄n
− ∂xi

∂x̄l

∂2xj

∂x̄m∂x̄n
]gij

[apì (3.27) kai (3.28)]

=
∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄m∂x̄l
gij +

∂xj

∂x̄n

∂2xi

∂x̄l∂x̄m
gij

=
∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄m∂x̄l
gij +

∂xj

∂x̄n

∂2xi

∂x̄l∂x̄m
gji

= 2
∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄l∂x̄m
gij

�
ShmeÐwsh Dhl¸nontac to ∂xi

∂x̄l
∂2xj

∂x̄n∂x̄m me T ij
lmn, h parap�nw sqèsh mporeÐ

na xanagrafeÐ me ton akìloujo trìpo:

(T jk
mnl + T kj

nml)gjk + (T ki
nlm + T ik

lnm)gki − (T ij
lmn + T ji

mln)gij = 2T ij
nlmgij

III.8 Nìmoc metasqhmatismoÔ twn sumbìlwn Chrisoffel pr¸tou
eÐdouc

Epeid  o gij eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,2) èqoume

ḡlm =
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m
gij (3.29)

DiaforÐzontac thn (3.29) wc proc x̄n paÐrnoume
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∂ḡlm

∂x̄n
=
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

∂gij

∂xk

∂xk

∂x̄n
+

∂2x̄i

∂x̄l∂x̄n

∂xj

∂x̄m
gij

+
∂xi

∂x̄l

∂2xj

∂x̄m∂x̄n
gij (3.30)

ParomoÐwc,

∂ḡmn

∂x̄l
=

∂xi

∂x̄m

∂xj

∂x̄n

∂gij

∂xk

∂xk

∂x̄l
+

∂2xi

∂x̄m∂xl

∂xj

∂x̄n
gij

+
∂xi

∂x̄m

∂2xj

∂x̄n∂x̄lgjk

=
∂xj

∂x̄m

∂xk

∂x̄n

∂gjk

∂xi

∂xi

∂x̄l
+

∂2x̄j

∂x̄m∂xl

∂xk

∂x̄n
gjk

+
∂2xk

∂x̄n∂x̄l

∂xj

∂x̄m
gij (3.31)

[Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec i,j,k me j, k, i antÐstoiqa]
Epiplèon

∂ḡln

∂x̄m
=
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄n

∂gij

∂xk

∂xk

∂x̄m
+

∂2xi

∂x̄l∂x̄m

∂xj

∂x̄n
gij

+
∂2xj

∂x̄n∂x̄m

∂xi

∂x̄l
gik

=
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

∂xk

∂x̄n

∂gik

∂xj
+

∂2x̄i

∂x̄l∂x̄m

∂xk

∂x̄n
gik

+
∂2xk

∂x̄m∂x̄n

∂xi

∂x̄l
gik (3.32)

[Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec j kai k me k kai j antÐstoiqa]
Prosjètontac tic (3.31) kai (3.32) kai afair¸ntac thn (3.30) apì to apotè-

lesma pou l�bame, paÐrnoume(
∂ḡmn

∂x̄l
+
∂ḡln

∂x̄m
− ∂ḡlm

∂x̄n

)
=

(
∂gjk

∂xi
+
∂gik

∂xj
− ∂gij

∂xk

)
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

∂xk

∂x̄n

+

(
∂xk

∂x̄n

∂2xj

∂x̄m∂xl
+
∂xj

∂x̄m

∂2xk

∂x̄n∂x̄l

)
gjk

+

(
∂xk

∂x̄n

∂2xi

∂x̄l∂x̄m
+
∂xi

∂x̄l

∂2xk

∂x̄m∂x̄n

)
gik
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−
(
∂xj

∂x̄m

∂2xi

∂x̄l∂x̄n
+
∂xi

∂x̄l

∂2xj

∂x̄m∂x̄n

)
gij

=

(
∂gjk

∂xi
+
∂gik

∂xj
− ∂gij

∂xk

)
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

∂xk

∂x̄n

+2
∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄l∂x̄m
gij

[apì th sqèsh thc III.7]
Epomènwc

1

2

(
∂ḡmn

∂x̄l
+
∂ḡln

∂x̄m
− ∂ḡlm

∂x̄n

)
=

1

2

(
∂gjk

∂xi
+
∂gik

∂xj
+
∂gij

∂xk

)
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

∂xk

∂x̄n

+
∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄l∂x̄m
gij

 

[lm, n] = [ij, k]
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

∂xk

∂x̄n
+ gij

∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄l∂x̄m
(3.33)

H exÐswsh (3.33) dÐnei to nìmo metasqhmatismoÔ twn sunistws¸n [ij, k]
twn sumbìlwn Christoffel pr¸tou eÐdouc.

Apì to nìmo autì èpetai ìti oi sunist¸sec [ij, k] de metasqhmatÐzontai
ìpwc ènac tanust c lìgw thc parousÐac tou deÔterou ìrou sto dexÐ mèloc
thc (3.33). Prèpei na shmeiwjeÐ ìti me apousÐa tou deÔterou ìrou ta [ij, k]
ja mporoÔsan na metasqhmatÐzontai ìpwc ènac tanust c tou tÔpou (0,3).

III.9 Nìmoc metasqhmatismoÔ twn sumbìlwn Christoffel deÔte-
rou eÐdouc

Epeid  o gij eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (2,0) èqoume

ḡnb = grs∂x̄
n

∂xr

∂x̄p

∂xs
(3.34)

Eswterikì ginìmeno twn dÔo pleur¸n thc (3.33) me tic sqetikèc pleurèc
thc (3.34) dÐnei

ḡnp[lm, n] = grs∂x̄
n

∂xr

∂x̄p

∂xs
[ij, k]

∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

∂xk

∂x̄n

+gij
∂xi

∂x̄n

∂2xj

∂x̄l∂xm
grs∂x̄

n

∂xr

∂x̄p

∂xs
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{p
lm} = grs∂x

k

∂xr
[ij, k]

∂x̄p

∂xs

∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

[apì thn (iv) thc III.6]

+gij
∂xi

∂xr

∂x̄p

∂xs
grs ∂2xj

∂x̄l∂x̄m

= gks[ij, k]
∂x̄p

∂xs

∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

[∵ ∂xk

∂xr = δk
r ]

+grjg
rs∂x̄

p

∂xs

∂2xj

∂x̄l∂x̄m

= {s
ij}
∂x̄p

∂xs

∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m
+ δs

j

∂x̄p

∂xs

∂2xj

∂x̄l∂x̄m

[apì (iv) thc III.6]

=
{

s
ij

} ∂x̄p

∂xs

∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m
+
∂x̄p

∂xj

∂2xj

∂x̄l∂x̄m
(3.35)

H sqèsh (3.35) dÐnei to nìmo metasqhmatismoÔ twn sunistws¸n
{

l
ij

}
twn

sumbìlwn Christoffel deÔterou eÐdouc. Apì autì to nìmo èpetai ìti oi
sunist¸sec

{
l
ij

}
den metasqhmatÐzontai san ènac tanust c lìgw parousÐac

tou deÔterou ìrou thc (3.35). An o deÔteroc ìroc apousÐaze, ta
{

l
ij

}
ja

metasqhmatÐzontan san ènac tanust c tou tÔpou (1,2).
ShmeÐwsh. Shmei¸netai ìti ta sÔmbola Christoffel eÐnai antikeÐmena

diaforetik� apì touc tanustèc, epeid  oi sunist¸sec touc de metasqhmatÐ-
zontai sÔmfwna me to nìmo pou antistoiqeÐ se èna tanust  tou tÔpou (0,3)  
(1,2).

All� o nìmoc sÔmfwna me ton opoÐo ta
{

l
ij

}
metasqhmatÐzontai axÐzei na

shmeiwjeÐ. 'Ena antikeÐmeno tou Sn to opoÐo eÐnai èna sÔsthma trÐthc t�-
xhc tou tÔpou T i

jk tètoio ¸ste oi sunist¸sec tou metasqhmatÐzontai sÔmfwna
me autì to nìmo kaleÐtai mÐa omoparallhlik  sunoq  ( Dec thn uposhmeÐ-
wsh thc III.0). Gi' autì to lìgo ta sÔmbola Christoffel deÔterou eÐdouc
merikèc forèc kaloÔntai kai sunoq  Christoffel. Sthn epìmenh par�grafo
ja apodeÐxoume èna l mma pou sqetÐzetai me th sunoq  Christoffel

{
l
ij

}
h

opoÐa ja paÐxei èna zwtikì rìlo sthn eisagwg  enìc nèou eÐdouc diafìrishc
ston Vn.
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III.10 'Ena l mma

∂2x̄r

∂x̄l∂x̄m
=
∂xr

∂x̄p
{p

lm} −
∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

{
r
ij

}
Apìdeixh. To eswterikì ginìmeno thc (3.35) me ∂xr

∂x̄p dÐnei

∂xr

∂x̄p
{p

lm} =
{

s
ij

} ∂x̄p

∂xs

∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m

∂xr

∂x̄p
+
∂xr

∂x̄p

∂x̄p

∂x̄j

∂2xj

∂x̄l∂x̄m

=
{

s
ij

}
δr
s

∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m
+ δr

j

∂2xj

∂x̄l∂x̄m
=
{

r
ij

} ∂xi

∂x̄l

∂xj

∂x̄m
+

∂2xr

∂x̄l∂x̄m

Epomènwc, ∂2xr

∂x̄l∂x̄m = ∂xr

∂x̄p{p
lm} − ∂xi

∂x̄l
∂xj

∂x̄m

{
r
ij

}
�

III.1 SunalloÐwth diafìrish tanust¸n
Sto kef�laio II edeÐqjh ìti algebrikèc pr�xeic pou apoteloÔn th legìmenh

tanustik  �lgebra ston Sn eÐnai tètoiec ¸ste ìtan efarmìzontai se tanustèc,
par�goun p�li tanustèc. All� sÔmfwna me th diaforik  pr�xh (diafìrish)
to jèma eÐnai k�pwc diaforetikì, epeid  parìlo pou h merik  diafìrish enìc
analloÐwtou dÐnei èna tanust  tou tÔpou (0,1)(dhlad  èna sunalloÐwto di�nu-
sma) h merik  diafìrish enìc tanust  thc t�xhc ≥1 den par�gei, genik�, èna
tanust . H an�gkh epomènwc èrqetai na eis�gei èna nèo eÐdoc diafìrishc to
opoÐo ìtan efarmìzetai se èna tanust  ja par�gei èna tanust . MÐa tètoia di-
afìrish, h opoÐa onom�zetai sunalloÐwth diafìrish ja parousiasteÐ se aut 
thn par�grafo. Shmei¸netai ìti h lèxh 'SunalloÐwth' qrhsimopoi jhke epÐshc
gia na ennohjeÐ, anex�rthta apì thn arq  twn suntetagmènwn, san mÐa arq 
tou SunalloÐwtou thc genik c jewrÐac thc sqetikìthtac h opoÐa isqurÐzetai
ìti oi nìmoi thc fusik c mporoÔn na eÐnai anex�rthtoi apì tic qwroqronikèc
suntetagmènec. FaÐnetai perissìtero logikì ìti to ìnoma sunalloÐwth di-
afìrish ofeÐletai se aut  thn idiìthta.

SunalloÐwth diafìrish enìc analloÐwtou:
H sunalloÐwth par�gwgoc enìc analloÐwtou φ orÐzetai na eÐnai h merik 

par�gwgoc tou φ. Ja mporoÔse na dhlwjeÐ me φ,j. 'Etsi

φ,j =
∂φ

∂xj
(3.36)

Epeid  ∂φ
∂xj eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma, h sunalloÐwth par�gwgoc enìc

analloÐwtou eÐnai ènac tanust c.
ShmeÐwsh. 'Etsi h sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust  tou tÔpou (0,0)

eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,1)
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(ii) SunalloÐwth diafìrish sunalloÐwtwn dianusm�twn:
Ac eÐnai Ai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc.
Tìte Āi = ∂xk

∂x̄iAk

DiaforÐzontac tic dÔo pleurèc thc parap�nw exÐswshc me x̄j paÐrnoume,

∂Āi

∂x̄j
=
∂xk

∂x̄i

∂Ak

∂xl

∂xl

∂x̄j
+

∂2xk

∂x̄i∂x̄j
Ak =

=
∂xk

∂x̄i

∂xl

∂x̄j

∂Ak

∂xl
+
∂xk

∂x̄p

{
p
ij

}
Ak−

∂xm

∂x̄i

∂xn

∂x̄j

{
k
mn

}
Ak (Apì to L mma thc III.10)

  ,∂Āi

∂x̄j −
{

p
ij

}
∂xk

∂x̄pAk

=
∂Ak

∂xl

∂xk

∂x̄i

∂xl

∂x̄j
−
{

k
mn

} ∂xm

∂x̄i

∂xn

∂x̄j
Ak

=
∂At

∂xs

∂xt

∂x̄i

∂xs

∂x̄j
− {r

ts}
∂xt

∂x̄i

∂xs

∂x̄j
Ar

[ Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec k kai l ston pr¸to ìro thc dexi�c
pleur�c me t kai s antÐstoiqa kai touc bouboÔc deÐktec k,m, n sto 2o ìro thc
dexi�c pleur�c me r, t kai s antÐstoiqa,]

=

[
∂At

∂xs
− {r

ts}Ar

]
∂xt

∂x̄i

∂xs

∂x̄j

 ,
∂Āi

∂x̄j
−
{

p
ij

}
Āp =

[
∂At

∂xs
− {r

ts}Ar

]
∂xt

∂x̄i

∂xs

∂x̄j
(3.37)

Apì thn (3.37) èpetai ìti ∂At

∂xs −{r
ts}Ar eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou

tanust  tou tÔpou (0,2).
Autìc o tanust c orÐzetai wstè na eÐnai h sunalloÐwth par�gwgoc enìc

sunalloÐwtou dianÔsmatoc me sunist¸sec Ai. Oi sunist¸sec ∂At

∂xs − {r
ts}Ar

thc sunalloÐwthc parag¸gou dhl¸nontai apì to At,s.
'Etsi

At,s =
∂At

∂xs
− {r

ts}Ar (3.38)

ShmeÐwsh. Shmei¸netai ìti h sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust  tou
tÔpou (0,1) eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,2).

SunalloÐwth parag¸gish antalloÐwtwn dianusm�twn:
Ac eÐnai Ai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc . Tìte

Ak =
∂xk

∂x̄i
Āi[apì (2.13)] (3.39)
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DiaforÐzontac tic dÔo pleurèc thc (3.39) me xj paÐrnoume

∂Ak

∂xj
=
∂Āi

∂x̄p

∂x̄p

∂xj

∂xk

∂x̄i
+ Āi ∂2xk

∂x̄i∂x̄p

∂x̄p

∂xj

=
∂Āi

∂x̄p

∂x̄p

∂xj

∂xk

∂x̄i
+Āi∂x̄

p

∂xj

[
∂xk

∂x̄m
{m

ip} −
∂xt

∂x̄i

∂xs

∂x̄p

{
k
ts

}]
[apì to L mma thc III.10]

=
∂Āi

∂x̄p

∂x̄p

∂xj

∂xk

∂x̄i
+ Āi∂x̄

p

∂xj

∂xk

∂x̄m

{
m
ip

}
− At

{
k
ij

}
 ,

∂Ak

∂xj
+ At

{
k
ij

}
=

[
∂Āi

∂x̄p
+ Ām

{
i
mp

}] ∂x̄p

∂xj

∂xk

∂x̄i
(3.40)

Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc (3.40) me ∂xi

∂x̄p
∂x̄j

∂xk paÐrnoume,

∂xi

∂x̄p

∂x̄j

∂xk

[
∂Ak

∂xj
+ Atk

tj

]
=
∂xi

∂x̄p

∂x̄j

∂xk

∂x̄p

∂xj

∂xk

∂x̄i

[
∂Āi

∂x̄p
+ Ām

{
i
mp

}]

=

[
∂Āi

∂x̄p
+ Ām

{
i
mp

}]
[∵

∂xi

∂x̄p

∂x̄j

∂xk

∂x̄p

∂xj

∂xk

∂x̄i
= 1]

Epomènwc

∂Āi

∂x̄p
+ Ām

{
i
mp

}
=
∂xi

∂x̄p

∂x̄j

∂xk

[
∂Ak

∂xj
+ At

{
k
tj

}]
(3.41)

Apì thn (3.41) èpetai ìti ta ∂Ak

∂xj +At{k
tj} eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou

tÔpou (1,1). Autìc o tanust c orÐzetai na eÐnai h sunalloÐwth par�gwgoc
enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc me sunist¸sec Ai. Oi sunist¸sec ∂Ak

∂xj +At{k
tj}

ja dhl¸nontai apì to Ak
,j.

'EtsiAk
,j = ∂Ak

∂xj + At{k
tj}

ShmeÐwsh Shmei¸netai ìti h sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust  tou tÔpou
(1,0) eÐnai ènac tanust c tÔpou (1,1).

(iv) SunalloÐwth diafìrish tanust¸n tou tÔpou (0,2):
'Estw Aij oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (0,2)

Tìte

Āpq =
∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q
Aij

DiaforÐzontac thn (3.43) me x̄r paÐrnoume

∂Āpq

∂x̄r
=
Aij

∂xh

∂xh

∂x̄r

∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q
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+Aij
∂2xi

∂x̄r∂x̄p

∂xj

∂x̄q
+ Aij

∂2xj

∂x̄r∂x̄q

∂xi

∂x̄p

=
Aij

∂xh

∂xh

∂x̄r

∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

+Aij
∂xj

∂x̄q

[
∂xi

∂x̄s

{
s
rp

}
− ∂xm

∂x̄r

∂xn

∂x̄p

{
i
mn

}]
+Aij

∂xi

∂x̄p

[
∂xj

∂x̄t

{
t
rq

}
− ∂xu

∂x̄r

∂xv

∂x̄q

{
j
uv

}]
[apì to L mma III.10]

 ,
∂Āpq

∂x̄r
= {s

rp}
∂xj

∂x̄q

∂xi

∂x̄s
Aij − {t

rq}
∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄t
Aij

+
∂Aij

∂xh

∂xh

∂x̄r

∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q
− {i

mn}
∂xm

∂x̄r

∂xn

∂x̄p

∂xj

∂x̄q
Aij

−{j
uv}

∂xi

∂x̄p

∂xv

∂x̄q

∂xu

∂x̄r
Aij

=
∂Aij

∂x̄h

∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

∂xh

∂x̄r
− Atj{t

hi}
∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

∂xh

∂x̄r

−Ait{t
hj}

∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

∂xh

∂x̄r

[Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec i,m, n sto deÔtero ìro thc dexi�c
pleur�c me t, h, i antÐstoiqa kai touc bouboÔc deÐktec j, u, v ston trÐto ìro
aut c thc pleur�c me t, h kai j antÐstoiqa.]

Epomènwc
∂Āpq

∂x̄r
− {s

rp}Āsq − {t
rq}Āpt

=

[
∂Aij

∂xh
− Atj{t

ih} − Ait{t
jh}
]
∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

∂xh

∂x̄r

[apì (3.43)]
 

∂Āpq

∂x̄r
− Āsq{s

rp} − Āpt{t
rq}

=

[
∂Aij

∂xh
− Atj{t

ih} − Ait{t
jh}
]
∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

∂xh

∂x̄r
(3.44)
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Apì thn (3.44) èpetai ìti

∂Aij

∂xh
− Atj{t

ih} − Ait{t
jh}

eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (0,3).
Autìc o tanust c orÐzetai na eÐnai h sunalloÐwth par�gwgoc enìc sunal-

loÐwtou tanust  me sunist¸sec Aij.
Oi sunist¸sec ∂Aij

∂xh − Atj{t
ih} − Ait{t

jh} ja dhl¸nontai wc Aij,h.
'Etsi

Aij,h =
∂Aij

∂xh
− Atj{t

ih} − Ait{t
jh} (3.45)

ShmeÐwsh 1. Shmei¸netai ìti h sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust 
tou tÔpou (0,2) eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,3).

ShmeÐwsh 2. ParomoÐwc mporoÔme na eis�goume th sunalloÐwth par�-
gwgo enìc antalloÐwtou tanust  t�xewc 2 me ton akìloujo trìpo:

Aik
,j =

∂Aij

∂xj
+ {i

jl}Alk + {k
jl}Ail (3.46)

Shmei¸netai ìti h sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust  tou tÔpou (2,0)
eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (2,1).

SunalloÐwth diafìrish tanust¸n tou tÔpou (1,1):
Me thn eisagwg  sunalloÐwtwn parag¸gwn tanust¸n tÔpou (1,0),(0,1),

(2,0) kai (0,2) èqoume qrhsimopoi sei to l mma III.10 kai o qarakt rac tou
tanust  se k�je mÐa apì autèc tic parag¸gouc èqei kajoristeÐ apì ton orismì
thc exÐswshc enìc sugkekrimènou tÔpou tanust . 'Omwc, gia thn eisagwg 
sunalloÐwtwn parag¸gwn mikt¸n tanust¸n ja mporoÔsame na uiojet soume
mÐa diaforetik  diadikasÐa sthn opoÐa to l mma III.10 de ja qrhsimopoieÐtai
kai gia na kajorÐsoume to qarakt ra tou tanust  twn parag¸gwn, ja qrhsi-
mopoihjeÐ o nìmoc tou phlÐkou tanust¸n. H diadikasÐa anaparÐstatai gia èna
tanust  tou tÔpou (1,1). Ac eÐnai Ai

k oi sunist¸sec enìc miktoÔ tanust 
t�xewc 2. Upojètoume epÐshc ìti ta ai kai bk eÐnai oi sunist¸sec enìc sunal-
loÐwtou kai enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc antÐstoiqa.
Tìte to

φ = Ai
kaib

k (3.47)

eÐnai èna analloÐwto. Epomènwc ∂φ
∂xj eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma. 'Estw

Ci oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc. Tìte Cj ∂φ
∂xj eÐnai epÐshc

èna analloÐwto.
T¸ra

Cj ∂φ

∂xj
= Cj

[
∂Ai

k

∂xj
aib

k + Ai
k

∂ai

∂xj
bk + Ai

kai
∂bk
∂xj

]
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[apì 3.47]

= Cj ∂A
i
k

∂xj
aib

k + CjAi
k

∂ai

∂xj
bk + CjAi

kai
∂bk
∂xj

= Cj ∂A
i
k

∂xj
aib

k + CjAi
kb

k[ai,j + {l
ij}al]

+CjAi
kai[b

k
,j − {k

jl}bl]

[apì (3.38) kai (3.42)]

= Cj ∂A
i
k

∂xj
aib

k + Cj{l
ij}Ai

kalb
k − Cj{k

jl}Ai
kaib

l

+CjAi
kai,jb

k + CjAi
kaib

k
,j

= Cj ∂A
i
k

∂xj
alb

k + Cj{i
lj}Al

kaib
k − Cj{l

jk}Ai
laib

k

+CjAi
kai,jb

k + CjAi
kalb

k
,j

[Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec l kai i sto deÔtero ìro thc dexi�c
pleur�c me i kai l kai touc bouboÔc deÐktec l kai k ston trÐto ìro aut c thc
pleur�c me k kai l.]

= Cj

{
∂Ai

k

∂xj
− {l

jk}Ai
l + {i

jl}Al
k

}
alb

k

CjAi
kai,jb

k + CjAi
kalb

k
,j (3.48)

H arister  pleur� thc (3.48) eÐnai èna analloÐwto ìpwc epÐshc kai o
deÔteroc kai trÐtoc ìroc sth dexi� pleur�. (apì II.12). Epomènwc, o pr¸toc
ìroc sth dexi� pleur� prèpei na eÐnai analloÐwtoc. 'Etsi to{

∂Ai
k

∂xj
− {l

jk}Ai
l + {i

jl}Al
k

}
aib

kCj

eÐnai èna analloÐwto.
Epomènwc, apì to nìmo phlÐkou, [apì (v) thc II.13] ∂Ai

k

∂xj −{l
jk}Ai

l + {i
jl}Al

k

eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust . Autìc o tanust c orÐzetai na eÐnai h
sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust  Ai

k kai oi sunist¸sec tou dhl¸nontai
wc Ai

k,j.
'Etsi

Ai
k,j =

∂Ai
k

∂xj
− {l

jk}Ai
l + {i

jl}Al
k (3.49)

ShmeÐwsh 1. H sunalloÐwth par�gwgoc tou tÔpou (1,1) eÐnai ètsi ènac
tanust c tou tÔpou (1,2).
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ShmeÐwsh 2. Shmei¸netai ìti h diadikasÐa pou uiojeteÐtai se aut  thn
perÐptwsh apoteleÐtai apì ta akìlouja b mata:(1) Kataskeu�zetai pr¸ta
èna analloÐwto φ apì èna dosmèno tanust  Ai

j paÐrnontac ton kat�llhlo
arijmì twn sunalloÐwtwn kai antalloÐwtwn dianusm�twn (ai, b

k). (2) Met�
kataskeu�zetai èna �llo analloÐwto Cj ∂φ

∂xj (3) Tèloc, jewr¸ntac th dexi�
pleur� thc èkfrashc tou Cj ∂φ

∂xj kai efarmìzontac to nìmo phlÐkou, o qara-
kt rac tou tanust  pou orÐzei th sunalloÐwth par�gwgo èqei kajoristeÐ. H
sunalloÐwth par�gwgoc opoioud pote �llou tanust  ektìc apì to di�nusma
mporeÐ na lhfjeÐ me aut  th diadikasÐa.

(vi) SunalloÐwth parag¸gish tanust¸n tou tÔpou (p, q):
Apì th dom  thc morf c (3.49) mporoÔme na eis�goume thn akìloujh morf 

gia th sunalloÐwth par�gwgo enìc tanust  tou tÔpou (p, q) me sunist¸sec
A

i1...ip
k1...kq

.

A
i1...ip
k1...kq ,j =

∂A
i1...ip
k1...kq

∂xj
− {l

jki
}Ai1...ip

lk2...kq
− . . .

· · · − {l
jkq
}Ai1...ip

k1...l + {i1
jl}A

li2...ip
k1...kq

+ · · ·+ {ip
jl}A

i1...l
k1...kq

(3.50)

MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (p, q + 1) 'Etsi
h sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust  tou tÔpou (p, q) eÐnai ènac tanust c
tou tÔpou (p, q + 1).

ShmeÐwsh 1. Shmei¸netai ìti h sunalloÐwth parag¸gish enìc tanust 
par�gei èna tanust  aux�nontac thn t�xh tou arqikoÔ kat� èna, epeid  o
arijmìc twn sunalloÐwtwn deikt¸n aux�nontai kat� èna.
ShmeÐwsh 2. O kanìnac gia thn eÔresh sunalloÐwthc parag¸gou enìc
tanust  mporeÐ na ekfrasteÐ wc ex c:

(1) Gr�fetai pr¸ta h kat�llhlh merik  par�gwgoc. (2) Autì pou èpetai
eÐnai na l�boume touc ìrouc twn sumbìlwn Christoffel gr�fontac to eswterikì
ginìmeno tou sumbìlou kai tou tanust  paÐrnontac touc deÐktec diadoqik�,
b�zontac mprost� èna jetikì prìshmo ìtan o deÐkthc eÐnai antalloÐwtoc ki
èna arnhtikì ìtan eÐnai sunalloÐwtoc. O kanìnac anaparist�netai apì to e-
x c par�deigma:
'Estw ìti zhteÐtai na brejeÐ h sunalloÐwth par�gwgoc tou tanust  Ai

jk.

(1) H kat�llhlh merik  par�gwgoc eÐnai
∂Ai

jk

∂xl .
(2) O ìroc tou sumbìlou Christoffel pou lamb�netai gr�fontac to eswterikì
ginìmeno tou sumbìlou kai tou tanust  se sqèsh me touc antalloÐwtouc deÐ-
ktec eÐnai {i

lp}A
p
jk. Autì shmei¸netai me jetikì prìshmo epeid  o deÐkthc pou

jewroÔme eÐnai antalloÐwtoc. 'Etsi èqoume +{i
lp}A

p
jk.
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To eswterikì ginìmeno se sqèsh me touc sunalloÐwtouc deÐktec j kai k
eÐnai antÐstoiqa {p

lj}Ai
pk kai {p

lk}Ai
jp; autoÐ shmei¸nontai me arnhtik� prìshma

epeid  oi deÐktec pou jewroÔme eÐnai sunalloÐwtoi. 'Etsi èqoume −{p
lj}Ai

pk kai
−{p

lk}Ai
jp.

SÔmfwna me ton kanìna h zhtoÔmenh sunalloÐwth par�gwgoc eÐnai

∂Ai
jk

∂xl
+ {i

lp}A
p
jk − {p

lj}A
i
pk − {p

lk}A
i
jp

.
ShmeÐwsh 3. Sthn perÐptwsh enìc EukleÐdeiou q¸rou, o opoÐoc eÐnai

mÐa eidik  perÐptwsh enìc q¸rou Riemann , ta sÔmbola Christoffel {i
jk}

eÐnai ìla mhdèn (dec ShmeÐwsh 3, III.5). Epomènwc, ta sÔmbola Christoffel
pou anafèrontai ston parap�nw kanìna eÐnai ìla mhdèn. San apotèlesma,
h sunalloÐwth par�gwgoc an�getai se merik  par�gwgo me th sunhjismènh
ènnoia. 'Etsi h sunalloÐwth par�gwgoc mporeÐ na jewrhjeÐ wc h genÐkeush
thc sun jhc merik c parag¸gou.

III.12 SunalloÐwth par�gwgoc twn jemeliwd¸n tanust¸n kai
tou dèlta tou Kronecker δi

j

To akìloujo je¸rhma deÐqnei th fÔsh thc sumperifor�c twn tanust¸n
gij, gij kai δi

j k�tw apì sunalloÐwth parag¸gish.
je¸rhma 3.2 gik,j = 0, gik

,j = 0 kai δi
k,j = 0.

ApodeÐxeic
PerÐptwsh (1). SÔmfwna me ton kanìna pou prot�jhke sth shmeÐwsh

2 thc III.11, èqoume

gik,j =
∂gik

∂xj
− {l

ji}glk − {l
jk}gli

=
∂gik

∂xj
− [ji, k]− [jk, i]

[apì (iii) thc III.6]

=
∂gik

∂xj
− [ji, k]− [kj, i]

[apì (i) thc III.6]
= 0

[apì (v) thc III.6]
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PerÐptwsh (2). 'Eqoume

gik
,j =

∂gik

∂xj
+ {i

jl}glk + {k
jl}gil

=
∂gik

∂xj
+ gkl{i

lj}+ gil{k
lj}

[apì (ii) thc III.6]

=
∂gik

∂xj
− ∂gik

∂xj

[apì (vi) thc III.6]
= 0�

PerÐptwsh (3).'Eqoume

δi
k,j =

∂δi
k

∂xj
− δi

l{l
jk}+ δl

k{i
jl}

= 0− {i
jk}+ {i

jk} = 0�

ShmeÐwsh 1. Autì to je¸rhma deÐqnei ìti kanènac nèoc tanust c den
kataskeu�zetai apì th sunalloÐwth parag¸gish twn tanust¸n gij, gij kai δi

j.
Autì to je¸rhma eÐnai gnwstì wc je¸rhma tou Ricci to opoÐo merikèc

forèc ekfr�zetai wc ex c: Oi jemeli¸deic tanustèc kai to dèlta touKronecker
sumperifèrontai sth sunalloÐwth parag¸gish sa na  tan stajerèc.

H prìtash ìti h sunalloÐwth par�gwgoc enìc jemeli¸douc tanust  gij

eÐnai mhdèn eÐnai gnwst  wc l mma tou Ricci.
ShmeÐwsh 2. EÐnai gnwstì ìti gijA

i = Aj, ìpou Ai eÐnai èna antalloÐwto
di�nusma. Sunep¸c, to (gijA

i),k prèpei na dÐnei to Ðdio apotèlesma ìpwc to
Aj,k. Gia na apofasÐsoume pìte exasfalÐzetai aut  h isìthta eÐnai anagkaÐo
na xèroume th sumperifor� tou ginomènou dÔo tanust¸n k�tw apì sunalloÐ-
wth parag¸gish. Sthn pragmatikìthta, lìgw tou orismoÔ thc sunalloÐwthc
parag¸gou kai tou parap�nw jewr matoc h parap�nw anaferìmenh isìthta
epibebai¸netai sthn pr�xh. (Dec ShmeÐwsh III.13). Epomènwc jewroÔme th
sunalloÐwth parag¸gish tou ajroÐsmatoc, thc diafor�c kai tou ginomènou
tanust¸n sthn epìmenh par�grafo.

III.13 SunalloÐwth parag¸gish tou ajroÐsmatoc, thc diafor�c
kai tou ginomènou tanust¸n

JewroÔme dÔo tanustèc Ai
j kai B

i
j tÔpou (1,1).

'Estw Ai
j +Bi

j = Ci
j (3.51)

Tìte o Ci
j eÐnai ènac tanust c tÔpou (1,1).

T¸ra

Ci
j,k =

∂Ci
j

∂xk
− {l

kj}Ci
l + {i

kl}C l
j
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[apì 3.49]

=
∂(Ai

j +Bi
j)

∂xk
− {l

kj}(Ai
l +Bi

l ) + {i
kl}(Al

j +Bl
j)

[apì 3.51]

=
∂Ai

j

∂xk
− {l

kj}Ai
l − {i

kl}Al
j

+
∂Bi

j

∂xk
− {l

kj}Bi
l + {i

kl}Bl
j

= Ai
j,k +Bi

j,k

 
(Ai

j +Bi
j),k = Ai

j,k +Bi
j,k (3.52)

ParomoÐwc mporeÐ na deiqjeÐ ìti

(Ai
j −Bi

j),k = Ai
j,k −Bi

j,k (3.53)

Sth sunèqeia dhl¸noume to ginìmeno Ai
kB

j
s me Cij

ks Tìte C
ij
ks eÐnai ènac tanu-

st c tÔpou (2,2).
T¸ra

Cij
ks,l =

∂Cij
ks

∂xl
+ {i

lp}C
pj
ks + {j

lp}C
ip
ks

−{p
lk}C

ij
ps − {p

ls}C
ij
kp

=
∂(Ai

kB
j
s)

∂xl
+ {i

lp}(A
p
kB

j
s) + {j

lp}(A
i
kB

p
s )

−{p
lk}(A

i
pB

j
s)− {p

ls}(A
i
kB

j
p)

=
∂Ai

k

∂xl
(Bj

s) +
∂Bj

s

∂xl
(Ai

k) + {i
lp}A

p
k(B

j
s)− {p

lk}A
i
p(B

j
s)

+{j
lp}B

p
s (A

i
k)− {p

ls}B
j
p(A

i
k)

=

(
∂Ai

k

∂xl
+ {i

lp}A
p
k − {p

lk}A
i
p

)
Bj

s

+

(
∂Bj

s

∂xl
+ {j

lp}B
p
s − {p

ls}B
j
p

)
Ai

k

= Ai
k,lB

j
s +Bj

s,lA
i
k
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 ,
(Ai

kB
j
s),l = Ai

k,lB
j
s +Bj

s,lA
i
k (3.54)

Apì tic (3.52), (3.53) kai (3.54) èpetai ìti oi nìmoi gia th sunalloÐwth
parag¸gish sthn �jroish, diafor� kai to ginìmeno dÔo tanust¸n tou tÔpou
(1,1) eÐnai akrib¸c oi Ðdioi ìpwc autoÐ thc sun jouc parag¸gishc. MporeÐ na
deiqjeÐ ìti to Ðdio alhjeÔei gia thn �jroish, th diafor� kai to ginìmeno dÔo
tanust¸n tou tÔpou (p, q).

ShmeÐwsh: Sth shmeÐwsh 2 thc III.2 eip¸jhke ìti h isìthta (gijA
i),k =

gij,kA
i + gijA

i
,k [apì (3.54)]

= gijA
i
,k

[apì to je¸rhma 3.2]

= gij

(
∂Ai

∂xk
+ At{i

tk}
)
[apì (3.42)] (3.55)

T¸ra
∂Aj

∂xk
=

∂

∂xk
(gijA

i) =
∂gij

∂xk
Ai +

∂Ai

∂xk
gij

= ([ik, j] + [jk, i])Ai +
∂Ai

∂xk
gij

[apì (iv) thc III.6]

= [ik, j]Ai + [jk, i]Ai + gij
∂Ai

∂xk

Epomènwc,

gij
∂Ai

∂xk
=
∂Aj

∂xk
− [ik, j]Ai − [jk, i]Ai

Sunep¸c, h dexi� pleur� thc (3.55) paÐrnei th morf 

∂Aj

∂xk
− [ik, j]Ai − [jk, i]Ai + gij{i

tk}At

=
∂Aj

∂xk
− [ik, j]Ai − [jk, i]Ai + [tk, j]At

[apì thn (iii) thc III.6]

=
∂Aj

∂xk
− [jk, i]Ai

=
∂Aj

∂xk
− gmiAm[jk, i] =

∂Aj

∂xk
− Am{m

jk}
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[apì (iv) thc III.6]
= Aj,k

[apì 3.38] Epomènwc, h (3.55) paÐrnei th morf 

(gijA
i),k = Aj,k�

Oi exis¸seic pou apant¸ntai suqnìtera sth jewrhtik  fusik  ekfr�zo-
ntai me th bo jeia enìc mikroÔ arijmoÔ telest¸n pou kaloÔntai bajmÐda,
apìklish, strobilismìc kai Laplasian . Eis�goume autèc tic ènnoiec sthn
epìmenh par�grafo.

III.14 BajmÐda, apìklish, strobilismìc kai Laplasian 

BajmÐda enìc analloÐwtou:
H merik  par�gwgoc enìc analloÐwtou φ eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma

to opoÐo kaleÐtai h bajmÐda tou φ kai sumbolÐzetai wc gradφ   ∇φ.
'Etsi

grad φ = φ,j (3.56)

Apìklish enìc dianÔsmatoc:
Apìklish enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc:

'Estw Ai èna antalloÐwto di�nusma. Tìte h sunalloÐwth par�gwgoc Ai
,i

eÐnai ènac tanust c tÔpou (1,1). An t¸ra k�noume sustol  stouc deÐktec i
kai j paÐrnoume ton tanust  Ai

,i o opoÐoc eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,0)
(apì to je¸rhma 2.9) dhlad  èna analloÐwto (apì ShmeÐwsh 4 thc II.7). Autì
to analloÐwto kaleÐtai h apìklish tou dianÔsmatoc Ai. Dhl¸netai k�poiec
forèc me divAi.

'Etsi
divAi = Ai

,i (3.57)

Apìklish sunalloÐwtou dianÔsmatoc:
An Ai eÐna èna sunalloÐwto di�nusma, tìte gjkAj,k eÐnai èna analloÐw-

to. Autì to analloÐwto orÐzetai na eÐnai h apìklish tou dianÔsmatoc Ai.
SumbolÐzetai wc divAi.

'Etsi,
divAi = gjkAj,k (3.58)

Shmei¸netai ìti h apìklish enìc dianÔsmatoc eÐnai èna analloÐwto. MÐa
èkfrash gia thn apìklish enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc Ai.

Ai
,i =

1
√
g

∂

∂xk
(
√
gAk) (3.59)
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ìpou g = |gij|
Apìdeixh.

'Eqoume Ai
,j = ∂Ai

∂xj + {i
jk}Ak Epomènwc Ai

,i = ∂Ai

∂xi + {i
ik}Ak

=
∂Ai

∂xi
+

∂

∂xk
(log

√
g)Ak

[apì (vii) thc III.6]

=
∂Ak

∂xk
+

∂

∂xk
(log

√
g)Ak

=
1
√
g

∂

∂xk
(
√
gAk)�

Laplasian  enìc analloÐwtou:
'Estw φ èna analloÐwto kai Ai = ∂φ

∂xi . Tìte Ai eÐnai èna sunalloÐwto
di�nusma. Epomènwc gijAj = Ai eÐnai èna antalloÐwto di�nusma. H apì-
klish autoÔ tou antalloÐwtou dianÔsmatoc kaleÐtai Laplasian  tou φ. H
Laplasian  enìc analloÐwtou φ sumbolÐzetai me∇2φ. 'Etsi∇2φ = div gradφ.

MÐa èkfrash gia to ∇2φ:

∇2φ =
1
√
g

∂

∂xk
(
√
ggkj ∂φ

∂xj
)

Apìdeixh. 'Eqoume Ai
,i = 1√

g
∂

∂xk (
√
gAk) [apì (3.59)] 'Estw Ai = gij ∂φ

∂xj .
Tìte o parap�nw tÔpoc paÐrnei th morf 

Ai
,i =

1
√
g

∂

∂xk
(
√
ggkj ∂φ

∂xj
).

T¸ra apì ton orismì
∇2φ = Ai

,i

. Tìte qrhsimopoi¸ntac thn parap�nw èkfrash gia to Ai
,i paÐrnoume

∇2φ =
1
√
g

∂

∂xk
(
√
ggkj ∂φ

∂xj
)� (3.60)

Strobilismìc enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc:
'Enac antisummetrikìc tanust c tÔpou (0,2) kataskeuasmènoc apì èna

sunalloÐwto di�nusma èqei mÐa idiaÐterh shmasÐa ston E3 kai mporeÐ na pros-
dioristeÐ me èna di�nusma. Eis�goume t¸ra èna tètoio antisummetrikì tanust 
ston Vn o opoÐoc kaleÐtai o strobilismìc enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc.
'Estw ìti jewroÔme èna sunalloÐwto di�nusma Ai. Tìte Ai,j eÐnai ènac
tanust c tÔpou (0,2). Epomènwc Aj,i eÐnai epÐshc ènac tanust c tou tÔpou
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(0,2). Sumperasmatik� Ai,j−Aj,i eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,2) o opoÐoc
eÐnai apodedeigmèna antisummetrikìc. Autìc o antisummetrikìc tanust c kaleÐ-
tai o strobilismìc tou dianÔsmatoc Ai kai sumbolÐzetai me curlA.

MÐa èkfrash gia to strobilismì enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc
Ai :

CurlAi =
∂Ai

∂xj
− ∂Aj

∂xi
(3.61)

Apìdeixh. 'Eqoume Ai,j = ∂Ai

∂xj − {r
ij}Ar [apì 3.38]

'Etsi Aj,i =
∂Aj

∂xi − {r
ji}Ar

T¸ra, curlAi = Ai,j − Aj,i

=
∂Ai

∂xj
− {r

ij}Ar −
∂Aj

∂xi
+ {r

ji}Ar

=
∂Ai

∂xj
− ∂Aj

∂xi
.

[∵ {r
ij} = {r

ji}] �
ShmeÐwsh 1. O strobilismìc enìc dianÔsmatoc eÐnai mhdèn an kai mìno

an
∂Ai

∂xj
=
∂Aj

∂xi

ShmeÐwsh 2. An Ai = ∂φ
∂xi , tìte ∂Ai

∂xj = ∂2φ
∂xj∂xi

kai ∂Aj

∂xi = ∂2φ
∂xi∂xj

Epomènwc ∂Ai

∂xj − ∂Aj

∂xi = 0 dhlad  curlAi = 0. All� ed¸ to Ai eÐnai gradφ.
'Etsi

curlgradφ = 0 (3.62)

III.15 Epanalambanìmenh pr�xh sunalloÐwthc parag¸gishc
H sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust  eÐnai, genik�, ènac tanust c (bl.

ShmeÐwsh 1 thc III.12). An o prokÔpton tanust c upìkeitai p�li sunalloÐ-
wth parag¸gish tìte paÐrnoume p�li èna tanust . Autìc o tanust c pou
lamb�netai met� apì dÔo pr�xeic kaleÐtai h deÔterh sunalloÐwth par�gw-
goc tou arqikoÔ tanust . O tanust c pou lamb�netai apì sunalloÐwth
parag¸gish deÔterhc sunalloÐwthc parag¸gou kaleÐtai trÐth sunalloÐwth
par�gwgoc tou arqikoÔ tanust  k.o.k. H deÔterh sunalloÐwth par�gwgoc
enìc tanust  Ai1...ip

j1...jq
sumbolÐzetai me Ai1...ip

j1...jq ,kl h trÐth sunalloÐwth par�gwgìc

tou sumbolÐzetai me Ai1...ip
j1...jq ,klmk.o.k.

Ac jewr soume t¸ra èna analloÐwto φ. Tìte φ,i eÐnai èna sunalloÐwto
di�nusma (dec 3.36). An dhl¸soume autì to di�nusma me Ai, tìte Ai,j eÐnai h
deÔterh sunalloÐwth par�gwgoc thc φ. 'Etsi φ,ij = Ai,j.
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Epomènwc, φ,ij − φ,ji = Ai,j − Aj,i

=
∂Ai

∂xj
− ∂Aj

∂xi

(dec 3.61)

=
∂

∂xj

(
∂φ

∂xi

)
− ∂

∂xi

(
∂φ

∂xj

)
(∵ Ai = φ,i = ∂φ

∂xi )

=
∂2φ

∂xj∂xi
− ∂2φ

∂xi∂xj
= 0

Epomènwc,
φ,ij = φ,ji (3.63)

'Etsi sthn perÐptwsh pou enìc analloÐwtou h pr�xh thc sunalloÐwthc
parag¸gishc eÐnai metajetik . All� gia èna tanust  t�xewc megalÔterhc  
Ðshc me èna h pr�xh den eÐnai, ìmwc, metajetik . Autì ofeÐletai sthn idi-
aiterìthta tou perib�llontoc sto opoÐo h pr�xh lamb�nei q¸ra, dhlad  tou
q¸rou Riemann . Qarakthristik  idiaiterìthta enìc tètoiou q¸rou up�r-
qei se ènan eidikì tanust  pou kaleÐtai tanust c kampulìthtac tou opoÐou
oi sunist¸sec mporoÔn na ekfrastoÔn me th bo jeia twn sunistws¸n twn
jemeliwd¸n tanust¸n. H akìloujh suz thsh ja deÐxei to giatÐ h pr�xh thc
sunalloÐwthc parag¸gishc den eÐnai, genik�, metajetik  sto q¸ro Riemann
kai ja apokalufjeÐ o rìloc pou paÐzetai apì ton tanust  kampulìthtac se
aut  thn perÐptwsh. Xekin�me me èna sunalloÐwto di�nusma Vi.

Tìte

Vi,j =
∂Vi

∂xj
− {l

ij}Vl (3.64)

Jètwntac
Vi,j = aij (3.65)

T¸ra

aij,k =
∂aij

∂xk
− {l

kj}ail − {l
ki}alj (3.66)

All� aij,k = Vi,jk [apì thn 3.65]
'Etsi, Vi,jk =

∂Vi,j

∂xk − {l
kj}Vi,l − {l

ki}Vl,j [apì 3.66]
Epomènwc,

Vi,jk − Vi,kj =
∂Vi,j

∂xk
− ∂Vi,k

∂xj
− {l

ki}Vi,j + {l
ji}Vl,k (3.67)

Apì thn (3.64) èqoume
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∂Vi,j

∂xk
=

∂2Vi

∂xk∂xj
− ∂

∂xk
{l

ij}Vl − {l
ij}

∂Vl

∂xk

Epomènwc

∂Vi,j

∂xk
−∂Vi,k

∂xj
=

∂2Vi

∂xk∂xj
− ∂2Vi

∂xj∂xk
− ∂

∂xk
{l

ij}Vl−{l
ij}

∂Vl

∂xk
+

∂

∂xj
{l

ik}Vl+{l
ik}

∂Vl

∂xj

(3.68)
P�li,

{l
ki}Vl,j = {l

ki}
(
∂Vl

∂xj
− {p

lj}Vp

)
=

= {l
ki}

∂Vl

∂xj
− {l

ki}{
p
lj}Vp (3.69)

Akìmh,

{l
ji}Vl,k = {l

ji}
∂Vl

∂xk
− {l

ji}{
p
lk}Vp (3.70)

Qrhsimopoi¸ntac tic (3.68), (3.69) kai (3.70) mporoÔme na ekfr�soume thn
(3.67) wc akoloÔjwc:

Vi,jk − Vi,kj =
∂

∂xj
{l

ik}Vl + {l
ik}

∂Vl

∂xj

− ∂Vl

∂xk
{l

ij} − {l
ki}

∂Vl

∂xj
+ {l

ki}{
p
lj}Vp+

−{l
ji}

∂Vl

∂xk
− {l

ji}{
p
lk}Vp =

=
∂

∂xj
{l

ik}Vl −
∂

∂xk
{l

ij}Vl + {l
ki}{

p
lj}Vp − {l

ji}{
p
lk}Vp =

=
∂

∂xj
{l

ik}Vl −
∂

∂xk
{l

ij}Vl + {r
ki}{l

rj}Vl − {r
ji}{l

rk}Vl

[Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec l kai p ston trÐto kai tètarto ìro
thc dexi�c pleur�c me r kai l antÐstoiqa]

=

(
∂

∂xj
{l

ik} −
∂

∂xk
{l

ij}+ {r
ki}{l

rj} − {r
ji}{l

rk}
)
Vl (3.71)

Apì th stigm  pou h dexi� pleur� thc (3.71) eÐnai ènac tanust c kai Vl eÐnai
èna aujaÐreto sunalloÐwto di�nusma, èpetai apì thn efarmog  tou nìmou
phlÐkou [dec (v) thc II.13] sthn exÐswsh (3.71) ìti to

∂

∂xj
{l

ik} −
∂

∂xk
{l

ij}+ {r
ki}{l

rj} − {r
ji}{l

rk}
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eÐnai ènac tanust c tÔpou (1,3).
Autìc o tanust c kaleÐtai Riemann−Christoffel tanust c kampulìth-

tac ∗

  apl� tanust c kampulìthtac. Oi sunist¸sec tou dhl¸nontai apì ta
Rl

ijk. 'Etsi,

Rl
ijk =

∂

∂xj
{l

ik} −
∂

∂xk
{l

ij}+ {r
ki}{l

rj} − {r
ji}{l

rk} (3.72)

Epomènwc, h (3.71)mporeÐ na ekfrasteÐ wc

Vi,jk − Vi,kj = Rl
ijkVl (3.73)

Apì thn (3.73) èpetai ìti, genik�, Vi,jk 6= Vi,kj. An ìmwc o Rl
ijk eÐnai

tautotik� mhdèn, tìte Vi,jk = Vi,kj.
ShmeÐwsh 1. Se aut  th shmeÐwsh lamb�noume mÐa anagkaÐa kai ikan 

sunj kh tou ìti h sunalloÐwth parag¸gish ìlwn twn dianusm�twn mporeÐ na
metatÐjetai.

An Vi,jk = Vi,kj, tìte apì thn (3.73) èpetai ìti Rl
ijkVl = 0 ìpou Vl eÐnai

èna aujaÐreto sunalloÐwto di�nusma. Epeid  to Vl eÐnai aujaÐreto, mporoÔme
na epilèxoume opoiesd pote kat�llhlec timèc gia tic sunist¸sec touc. 'E-
tsi epilègoume èna di�nusma Vl tètoio ¸ste gia mÐa stajer  tim  p tou l to
Vp = 1 kai oi �llec sunist¸sec eÐnai mhdèn. Tìte apì Rl

ijkVl = 0 paÐrnoume
Rp

ijkVp = 0   Rp
ijk = 0 (∵ Vp = 1). Epomènwc, Rp

ijk = 0. Apì th stigm 
pou to p eÐnai aujaÐreto èqoume Rl

ijk = 0. Akìma Vi,jk = Vi,kj an Rl
ijk = 0.

Epomènwc, h sunalloÐwth parag¸gish ìlwn twn sunalloÐwtwn dianusm�twn
eÐnai metajetik  an kai mìno an Rl

ijk = 0. To Ðdio alhjeÔei gia ìla ta a-
ntalloÐwta dianÔsmata epÐshc. Epomènwc h sunalloÐwth parag¸gish gia ìla
ta dianÔsmata eÐnai metajetik  an kai mìno an o Riemann − Christoffel
tanust c kampulìthtac eÐnai tautotik� mhdèn.
ShmeÐwsh 2. Shmei¸netai ìti ta akìlouja apotelèsmata akoloujoÔn apì
thn (3.72)

Rl
ijk = −Rl

ikj (3.74)

kai
Rl

ijk +Rl
jki +Rl

kij = 0 (3.75)

∗O Riemann p ge polÔ makri� ton orismì autoÔ tou tanust  sthn pragmateÐa tou
sta praktik� pou upobl jhkan sthn AkadhmÐa tou ParisioÔ to 1861. O Christoffel
sumpl rwse thn ergasÐa tou kai ìrise ton tanust  me tic sunist¸sec tou to 1869. Autìc
eÐnai o lìgoc pou o tanust c kaleÐtai Riemann− Christoffel tanust c. H aitÐa gia thn
onomasÐa tanust c kampulìthtac apodÐdetai sth shmeÐwsh thc III.17
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Sustellìmenoi tanustèc tou tanust  kampulìthtac
Xekin¸ntac apì ton tanust  kampulìthtac Rl

ijk mporoÔme na p�roume touc
akìloujouc treic sustellìmenouc tanustèc apì th sustol  dÔo deikt¸n:

Rl
ljk, R

l
ilk kai Rl

kil

Apì thn (3.72) èqoume

Rl
ljk =

∂

∂xj
{l

lk} −
∂

∂xk
{l

lj}+ {r
kl}{l

rj} − {r
jl}{l

rk}

=
∂

∂xj

(
∂

∂xk
(log

√
g)

)
− ∂

∂xk

(
∂

∂xj
(log

√
g)

)
+ 0

[apo (vii) thc III.6]

=
∂2

∂xj∂xk
(log

√
g)− ∂2

∂xk∂xj
(log

√
g) = 0

EpÐshc, Rl
ilk = −Rl

ikl [apì(3.74)]
Tèloc

Rl
ijl =

∂

∂xj
{l

il} −
∂

∂xl
{l

ij}+ {r
li}{l

rj} − {r
ji}{l

rl}

=
∂

∂xj

(
∂

∂xi
(log

√
g)

)
− ∂

∂xl
{l

ij}+ {r
li}{l

rj} − {r
ji}{l

rl} (3.76)

to opoÐo den eÐnai tautotik� mhdèn.
'Etsi apì touc treic sustellìmenouc tanustèc o teleutaÐoc qrei�zetai

mìno suz thsh, miac kai o deÔteroc eÐnai o arnhtikìc tou teleutaÐou kai o
pr¸toc eÐnai tautotik� mhdèn. O sustellìmenoc tanust c Rl

ijl o opoÐoc den
eÐnai tautotik� mhdèn kaleÐtai tanust c tou Ricci † kai oi sunist¸sec tou
dhl¸nontai wc Rij. 'Etsi,

Rij = Rl
ijl (3.77)

O tanust c tou Ricci eÐnai tÔpou (0,2) kai paÐzei shmantikì rìlo sth jewrÐa
thc barÔthtac tou Einstein.

Apì thn (3.77) èpetai ìti

Rji = Rl
jil =

∂2

∂xl∂xj
(log

√
g)− ∂

∂xl
{l

ji}+ {r
lj}{l

ri} − {r
ij}{l

rl}

=
∂2

∂xj∂xi
(log

√
g)− ∂

∂xl
{l

ji} − {l
rj}{r

li} − {r
ji}{l

rl}

†KaleÐtai tanust c tou Ricci epeid  o pr¸toc pou ton melèthse  tan o G.Ricci to 1904
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'Eqontac antikatast sei touc bouboÔc deÐktec r kai l ston trÐto ìro thc
dexi�c pleur�c me l kai r antÐstoiqa)

= Rl
ijl = Rij

'Etsi o tanust c tou Ricci eÐnai ènac summetrikìc tanust c.
ShmeÐwsh. An Rijkl = gimR

m
jkl tìte oi Rijkl kaloÔntai oi sunist¸sec tou

sunalloÐwtou tanust  kampulìthtac.

III.17 EpÐpedoc q¸roc

'Eqei deiqjeÐ sth shmeÐwsh 1 thc III.15 ìti h sunalloÐwth parag¸gish ì-
lwn twn dianusm�twn se èna Vn eÐnai metajetik  an kai mìno an o Riemann−
Christoffel tanust c kampulìthtac eÐnai tautotik� mhdèn. 'Enac q¸roc
Riemann tou opoÐou o tanust c kampulìthtac eÐnai tautotik� mhdèn kaleÐtai
epÐpedoc q¸roc. O sun jhc EukleÐdeioc q¸roc me to grammikì tou stoiqeÐo
se orjog¸niec Kartesianèc suntetagmènec èqei ìla ta sÔmbola Christoffel
{l

jk} Ðsa me mhdèn. Epomènwc apì thn (3.72) èpetai ìti h tanustik  tou ka-
mpulìthta eÐnai tautotik� mhdèn. 'Etsi o EukleÐdeioc q¸roc me to grammikì
tou stoiqeÐo se orjog¸nio Kartesianì sÔsthma eÐnai ènac epÐpedoc q¸roc.
Shmei¸netai ìti gia èna epÐpedo q¸ro Rijkl = 0.

ShmeÐwsh: H ènnoia thc kampulìthtac sto q¸ro Riemann mporeÐ na
eisaqjeÐ me th bo jeia tou tanust  Riemann − Christoffel. To qara-
kthristikì tètoiwn q¸rwn pou touc diakrÐnei perissìtero dramatik� eÐnai h
exaf�nish thc kampulìthtac. Epomènwc, tètoioi q¸roi oi opoÐoi qwrÐzontai
se dÔo kl�seic -epÐpedoi kai mh-epÐpedoi, oi men èqoun tautotik� mhdèn ton
tanust  Riemann−Christoffel, kai oi de èqoun ton Ðdio tanust  na mhn eÐnai
tautotik� mhdèn. Autìc eÐnai o lìgoc pou o tanust c Riemann−Christoffel
kaleÐtai tanust c kampulìthtac.

Ektìc apì tic tautìthtec (3.74) kai (3.75) pou ikanopoioÔntai apì ton
tanust  kampulìthtac, up�rqei mÐa �llh spoudaÐa tautìthta pou ikanopoieÐ-
tai apì autìn, h opoÐa kaleÐtai tautìthta tou Bianchi. Aut  ja apodeiqjeÐ
sthn epìmenh par�grafo.

III.18 Gewdesiakèc suntetagmènec. Tautìthta tou Bianchi
MporeÐ na deiqjeÐ ìti se ènan Vn mporoÔme p�ntote na dialèxoume èna

sÔsthma suntetagmènwn tètoio ¸ste ìla ta sÔmbola Christoffel na mhde-
nÐzontai se èna eidikì shmeÐo P . 'Ena tètoio sÔsthma suntetagmènwn kaleÐtai
Gewdesiakì sÔsthma suntetagmènwn me to shmeÐo P san pìlo tou.

'Ena gewdesiakì sÔsthma suntetagmènwn èqei thn akìloujh shmantik 
idiìthta: H sunalloÐwth par�gwgoc enìc tanust  an�getai sth sqetik 
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merik  par�gwgo ston pìlo. (1)
Autì ofeÐletai sto gegonìc ìti ta sÔmbola Christoffel eÐnai ìla mhdèn
ston pìlo.
MporoÔme t¸ra na apodeÐxoume thn tautìthta Bianchi h opoÐa ekfr�zetai
wc akoloÔjwc:

Rl
ijk,m +Rl

ikm,j +Rl
imj,k = 0 (3.78)

Apìdeixh. Epilègoume èna gewdesiakì sÔsthma suntetagmènwn me to
shmeÐo P wc pìlo. Tìte sto P èqoume

Rl
ijk,m =

∂

∂xm

(
Rl

ijk

)
[apì thn idiìthta (1) tou gewdesiakoÔ sust matoc suntetagmènwn]

=
∂

∂xm

[
∂

∂xj
{l

ik} −
∂

∂xk
{l

ij}+ {r
ki}{l

rj} − {r
ji}{l

rk}
]

=
∂2

∂xm∂xj
{l

ik} −
∂2

∂xm∂xk
{l

ij} (3.79)

epeid  ìla ta sÔmbola Christoffel {l
ij} mhdenÐzontai sto P all� oi

sunalloÐwtec par�gwgoÐ touc den mhdenÐzontai anagkastik� sto P . Jè-
twntac j = k, k = m kai m = j sthn (3.79) paÐrnoume

Rl
ikm,j =

∂2

∂xj∂xk
{l

im} −
∂2

∂xj∂xm
{l

ik} (3.80)

Sth sunèqeia jètontac k = m, m = j kai j = k sthn (3.80) èqoume

Rl
imj,k =

∂2

∂xk∂xm
{l

ij} −
∂2

∂xk∂xj
{l

im} (3.81)

Prosjètontac tic (3.79),(3.80) kai (3.81) paÐrnoume

Rl
ijk,m +Rl

ikm,j +Rl
imj,k = 0 (3.82)

'Etsi h exÐswsh (3.82) diathreÐtai ston pìlo P enìc gewdesiakoÔ sust -
matoc suntetagmènwn. Apì th stigm  pou aut  h exÐswsh eÐnai mÐa exÐswsh
tanust¸n, diathreÐtai se ìla ta sust mata suntetagmènwn ston pìlo P . Al-
l� apì th stigm  pou to shmeÐo P mporeÐ na eÐnai opoiod pote shmeÐo tou Vn

h exÐswsh (3.82) diathreÐtai se ìla ta shmeÐa tou Vn�
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III.19 Strobilismìc enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc kai dianu-
smatikì ginìmeno dÔo sunalloÐwtwn dianusm�twn ston V3

Oi ènnoiec tou strobilismoÔ enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc kai enìc di-
anusmatikoÔ ginomènou dÔo sunalloÐwtwn dianusm�twn èqoun  dh eisaqjeÐ
sthn III.14 kai III.15 antÐstoiqa.

EÐnai gnwstì ìti kajèna apì aut� eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c tou
tÔpou (0,2). EÐnai èna endiafèron qarakthristikì tou V3 to ìti ènac tètoioc
q¸roc me èna antisummetrikì tanust  tou tÔpou (0,2) mporeÐ na prosdioristeÐ
me èna di�nusma ston Ðdio q¸ro. San apotèlesma, tètoioc prosdiorismìc eÐnai
epÐshc pijanìc gia to strobilismì enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc kai to
dianusmatikì ginìmeno dÔo sunalloÐwtwn dianusm�twn ston V3. Se aut  thn
par�grafo deÐqnoume pwc autì mporeÐ na gÐnei. Gia autì pr¸ta eis�goume
dÔo tanustèc ston V3 pou kalloÔntai tanustèc met�jeshc kai mporoÔme na
touc qrhsimopoi soume gia na orÐsoume to strobilismì enìc sunalloÐwtou
dianÔsmatoc ston V3 ìpwc èna di�nusma ston V3 kai èna dianusmatikì ginìmeno
dÔo dianusm�twn ston V3 ìpwc èna di�nusma ston Ðdio q¸ro.

Apì th stigm  pou o jemeli¸dhc tanust c eÐnai tÔpou (0,2) èqoume

ḡij = gab
∂xa

∂x̄i

∂xb

∂x̄j
.

Epomènwc,

|ḡij| = |gab|
∣∣∣∣∂xa

∂x̄i

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂xb

∂x̄j

∣∣∣∣
[apì (1.26)]

 

ḡ = g

∣∣∣∣∂xa

∂x̄i

∣∣∣∣2 (3.83)

[∵
∣∣∣∂xb

∂x̄j

∣∣∣ =
∣∣∂xa

∂x̄i

∣∣]
Apì thn (3.83) èqoume

√
ḡ =

√
g

∣∣∣∣∂xa

∂x̄i

∣∣∣∣ (3.84)

upojètontac ìti to
∣∣∂xa

∂x̄i

∣∣ eÐnai p�ntote jetikì.
Me mÐa tètoia upìjesh o jewroÔmenoc V3 kaleÐtai ènac Prosanatolismènoc

V3.
OrÐzoume t¸ra dÔo sust mata trÐthc t�xhc εijk kai εijk wc akoloÔjwc:

εijk =
√
geijk (3.85)
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kai
εijk =

√
geijk (3.86)

ìpou ta eijk kai eijk eÐnai ta sust mata pou orÐsthkan sthn I.4. PaÐrnontac

|ai
j| wc

∣∣∣ ∂xi

∂x̄j

∣∣∣ sthn (1.21) paÐrnoume

eijk
∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

∂xk

∂x̄r
= epqr

∣∣∣∣∂xs

∂x̄t

∣∣∣∣ (3.87)

Tìte ε̄pqr =
√
ḡepqr [apì (3.85)]

=
√
g
∣∣∂xs

∂x̄t

∣∣ epqr ...[apì (3.84)]

=
√
geijk

∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

∂xk

∂x̄r

[apì (3.87)]

= εijk
∂xi

∂x̄p

∂xj

∂x̄q

∂xk

∂x̄r
(3.88)

[apì thn (3.85)]
Apì thn (3.88) èpetai ìti o εijk eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (0,3).
ParomoÐwc mporeÐ na deiqjeÐ ìti to εijk eÐnai ènac tanust c tou tÔpou

(3,0). Oi tanustèc εijk kai εijk kaloÔntai tanustèc met�jeshc tou V3.

Strobilismìc enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc:

'Estw ìtiAi eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma. TìteAi,k eÐnai ènac tanust c
tou tÔpou (0,2). To ginìmeno εiklAl,k eÐnai tìte ènac tanust c tou tÔpou (1,0)
[dec II.12] dhlad  èna antalloÐwto di�nusma. An dhl¸soume autì to di�nusma
me Bi

, tìte B
i kaleÐtai o strobilismìc tou dianÔsmatoc Ai. 'Etsi se ènan V3

CurlAi = Bi = εiklAl,k (3.89)

Apì thn (3.89) èqoume

Bi =
1
√
g
eiklAl,k

[apì thn (3.86)] Epomènwc,

B1 =
1
√
g
e1klAl,k =

1
√
g
e123A3,2 +

1
√
g
e132A2,3
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[apì thn (I.12)]

=
1
√
g
(A3,2 − A2,3)

B2 =
1
√
g
e2klAl,k =

1
√
g
e231A1,3 +

1
√
g
e213A3,1

=
1
√
g
(A1,3 − A3,1)

B3 =
1
√
g
e2klAl,k =

1
√
g
e312A2,1 +

1
√
g
e321A1,2

=
1
√
g
(A2,1 − A1,2)

'Etsi oi sunist¸sec tou dianÔsmatoc Ai eÐnai

1
√
g
(A3,2 − A2,3),

1
√
g
(A1,3 − A3,1),

1
√
g
(A2,1 − A1,2)

Epeid  Ai,j − Aj,i = ∂Ai

∂xj − ∂Aj

∂xi (dec 3.61)

A3,2 − A2,3 =
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
, A1,3 − A3,1 =

∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

A2,1 − A1,2 =
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

Epomènwc, oi sunist¸sec tou curlAi eÐnai

1
√
g

(
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3

)
,

1
√
g

(
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

)
,

1
√
g

(
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
(3.90)

Dianusmatikì ginìmeno dÔo sunalloÐwtwn dianusm�twn:

'Estw ìti ta Ai kai Bi eÐnai dÔo sunalloÐwta dianÔsmata enìc V3. Tìte to
ginìmeno εijkAjBk eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (1,0) dhlad  èna antalloÐwto
di�nusma. An dhl¸soume autì to di�nusma me Ci, tìte Ci = εijkAjBk kaleÐtai
èna dianusmatikì ginìmeno (  èna staurwtì ginìmeno) twn dianusm�twn Ai kai
Bi.

T¸ra to Ci = εijkAjBk mporeÐ na grafeÐ wc
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Ci =
1
√
g
eijkAjBk

[apì 3.86]
Epomènwc

Ci =
1
√
g
e123A2B3 +

1
√
g
e132A3B2

[apì (I.12)]

=
1

2
(A2B3 − A3B2)

C2 =
1
√
g
e231A3B1 +

1
√
g
e213A1B3 =

1
√
g
(A3B1 − A1B3)

C3 =
1
√
g
e321A1B2 +

1
√
g
e321A2B1 =

1
√
g
(A1B2 − A2B1)

'Etsi oi sunist¸sec tou dianÔsmatikoÔ ginomènou dÔo sunalloÐwtwn di-
anusm�twn Ai kai Bj eÐnai

1

2
(A2B3 − A3B2),

1
√
g
(A3B1 − A1B3),

1
√
g
(A1B2 − A2B1)

An ta Ai kai Bi eÐnai oi sunalloÐwtec sunist¸sec twn dianusm�twn A kai
B, tìte to dianusmatikì touc ginìmeno merikèc forèc dhl¸netai wc A×B.

'Etsi A×B = εijkAjBk ... ... (3.91) Epomènwc ston V3

A×B =

[
1

2
(A2B3 − A3B2),

1
√
g
(A3B1 − A1B3),

1
√
g
(A1B2 − A2B1)

]
(3.92)



ALGEBRA TANUSTWN SE n -DIASTATO QWRO 105

III.20 Sumfu c diafìrish
EÐnai gnwstì to ìti h sunalloÐwth parag¸gish eÐnai mÐa genÐkeush thc

merik c parag¸gishc ston EukleÐdeio q¸ro me orjog¸niec Kartesianèc su-
ntetagmènec. Akìma, gnwrÐzoume ìti h sunalloÐwth parag¸gish enìc tanust 
par�gei p�li èna tanust . Se aut  thn par�grafo orÐzoume èna �llo eÐdoc
parag¸gishc to opoÐo mporeÐ na ektimhjeÐ wc mÐa genÐkeush thc sun jouc
parag¸gishc ston EukleÐdeio q¸ro se orjog¸niec Kartesianèc suntetag-
mènec. KaleÐtai sumfu    apìluth diafìrish kai eÐnai qr simh sth melèth thc
diaforik c gewmetrÐac twn kampÔlwn kai epifanei¸n lìgw tou gegonìtoc ìti
h sumfu  diafìrish enìc tanust  par�gei p�li èna tanust .

KampÔlh se ènan Vn:
Wc kampÔlh se ènan Vn noeÐtai perioq  shmeÐwn twn opoÐwn oi sunteta-

gmènec xi ikanopoioÔn tic exis¸seic thc morf c xi = φi(t) (3.93)

ìpou φi eÐnai oi sunart seic mÐac apl c paramètrou t. To m koc s mÐac ka-
mpÔlhc apì èna shmeÐoA (dec eikìna) pou antistoiqeÐ sthn tim  to thc paramètrou
tou metablhtoÔ shmeÐou P se autì pou antistoiqeÐ sthn tim  t tou Ðdiou, pros-
diorÐzetai wc akoloÔjwc:

s =

∫ t

to

√
gij
dxi

dt

dxj

dt
dt (3.94)

T¸ra,
dx̄i

dt
=
∂x̄i

∂xp

dxp

dt
(3.95)

Apì thn (3.95) èpetai ìti to dxi

dt
eÐnai èna antalloÐwto di�nusma kat� m koc

thc kampÔlhc pou dÐnetai apì thn (3.93)
Ac jewr soume èna tanust  tou tÔpou (p, q) tou opoÐou oi sunist¸sec

A
i1...ip
j1...jq

eÐnai sunart seic mÐac paramètrou t. Tìte h sumfu c par�gwgoc tou

dianÔsmatoc me thn par�metro t dhl¸netai me δ
δt
A

i1...ip
j1...jq

kai orÐzetai wc akoloÔ-
jwc:

δ

δt
A

i1...ip
j1...jq

= A
i1...ip
j1...jq,l

dxl

dt
(3.96)

ìpou to kìmma (,) dhl¸nei sunalloÐwth parag¸gish.
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Apì th stigm  pou to dxl

dt
eÐnai èna antalloÐwto di�nusma dhlad  ènac

tanust c tou tÔpou (1,0) kat� m koc thc kampÔlhc pou dÐnetai apì thn (3.93),
kai Ai1...ip

j1...jq,l
eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (p, q + 1) kat� m koc thc Ðdiac

kampÔlhc, o Ai1...ip
j1...jq,l

dxl

dt
eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (p, q) kat� m koc thc

kampÔlhc, dhlad  δ
δt
A

i1...ip
j1...jq

eÐnai ènac tanust c tou tÔpou (p, q) kat� m koc
thc kampÔlhc. 'Etsi h sumfu c par�gwgoc enìc tanust  tou tÔpou (p, q) eÐnai
p�li ènac tanust c tou tÔpou (p, q).

Sugkekrimèna, h sumfu c par�gwgoc enìc analloÐwtou φ dÐnetai apì to

δφ

δt
= φ,l

dxl

dt
=
∂φ

∂xl

dxl

dt
=
dφ

dt
(3.97)

to opoÐo eÐnai èna analloÐwto. (∵ φ̄ = φ, dφ̄
dt

= dφ
dt
)

'Etsi h sumfu c par�gwgoc enìc analloÐwtou eÐnai epÐshc èna analloÐwto.
Shmei¸netai ìti h sumfu c par�gwgoc enìc analloÐwtou tautÐzetai me thn
olik  tou par�gwgo.

T¸ra,
δ

δt
gij = gij,l

dxl

dt
= 0

(∵ gij,l = 0)
ParomoÐwc mporeÐ na deiqjeÐ ìti δ

δt
gij = 0 kai δ

δt
δi
j = 0.

Epomènwc, oi sumfueÐc par�gwgoi dÔo jemeliwd¸n tanust¸n kai to dèlta
tou Kroneckerδi

j eÐnai mhdèn.
MporeÐ eÔkola na epalhjeujeÐ ìti h sumfu c par�gwgoc akoloujeÐ touc

Ðdiouc nìmouc �jroishc, diafor�c kai ginomènou dÔo tanust¸n tou Ðdiou tÔpou
ìpwc akoloujoÔntai apì th sunalloÐwth parag¸gish.

III.21 Q¸roc stajer c kampulìthtac.

Sthn III.17 èqei eisaqjeÐ h ènnoia tou epÐpedou q¸rou. UpenjumÐzoume
ìti ènac q¸roc Riemann tou opoÐou o tanust c kampulìthtac eÐnai tautotik�
mhdèn kaleÐtai epÐpedoc q¸roc. MporoÔme t¸ra na eis�goume èna �llo shma-
ntikì tÔpo tou q¸rou Riemann pou kaleÐtai q¸roc stajer c kampulìthtac.
An ènac q¸roc Riemann eÐnai tètoioc ¸ste tanust c kampulìtht�c tou Rijkl

na eÐnai thc morf c Rijkl = b(gikgjl − gilgjk), ìpou b eÐnai mÐa stajer�, tìte o
q¸roc lègetai ìti eÐnai stajer c kampulìthtac b.

An, idiaitèrwc b = 0, tìte Rijkl = 0 kai o q¸roc an�getai se èna epÐpedo
q¸ro. 'Etsi ènac epÐpedoc q¸roc eÐnai ènac sugkekrimènoc tÔpoc enìc q¸rou
stajer c kampulìthtac.

Ja dojeÐ t¸ra èna par�deigma enìc q¸rou stajer c kampulìthtac. Ac
jewr soume mÐa epif�neia ston E3 thc opoÐac to grammikì stoiqeÐo se
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sfairikèc suntetagmènec r, φ, θ dÐnetai wc

ds2 = a2(dφ)2 + a2sin2φ(dθ)2 (1) (3.98)

ìpou a eÐnai mia stajer�.
MporeÐ na epalhjeujeÐ ìti se aut  thn perÐptwsh

R1212 = a2sin2φ (3.99)

Apì thn (1) blèpoume ìti se aut  thn perÐptwsh g11 = a2, g22 = a2sin2φ
g12 = g21 = 0

Epomènwc, g11g22−g12g21 = a2a2sin2φ−00 = a4sin2φ Epomènwc, 1
a2 (g11g22−

g12g21) = 1
a2a

4sin2φ
= a2sin2φ = R1212

[apì thn (3.99)]
'Etsi se aut n thn perÐptwsh

R1212 =
1

a2
(g11g22 − g12g21) (3.100)

Apì thn (3.100) blèpoume ìti se aut  thn perÐptwsh o Rijkl eÐnai thc
morf c Rijkl = b(gikgjl − gilgjk),ìpou b = 1

a2 = mÐa stajer�.
Epomènwc, h epif�neia pou melet�me eÐnai ènac q¸roc stajer c kampulìth-

tac 1
a2 .

LUMENA PARADEIGMATA

1. An U i = 1√
gpqV pV q

V i, ìpou V i eÐnai èna antalloÐwto di�nusma kai

gij eÐnai ènac jemeli¸dhc tanust c, na deiqjeÐ ìti o U i eÐnai ènac monadiaÐoc
tanust c.

'Eqoume

gijU
iU j = gij

1√
gpqV pV q

V i 1√
gpqV pV q

V j =

=
gijV

iV j

gpqV pV q
= 1

Epomènwc, U i eÐnai èna monadiaÐo di�nusma
2. AnAi kaiBj eÐnai dÔo sunalloÐwta dianÔsmata, na deiqjeÐ ìti gij(AiBj−

AjBi) = 0, ìpou gij eÐnai ènac antalloÐwtoc jemeli¸dhc tanust c.
'Eqoume

gij(AiBj − AjBi) = gijAiBj − gijAjBi =
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= AjBj − AiBi = 0

3. Na deiqteÐ ìti se ènan Vn

(ghjgik − ghigjk)g
hj = (n− 1)gik

ìpou gij kai gij o metrikìc tanust c.
'Eqoume

(ghjgik − ghigjk)g
hj = ghjg

hjgik − ghig
hjgjk =

= ngik − δj
i gjk = ngik − gik

(n− 1)gik

4. An ui kai vi eÐnai orjog¸nia monadiaÐa dianÔsmata, na deiqjeÐ ìti

(ghjgki − ghkgji)u
hviujvk = 1

SÔmfwna me tic dosmènec sunj kec

giju
iuj = 1 (1)

gijv
ivj = 1 (2)

kai giju
ivj = 0 (3)

T¸ra

(ghjgki − ghkgji)u
hviujvk

= ghju
hujgkiv

kvi − ghku
hvkgjiu

jvi =

= 1.1− 0.0 [apì (1),(2) kai (3)]

= 1

5. Na deiqjeÐ ìti ston V4 me stoiqeÐo m kouc

ds2 = −(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 + c2(dx4)2

to di�nusma (1, 0, 0,
√

2
c

) eÐnai èna monadiaÐo di�nusma.
Se aut  thn perÐptwsh g11 = −1,g22 = −1,g33 = −1 kai g44 = c2 kai ta

�lla gij eÐnai mhdèn.
Dhl¸ste tic sunist¸sec tou dosmènou di�nusmatoc me V i.
Tìte èqoume V 1 = 1, V 2 = 0, V 3 = 0, V4 =

√
2c.

'Etsi

gijV
iV j = g11V

1V 1 + g22V
2V 2 + g33V

3V 3 + g44V
4V 4
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(−1)1.1 + (−1)0.0 + (−1)0.0 + c2
√

2c
√

2c

= −1 + 0 + 0 + 2

= 1

Epomènwc, V i eÐnai èna monadiaÐo di�nusma.
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6. An j eÐnai h gwnÐa metaxÔ dÔo mh-mhdenik¸n dianusm�twn Ai kai Bi, na
deiqjeÐ ìti

sin2θ =
(gijgpq − gipgjq)A

iBpAjBq

(gijAiAj)(gpqBpBq)

'Etsi èqoume

cosθ =
gijA

iBj√
gijAiAj

√
gpqBpBq

[apì thn (3.17)]
Epomènwc,

sin2θ = 1− cos2θ = 1− gijA
iBjgpqA

pBq

(gijAiAj)(gpqBpBq)

=
gijgpqA

iAjBpBq − gijgpqA
iBjApBq

(gijAiAj)(gpqBpBq)

=
gijgpqA

iBpAjBq − gijgpqA
iBjApBq

(gijAiAj)(gpqBpBq)

[Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec j kai p sto deÔtero ìro tou ari-
jmht  me p kai j antÐstoiqa]

=
(gijgpq − gipgjq)A

iBpAjBq

(gijAiAj)(gpqBpBq)

7. An Ai kai Bi eÐnai dÔo mh mhdenik� dianÔsmata ètsi ¸ste gijU
iU j =

gijV
iV j, ìpou U i = Ai + Bi kai V i = Ai − Bi, na deiqjeÐ ìti ta Ai kai Bi

eÐnai orjog¸nia.
'Eqoume

gijU
iU j = gij(A

i +Bi)(Aj +Bj)

= gijA
iAj + gijB

iBj + 2gijA
iBj...(1)

[∵ gij eÐnai summetrikìc]
Parìmoia, gijV

iV j = gijA
iAj + gijB

iBj − 2gijA
iBj...(2)

Epeid  gijU
iU j = gijV

iV j, èpetai apì thn (1) kai thn (2) ìti 4gijA
iBj = 0

  gijA
iBj = 0

Epomènwc , Ai, Bj eÐnai orjog¸nia.
8. An aij eÐnai ènac summetrikìc tanust c tou tÔpou (0,2), Ai, Bi, eÐ-

nai monadiaÐa dianÔsmata orjog¸nia se èna di�nusma Ci pou ikanopoieÐ tic
sunj kec
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aijA
i − ωgijA

i + σgijC
i = 0

kai
aijB

i − ω′gijB
i + σ′gijC

i = 0

ìpou ω 6= ω′, na deiqjeÐ ìti ta Ai kai Bi eÐnai orjog¸nia kai aijA
iBj = 0.

SÔmfwna proc tic dedomènec sunj kec èqoume

gijA
iAj = 1...(1) gijB

iBj = 1...(2)

gijA
iCj = 0...(3) gijB

iCj = 0...(4)

Pollaplasi�zontac th sqèsh aijA
i−ωgijA

i +σgijC
i = 0 me Bj paÐrnoume

aijA
iBj − ωgijA

iBj + σgijC
iBj = 0  ,

aijA
iBj − ωgijA

iBj + σgijC
iBj = 0 (5)

[apì (4)] Parìmoia, pollaplasi�zoume th sqèsh aijB
i−ω′gijB

i +σ′gijC
i = 0

me Aj paÐrnoume aijB
iAj − ω′gijB

iAj + σ′gijC
iAj = 0  

aijB
iAj − ω′gijB

iAj = 0   aijA
jBi − ω′gijA

jBi = 0 [ ∵ aij kai gij eÐnai
summetrikoÐ]

 ,
aijA

iBj − ω′gijA
iBj = 0 (6)

[Antikajist¸ntac touc bwboÔc deÐktec i kai j me j kai i antÐstoiqa]
Afair¸ntac thn (6) apì thn (5) paÐrnoume

(ω′ − ω)gijA
iBj = 0

 ,
gijA

iBj = 0 (7)

[∵ ω 6= ω′] Epomènwc Ai kai Bi eÐnai orjog¸nioi. Dun�mei thc (7) èpetai apì
thn (6) ìti aijA

iBj = 0.

9. DeÐxate ìti o arijmìc twn diakrit¸n sunistws¸n twn sumbìlwn Christoffel
se ènan Vn eÐnai to polÔ 1

2
n2(n+ 1).

AfoÔ ta [ij, l] kai {l
ij} eÐnai summetrik� wc proc i kai j, gia k�je l, o

arijmìc diakrit¸n sunistws¸n gia k�je èna apì aut� eÐnai to polÔ n(n+1)
2

.
Epomènwc, gia ìla ta l o arijmìc twn diakrit¸n sunistws¸n gia k�je èna
apì aut� eÐnai to polÔ n× n(n+1)

2
, dhlad  n2

2
(n+1). Me �lla lìgia o arijmìc

twn sunistws¸n twn sumbìlwn Christoffel eÐnai to polÔ n2

2
(n+ 1).
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10. An o Aij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c, na deiqjeÐ ìti Ajk{i
jk} =

0.
'Eqoume (antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec j kai k me k kai j antÐ-

stoiqa) Ajk{i
jk} = Akj{i

kj} =

= Akj{i
jk} [∵ {i

kj} = {i
jk}]

= −Ajk{i
jk} [∵ Aij eÐnai antisummetrikìc ]  , 2Ajk{i

jk} = 0. Epomènwc,
Ajk{i

jk} = 0.

11. DeÐxate ìti ∂gij

∂xk −∂gik

∂xj = [jk, i]−[ij, k] 'Eqoume, [ij, k] = 1
2

(
∂gik

∂xj +
∂gjk

∂xi − ∂gij

∂xk

)
Epomènwc, [jk, i] = 1

2

(
∂gji

∂xk + ∂gki

∂xj − ∂gjk

∂xi

)
Epomènwc, [jk, i]−[ij, k] = 1

2

(
∂gji

∂xk + ∂gki

∂xj − ∂gjk

∂xi − ∂gik

∂xj − ∂gjk

∂xi +
∂gij

∂xk

)
= 1

2

(
2∂gij

∂xk − 2∂gjk

∂xi

)
=

∂gij

∂xk − ∂gjk

∂xi

 , ∂gij

∂xk − ∂gjk

∂xi = [jk, i]− [ij, k]
12. Na deiqjeÐ ìti ta sÔmbola Christoffel ja èqoun tanustikì qarakt ra

mìno gia omoparallhlikoÔc metasqhmatismoÔc suntetagmènwn. Apì touc nì-
mouc metasqhmatismoÔ twn sumbìlwn Christoffel (dec 3.33 kai 3.35) èpetai
ìti ja èqoun tanustikì qarakt ra an kai mìnon an

∂2xj

∂x̄l∂x̄m
= 0 j, l,m = 1, 2, ...n (1)

All� h isìthta (1) ikanopoieÐtai mìno gia to metasqhmatismì suntetagmènwn
pou dÐnetai apì th sqèsh

xj = aj
mx̄

m + bj (2)

ìpou, aj
m kai bj eÐnai stajerèc. Epeid  h (2) anaparist� omoparallhlikì

metasqhmatismì suntetagmènwn, èpetai ìti ta sÔmbola Christoffel apo-
ktoÔn tanustikì qarakt ra mìno gia omoparallhlikì metasqhmatismì su-
ntetagmènwn.
ShmeÐwsh. Ta sÔmbola Christoffel epomènwc merikèc forèc apokaloÔntai
omoparallhlikoÐ tanustèc t�xewc 3.

13. ApodeÐxte ìti ìla ta sÔmbola Christoffel mhdenÐzontai se èna shmeÐo
an kai mìnon an ta gij eÐnai ìla stajer� sto shmeÐo.

Pr¸ta upojètoume ìti ta gij eÐnai stajer� sto shmeÐo P (xi). Tìte apì
ton orismì twn sumbìlwn Christoffel (dec 3.22 kai 3.23) èpetai ìti aut� ja
eÐnai mhdèn sto shmeÐo P .

Sth sunèqeia upojètoume ìti {i
jk} = 0 sto P .

Tìte [ij,m] = 0 sto shmeÐo [∵ [ij,m] = glm{l
ij}apì thn (iii) thc III.6 ] E-

pomènwc, sÔmfwna me th sqèsh

[ij,m] + [mj, i] =
∂gim

∂xj
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(bl. (v) thc III.6) èpetai ìti ∂gim

∂xj = 0. Autì shmaÐnei ìti to gim eÐnai anex�rth-
to apì ta xj gia ìla ta j, dhlad  ta gim eÐnai stajer� sto shmeÐo (xi).

14. An ta Bi eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc, pros-
diorÐste an ta {i

jk}+ 2δi
jBk eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust .

Jètoume Γi
jk = {i

jk}+ 2δi
jBk

'Estw Γ̄i
jk = {i

jk}+ 2δ̄i
jB̄k

Tìte Γ̄i
jk = {r

ts} ∂x̄i

∂xr
∂xt

∂x̄j
∂xs

∂x̄k + ∂x̄i

∂xm
∂2xm

∂x̄j∂x̄k + 2δi
j

∂xp

∂x̄kBp (apì 3.35 kai 2.9)

= [{r
ts}+ 2δr

tBs]
∂x̄i

∂xr

∂xt

∂x̄j

∂xs

∂x̄k
+

∂x̄i

∂xm

∂2xm

∂x̄j∂x̄k
=

= Γi
jk

∂x̄i

∂xr

∂xt

∂x̄j

∂xs

∂x̄k
+

∂x̄i

∂xm

∂2xm

∂x̄j∂x̄k
(1)

Apì th sqèsh (1) èpetai ìti ta Γi
jk den eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust ,

lìgw thc parousÐac tou deÔterou ìrou sth dexi� pleur�.
15. An ta aij eÐnai ènac summetrikìc tanust c, deÐxate ìti

ajk[ij, k] =
1

2
ajk ∂gjk

∂xi

'Eqoume

[ji, k] + [ki, j] =
∂gjk

∂xi

(apì thn (v) thc III.6)
Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc me ajk paÐrnoume
ajk[ji, k] + ajk[ki, j] = ajk ∂gjk

∂xi  , ajk[ji, k] + akj[ki, j] = ajk ∂gjk

∂xi (∵ ajk =

akj)  , 2ajk[ji, k] = ajk ∂gjk

∂xi

(Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec k kai j sto deÔtero ìro thc ari-
ster c pleur�c me j kai k antÐstoiqa)

 , 2ajk[ij, k] = ajk ∂gjk

∂xi Epomènwc, ajk[ij, k] = 1
2
ajk ∂gjk

∂xi

16. ApodeÐxte ìti ∂
∂xj (

√
ggij) +

√
g{i

jk}gjk = 0 'Eqoume

∂

∂xj
(
√
ggij) =

∂
√
g

∂xj
gij +

√
g
∂

∂xj
gij =

=
∂
√
g

∂xj
gij +

√
g
(
−gjp{i

pj} − git{j
tj}
)

(apì thn (vi) thc III.6)

=
∂
√
g

∂xj
gij −√

g{i
pj}gpj −√

ggit{j
jt}
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=
∂
√
g

∂xj
gij −√

g{i
pj}gpj −√

ggit 1

2g

∂g

∂xt

(apì thn (vii) thc III.6)

=
1

2
√
g

∂g

∂xi
gij − 1

2
√
g

∂g

∂xt
git −√

g{i
pj}gpj

= −√g{i
pj}gpj

Epomènwc
∂

∂xj
(
√
ggij) +

√
g{i

pj}gpj = 0

17. DeÐxate ìti mìno ta mh mhdenik� sÔmbola Christoffel deÔterou eÐ-
douc gia ton V2 stoiqeÐo m kouc ds2 = (dx1)2 + sin2x1(dx2)2 eÐnai {1

22} =
−sinx1cosx1, {2

12} = {2
21} = cotx1. Sthn paroÔsa perÐptwsh èqoume g11 = 1,

g22 = sin2x1

g12 = g21 = 0 kai g =

∣∣∣∣g11 g12

g21 g22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 0
0 sin2x1

∣∣∣∣ = sin2x1

Epomènwc,

g11 =
el�ssona upoorÐzousa tou g11 sthn |gij|

|gij|
=
sin2x1

sin2x1
= 1

g22 =
1

sin2x1
, g12 =

0

sin2x1
= 0, g22 = 0

T¸ra

{l
ij} =

1

2
glk

(
∂gik

∂xj
+
∂gjk

∂xi
− ∂gij

∂xk

)
(1)

Apì thn (1) paÐrnoume

{1
11} =

1

2
g1k

(
∂g1k

∂x1
+
∂g1k

∂x1
− ∂g11

∂xk

)
=

=
1

2
g11

(
∂g11

∂x1
+
∂g11

∂x1
− ∂g11

∂x1

)
=

1

2
· 1 · 0 = 0(∵

∂g11

∂x1
= 0)

{2
22} =

1

2
g2k

(
∂g2k

∂x2
+
∂g2k

∂x2
− ∂g22

∂xk

)
=

=
1

2
g22

(
∂g22

∂x2
+
∂g22

∂x2
− ∂g22

∂x2

)
=

1

2
· 1

sin2x1
· 0 = 0

{1
12} =

1

2
g1k

(
∂g1k

∂x2
+
∂g2k

∂x1
− ∂g12

∂xk

)
=
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=
1

2
g11

(
∂g11

∂x2
+
∂g21

∂x1
− ∂g12

∂x1

)
=

1

2
· 0 = 0

Epomènwc {1
21} = 0

{2
11} =

1

2
g2k

(
∂g1k

∂x1
+
∂g1k

∂x1
− ∂g11

∂xk

)
=

=
1

2
g22

(
∂g12

∂x1
+
∂g12

∂x1
− ∂g11

∂x2

)
= 0

{2
12} =

1

2
g2k

(
∂g1k

∂x2
+
∂g2k

∂x1
− ∂g12

∂xk

)
=

=
1

2
g22

(
∂g12

∂x2
+
∂g22

∂x1
− ∂g12

∂x2

)
=

1

2
g22∂g22

∂x1
=

1

2
· 1

sin2x1
2sinx1cosx1 = cotx1

'Etsi,
{2

21} = cotx1

Telik¸c,

{1
22} =

1

2
g1k

(
∂g2k

∂x2
+
∂g2k

∂x2
− ∂g22

∂xk

)
=

=
1

2
g11

(
∂g21

∂x2
+
∂g21

∂x2
− ∂g22

∂x1

)
= −1

2
·∂g22

∂x1
= −1

2
·2sinx1cosx1 = −sinx1cosx1

'Etsi apì ta 23 = 8 sÔmbola Christoffel ta mìna mh mhdenik� eÐnai ta:

{1
22} = −sinx1cosx2kai{2

12} = {2
21} = cotx1

18. An o Aij eÐnai ènac summetrikìc tanust c, deÐxate ìti ta Aij,k eÐnai
summetrik� gia ta i kai j.

'Eqoume

Aij,k =
∂Aji

∂xk
− Atj{t

ik} − Ait{t
jk} (1)

Epeid  o Aij eÐnai ènac (0,2) tanust c,eÐnai epÐshc kai o Aji (bl. lumèno
par�deigma 6, kef�laio II)

Epomènwc,

Aji,k =
∂Aij

∂xk
− Atj{t

ik} − Ajt{t
ik} (2)

(∵ Atj eÐnai ènac summetrikìc kai {i
jk} summetrik� wc proc j kai k)

Apì thn (1) kai th (2) èpetai ìti
Aij,k = Aji,k Dhlad  ta Aij,k eÐnai summetrik� sta i kai j.
19. An Aij eÐnai ènac summetrikìc tanust c tètoioc ¸ste Aij,k = Aik,j na

deiqjeÐ ìti o Aij,k eÐnai ènac summetrikìc tanust c.
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Apì to par�deigma 18. o Aij,k eÐnai summetrikìc wc proc ta i kai j. EpÐshc
apì th dosmènh sunj kh o Aij,k eÐnai summetrikìc wc proc ta j kai k. EÐnai
epomènwc arketì na deiqjeÐ ìti o Aij,k eÐnai summetrikìc wc proc ta j kai k.
Epomènwc eÐnai arketì na deiqjeÐ ìti to Aij,k eÐnai summetrikì sta i kai k
'Eqoume Aij,k = Aik,j (apì thn upìjesh)
= Aki,j (apì to par. 18)
= Akj,i (apì thn upìjesh)

Epomènwc o Akj,i eÐnai summetrikìc wc proc ta i kai k.
20. An o strobilismìc enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc eÐnai mhdèn, deÐxate

ìti to di�nusma eÐnai mÐa bajmÐda.
'Estw Bi èna sunalloÐwto di�nusma. Tìte o strobilismìc tou eÐnai Bi,j −

Bj,i. An autìc o strobilismìc eÐnai mhdèn tìte

Bi,j −Bj,i = 0

 ,
∂Bi

∂xj
−Bp{p

ij} −
(
∂Bj

∂xi
−Bp{p

ji}
)

= 0

 
∂Bi

∂xj
− ∂Bj

∂xi
−Bp{p

ij}+Bp{p
ji} = 0

 
∂Bi

∂xj
− ∂Bj

∂xi
= 0(∵ {p

ij} = {p
ji}) (1)

'Alla h (1) ep�gei ìti to Bidx
i eÐnai èna tèleio diaforikì, èstw df , ìpou

f eÐnai mÐa sun�rthsh,
Epomènwc, Bidx

i = df = ∂f
∂xidx

i

  (
Bi −

∂f

∂xi

)
dxi = 0 (2)

Epeid  to dxi eÐnai èna aujaÐreto antalloÐwto di�nusma, èpetai apì th (2)
ìti Bi − ∂f

∂xi = 0,  , Bi = ∂f
∂xi . Epomènwc, to Bi eÐnai h bajmÐda thc f , dhlad 

to Bi eÐnai mÐa bajmÐda.
21. An Aij eÐnai oi sunist¸sec oi sunist¸sec tou strobilismoÔ enìc sunal-

loÐwtou dianÔsmatoc Bi deÐxate ìti

Aij,k + Ajk,i + Aki,j = 0

'Eqoume

Aij = Bi,j −Bj,i =
∂Bi

∂xj
−Bp{p

ij} −
(
∂Bj

∂xi
−Bp{p

ji}
)
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=
∂Bi

∂xj
− ∂Bj

∂xi
(∵ {p

ij} = {p
ji})

Epomènwc,
∂Aij

∂xk
=

∂2Bi

∂xk∂xj
− ∂2Bj

∂xk∂xi
(1)

T¸ra,

Aij,k =
∂Aij

∂xk
− Apj{p

ik} − Aip{p
jk} (2)

=
∂2Bi

∂xk∂xj
− ∂2Bj

∂xk∂xi
− Apj{p

ik} − Aip{p
jk} (apì (1) (3)

Jètwntac i = j, j = k kai k = i sthn (3) paÐrnoume

Ajk,i =
∂2Bj

∂xi∂xk
− ∂2Bk

∂xi∂xj
− Apk{p

ji} − Ajp{p
ji} (4)

Sth sunèqeia jètwntac j = k, k = i kai i = j sthn (4) èqoume

Aki,j =
∂2Bk

∂xj∂xi
− ∂2Bi

∂xj∂xk
− Api{p

kj} − Akp{p
ij} (5)

Prosjètontac tic (3), (4) kai (5) paÐrnoume
Aij,k + Ajk,i + Aki,j = 0 (∵ Aij eÐnai ènac antisummetrikìc kai ∂2Bi

∂xj∂xk =
∂2Bi

∂xk∂xj )
22. An φ kai ψ eÐnai analloÐwta deÐxate ìti

div(ψφ,i) = ψgjkφ,jk + gjkφ,jψ,k

.
Epeid  to φ,i eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma, to ψφ,i eÐnai epÐshc. Dhl¸noume

autì to di�nusma me Bi. Tìte div(ψφ,i) = divBi = gjkBj,k (apì thn 3.58)
= gjk(ψ,kφ,j + ψφ,jk)(∵ Bj = ψφ,j)
= ψgjkφ,jk + gjkφ,jψ,k

23. An o Aij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c, deÐxate ìti

Aij
,k =

1
√
g

∂

∂xi
(
√
gAij)

'Eqoume

Aij
,k =

∂Aij

∂xk
+ Apj{i

kp}+ Aip{j
kp}

[apì thn 3.46]
Epomènwc

Aij
,i =

∂Aij

∂xi
+ Apj{i

ip}+ Aip{j
ip}
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=
∂Aij

∂xi
+ Apj{i

ip}

(par. 10)

=
∂Aij

∂xt
+ Apj ∂

∂xp
(log

√
g)

(apì thn (vii) thc III.6)

=
∂Aij

∂xi
+ Apj 1

√
g

∂
√
g

∂xp

=
1
√
g

[
√
g
∂Aij

∂xi
+ Apj ∂

∂xp

√
g

]
=

1
√
g

∂

∂xt
(
√
gAij)

(èqontac antikatast sei touc deÐktec p me i)
24. An ta Ai kai Bi eÐnai orjog¸nia dianÔsata, deÐxate ìti

AiA
jBi

,j = −BiA
jAi

,j

Apì th dosmènh sunj kh èqoume

gijA
iBj = 0 (1)

DiaforÐzontac thn (1) sunalloÐwta paÐrnoume
(gij),kA

iBj + gij(A
i
,kB

j + AiBj
,k) = 0

  gij(A
i
,kB

j + AiBj
,k) = 0(∵ gij,k = 0)

  gijB
jAi

,k + gijA
iBj

,k = 0

  BiAi
,k + AjB

j
,k = 0

Pollaplasi�zontac me Ak paÐrnoume
BiA

kAi
,k + AjA

kBj
,k = 0

 , AjA
kBj

,k = −BiA
kAi

,k

 , AiA
jBi

,j = −BiA
jAi

,j (Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec j kai k sthn
arister  meri� me i kai j antÐstoiqa kai ton boubì deÐkth k sthn arister 
meri� me j)

25. An Ai eÐnai èna antalloÐwto di�nusma ètsi ¸ste Ai
,k = akA

i ìpou ak

eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma, deÐxate ìti ta ak mÐa bajmÐda. 'Eqoume,

gijA
iAjak = gij(akA

i)Aj = gijA
i
,kA

j (2)

(apì th dosmènh sunj kh)
EpÐshc, (gijA

iAj),k = gij,kA
iAj + gij(A

i
,kA

j + AiAj
,k)
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= gijA
i
,kA

j + gijA
iAj

,k(∵ gij,k = 0)

= 2gijA
i
,kA

j

('Eqontac antikatast sei touc bouboÔc deÐktec j kai i sto deÔtero ìro thc
dexi�c pleur�c me i kai j antÐstoiqa)
Epomènwc,

gijA
i
,kA

j =
1

2
(gijA

iAj),k (2)

Apì tic (1) kai (2) èqoume gijA
iAjak = 1

2
(gijA

iAj),k

 , φak = 1
2
φ,k ìpou φ = gijA

iAj =èna analloÐwto
= 1

2
∂φ
∂xk

Epomènwc, ak = 1
2φ

∂φ
∂xk = ∂

∂xk logφ
1
2

'Etsi to ak eÐnai h klÐsh tou analloÐwtou logφ
1
2

dhlad  to ak eÐnai èna bajmwtì.
26. An Aijk eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c, deÐxate ìti

1
√
g

∂

∂xk
(
√
gAijk)

eÐnai ènac tanust c.
'Eqoume

Aijk
,l =

∂Aijk

∂xl
+ Apjk{i

pl}+ Aipk{j
pl}+ Aijp{k

pl}

Epomènwc,

Aijl
,l =

∂Aijl

∂xl
+ Apjl{i

pl}+ Aipl{j
pl}+ Aijp{l

pl}

=
∂Aijl

∂xl
+ Aijp{l

pl}(∵ Aipl{j
pl} = 0bl. par.9 ask 3)

=
∂Aijl

∂xl
+ Aijp ∂

∂xp
(log

√
g)

(apì (vii) thc III.6)

=
∂Aijl

∂xl
+

1
√
g
Aijp ∂

∂xp

√
g

=
1
√
g

∂

∂xp
(Aijp√g) =

1
√
g

∂

∂xk
(Aijk√g) (1)

(èqontac antikatast sei to boubì deÐkth p me k )
Epeid  h arister  meri� thc (1) eÐnai ènac tanust c, h dexi� meri� thc (1) ja
eÐnai epÐshc.
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27. ApodeÐxte ìti se ènan V3

curl(φA) = φcurlA− A× gradφ
ìpou φ eÐnai èna analloÐwto. 'Eqoume curlA = εijkAk,j (apì (3.89) )

T¸ra φA = φAk = Bk èstw.
Tìte

Bk,j = φ,jAk + φAk,j (1)

Epomènwc curl(φA) = curlB = εijkBk,j = εijkφ,jAk + φεijkAk,j

(apì thn(1) ).
= φεijkAk,j − εikjφ,jAk(∵ εijk = −εikj)
= φcurlA− A× gradφ(∵ A×B = εijkAjBkapì thn (3.91))

28. An Ai
j = Ri

j − 1
2
δi
jR, ìpou g

tiRtj = Ri
j

kai gijRij = R,
deÐxate ìti Ai

j,k = 0
SunalloÐwth parag¸gish thc dosmènhc sqèshc dÐnei

Ai
j,k = Ri

j,k − 1
2
δi
jR,k(∵ δi

j,k = 0)

Epomènwc, Ai
j,i = Ri

j,i − 1
2
δi
jR,i

= Ri
j,i −

1

2
R,j(apì ask.30)

=
1

2
R,j −

1

2
R,j = 0

ShmeÐwsh O tanust c Ai
j kaleÐtai tanust c Einstein

29. An se ènan Vn(n > 2), Rij − 1
2
gijR = 0

na deiqjeÐ ìti Rij = 0
Pollaplasi�zontac th dosmènh sqèsh me gij paÐrnoume

gijRij −
1

2
gijgijR = 0

 

R− 1

2
nR = 0

. Epomènwc R = 0 ∵ n > 2
Jètontac R = 0 sth dosmènh sqèsh paÐrnoume

Rij = 0
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30. DeÐxate ìti gia ènan V2

R11

g11

=
R22

g22

=
R12

g12

= −R1212

g

(gia Rijkl dec shmeÐwsh III.16) ) èqoume Rij = ghkRihkj

Sthn paroÔsa perÐptwsh enìc V2

Rij = g11Ri11j + g12Ri12j + g21Ri21j + g22Ri22j

Epomènwc
R11 = g11R1111 + g12R1121 + g21R1211 + g22R1221

= g22R1221 = −g22R1212 = −g11

g
R1212

'Etsi
R11

g11

= −R1212

g
(1)

DeÔteron,

R22 = g11R2112 + g12R2121 + g21R2212 + g22R2122

= g11R2112 = −g11R1212 = −g22

g
R1212

'Etsi
R12

g12

= −R1212

g

Apì tic (1),(2) kai (3) paÐrnoume

R11

g11

=
R22

g22

=
R12

g12

= −R1212

g

ShmeÐwsh. Autì to apotèlesma dhl¸netai merikèc forèc wc ex c: Se dÔo
disdi�statouc q¸rouc Riemann oi sunist¸sec tou tanust  Ricci eÐnai an�lo-
gec stic sunist¸sec tou metrikoÔ tanust . (C.U.1987)

31. DeÐxate ìti se ènan V2

Rijkl = −R
2

(gikgjl − gilgjk)

(gia ton Rijkl dec th shmeÐwsh thc III.16)
Se ènan V2, ta mìna mh mhdenik� Rijkl eÐnai ta R1212,R2121,R1221,R2112,

ta upìloipa ìpwc ta R1111, R2222, R1112, R2221, R1121 klp eÐnai mhdèn. Stic
teleutaÐec peript¸seic o tÔpoc

Rijkl = −R
2

(gikgjl − gilgjk)
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paramènei profan¸c gia k�je pleur� mhdèn. 'Etsi èqoume na deÐxoume ìti

R1212 = −R
2

(g11g22 − g12g21) (1)

R2121 = −R
2

(g22g11 − g21g12) (2)

R1221 = −R
2

(g12g21 − g11g22) (3)

kai

R2112 = −R
2

(g21g12 − g22g11) (4)

EÐnai eÔkolo na doÔme ìti an h (1) isqÔei, tìte kai k�je mÐa apì tic
(2),(3),(4) isqÔei epÐshc. 'Etsi eÐnai arketì na deÐxoume ìti h (1) isqÔei.

T¸ra

R = gijRij = g11R11 + g22R22 + g12R12 + g21R21

= −g11R1212

g
g11 − g22R1212

g
g22 + g12R1212

g
g12 − g21R1212

g
g21 =

= −R1212

g

(
g11g11 + g22g22 + g12g12 + g21g21

)
=

= −R1212

g
2 (∵ gijgij = 2)

'Etsi R
2

= −R1212

g
  R1212 = −R

2
g = −R

2
(g11g22 − g12g21)(

∵ g =

∣∣∣∣g11 g12

g21 g22

∣∣∣∣)
32. An h sumfu c par�gwgoc enìc mh mhdenikoÔ dianÔsmatoc Ai eÐnai mhdèn

se ìla ta shmeÐa mÐac kampÔlhc, deÐxate ìti to mègejoc enìc dianÔsmatoc eÐnai
stajerì kat� m koc thc kampÔlhc.

Apì th dosmènh sunj kh èqoume

δAi

δt
= 0 (1)

T¸ra,
δ

δt
(gijA

iAj) =

(
δ

δt
gij

)
AiAj + gij

δ

δt
(AiAj) =
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= gij

[(
δAi

δt

)
Aj +

(
δAj

δt

)
Ai

]
= 0(apì thn (1) ) (∵

δgij

δt
= 0) (2)

Apì thn (2) èpetai ìti to gijA
iAj eÐnai stajerì kat� m koc thc kampÔlhc.

Me �lla lìgia to mègejoc tou dianÔsmatoc Ai eÐnai stajerì kat� m koc thc
kampÔlhc. (∵ to tetr�gwno tou m kouc enìc dianÔsmatoc eÐnai gijA

iAj)
33. DeÐxate ìti

d

dt
(gijA

iBj) = gij
δAi

δt
Bj + gijA

i δB
j

δt

d

dt
(gijA

iBj) =
δ

δt
(gijA

iBj) =

=
δ

δt
(gij)(A

iBj) + gij
δ

δt
(AiBj)

= 0 · (AiBj) + gij

[
δ

δt
Ai(Bj) + Ai δ

δt
Bj

]
(∵ δ

δt
gij = 0)

= gij
δAi

δt
Bj + Ai δ

δt
Bj

34. An A eÐnai to mègejoc tou Ai, deÐxate ìti Ai
,j = Ai,j

Ai

A
'Eqoume

A2 = gikA
iAk Epomènwc

2AA,j = (gik),jA
iAk + gki(A

iAk),j =

= gik[A
i
,jA

k + AiAk
,j]

(∵ gik,j = 0)
= gikA

i
,jA

k + gkiA
k
,jA

i

= 2gkiA
k
,jA

i = 2(gkiA
k),jA

i =

= 2Ai,jA
i

'Ara AA,j = Ai,jA
i

Epomènwc A,j = Ai,j
Ai

A

35. ApodeÐxate ìti se èna q¸ro Riemann (Rh
ijk) = Rij,k − Rik,j ( C.U

1989)
MporoÔme na gr�youme thn tautìthta tou Bianchi wc akoloÔjwc:

Rh
ijk,m +Rh

imk,j +Rh
imj,k = 0
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K�nontac sustol  sta h kai m sthn (1) paÐrnoume

Rh
ijk,h +Rh

ikh,j +Rh
ihj,k = 0

 ,
Rh

ijk,h = −Rh
ihj,k −Rh

ikh,j

= Rh
ijh,k −Rik,j

[∵ Rh
ikh = Rik]

= Rij,k +Rik,j =

= Rij,k −Rik,j

Me �lla lìgia, div(Rh
ijk) = Rij,k −Rik,j

36. An gikRkj = Ri
j kai g

ijRij = R deÐxate ìti Ri
j,i = 1

2
∂R
∂xj

H sunalloÐwth parag¸gish thc sqèshc gikRkj = Ri
j dÐnei

Ri
j,l = gikRkj,l(∵ gik

,l = 0)

Epomènwc Ri
j,i = gikRkj,i = gikRt

kjt,i(∵ Rt
kjt = Rkj)

= gik(gptRpkjt,i),i(∵ gptRpkjt = Rt
kjt)

= gikgptRpkjt,i (1)
(∵ gpt

,i = 0)
H tautìthta tou Bianchi (dec thn 3.78) mporeÐ na grafeÐ wc

Rpkjt,i +Rpkti,j +Rpkij,t = 0 (2)

Qrhsimopoi¸ntac th (2) mporoÔme na gr�youme thn (1) wc

Ri
j,i = −gikgpt(Rpkti,j +Rpkij,t)

= −gpt(gikRpkti,j + gikRpkij,t)

= −gpt(−gikRkpti,j + gikRpkij,t)

(∵ Rkpti = −Rpkti kai Rkpji = Rpkij)

= −gpt(−Ri
pti,j +Ri

pji,t) = (gptRpt),j − gptRpj,t

R,j −Rt
j,t = R,j −Ri

j,t

(Antikajist¸ntac touc deÐktec t kai i)
Epomènwc

2Ri
j,i = R,j
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Ri
j,i =

1

2

∂R

∂xi
.

37. DeÐxate ìti (Rh
i − 1

2
δh
i R),h = 0 'Eqoume

(Rh
i −

1

2
δh
i R),h = Rh

i,h −
1

2
δh
i R,h =

1

2

∂

∂xi
R− 1

2
R,i [apì thn (36) ]

=
1

2

∂

∂xi
R− 1

2

∂

∂xi
R = 0

38. An Rij,k = 2λkRij + λiRkj + λjRik, ìpou λi eÐnai èna sunalloÐwto
di�nusma, deÐxate ìti λiRik = 0, ìpou gikλk = λi

Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc dosmènhc sqèshc me gij kai prosjè-
tontac gia i kai j paÐrnoume

gijRij,k = 2λkg
ijRij + gijλiRkj + gijλjRik

 
R,k = 2λkR + λjRkj + λiRik

= 2λkR + λiRik (1)

(∵ λiRkj = λjRjk = λiRik)

EpÐshc,

Rij,k −Rik,j = 2λkRij + λiRkj + λjRik − 2λjRik − λiRjk − λkRij =

λkRij − λjRik (2)

Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc (2) me gij kai prosjètontac gia i
kai j paÐrnoume

gijRij,k − gijRik,j = λkg
ijRij − gijλjRik

 
R,k −Rj

k,j = λkR− λiRik

 

R,k −
1

2
R,k = λkR− λiRik (apì par.30)
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1

2
R,k = λkR− λiRik

 
R,k = 2λkR− 2λiRik (3)

Apì tic (1) kai (3) paÐrnoume

2λiRik = −2λiRik

 
4λiRik = 0

Epomènwc,
λiRik = 0

ASKHSEIS 3

1. An Ui = 1√
gpqUpUq

Vi ìpou Vi eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma, deÐxate

ìti to Ui eÐnai èna monadiaÐo di�nusma.
2.An φ eÐnai èna analloÐwto, deÐxate ìti ∂φ

∂xl (ghjgik−ghigjk)g
hl = ∂φ

∂xj gik− ∂φ
∂xi gjk

3. An U i = Ai + Bi, ìpou Ai kai Bi eÐnai dÔo orjog¸nia dianÔsmata,
deÐxate ìti to tetr�gwno tou m kouc tou dianÔsmatoc U i eÐnai 2.

4. An Ai kai Bi eÐnai orjog¸nia dianÔsmata Ðdiou m kouc l, deÐxate ìti

(ghjgki − ghkgji)A
hBjAkBi = −l4

5. Jewr¸ntac èna n− di�stato EukleÐdeio q¸ro En me orjog¸niec Karte-
sianèc suntetagmènec san mÐa eidik  perÐptwsh enìc Vn, deÐxate ìti se ènan
En den up�rqei di�krish metaxÔ sunalloÐwtou kai antalloÐwtou dianÔsmatoc.

6. DeÐxate ìti se ènan V4 me grammikì stoiqeÐo

ds2 = −(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 + c(dx4)2

k�je èna apì ta akìlouja dianÔsmata eÐnai èna monadiaÐo di�nusma:

(i)

(
1, 1, 0,

√
3

c

)
kai (ii)

(
√

2, 0, 0,

√
3

c

)
7. DeÐxate ìti

∂logg

∂xk
= gij ∂gij

∂xk
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ìpou g = |gij|

8. An {i
jk} = 0 se èna sÔsthma suntetagmènwn, prosdiorÐste pìte eÐnai

mhdèn se ìla ta sust mata suntetagmènwn.
9.An Aijk eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c, deÐxate ìti

Aijk{l
ij} = Aijk{l

jk} = Aijk{l
ik} = 0

10. ProsdiorÐste poia apì ta {i
ij} eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou

dianÔsmatoc.
11. An Γi

jk = {i
jk}+ δi

jAk + δi
kAj, ìpou Ai eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma

kai T ij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c, deÐxate ìti T jkΓi
jk = 0.

12. An T jk = δi
j

∂φ
∂xk − δi

k
∂φ
∂xj , apodeÐxate ìti gjkT i

jk = 0, ìpou φ eÐnai èna
analloÐwto.

13. An Γi
jk = {i

jk} + 2δi
jBk, ìpou Bi eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma,

deÐxate ìti

gpjΓ
p
ik + gipΓ

p
jk − 4gijBk =

∂gij

∂xk

14. An Ai eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma, prosdiorÐste pìte ta {i
jk} +

δi
jAk + δi

kAj eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust .
15. BreÐte ta sÔmbola Christoffel deutèrac t�xewc gia ton V2 gia èna

grammikì stoiqeÐo

ds2 = a2(dx1)2 + a2sin2x1(dx2)2,

ìpou a eÐnai mÐa stajer�.

16(i). DeÐxate ìti mìno ta mh-mhdenik� sÔmbola Christoffel tou pr¸tou
eÐdouc gia ènan V3 me èna grammikì stoiqeÐo ds2 = (dx1)2+(x1)2(dx2)2+(dx3)2

eÐnai [22, 1] = −x1, [12, 2] = [21, 2] = x1.
(ii) UpologÐste ta sÔmbola Christoffel [ij, k] kai {i

jk} pou sqetÐzontai me
th metrik  ds2 = (dx1)2 + (x1)2(dx2)2 + (x1sinx2)2(dx3)2 (C.U.1984)

(iii) DeÐxate ìti an se ènan V3, gij = 0 ìtan i 6= j tìte {l
ij} = 0

(iv) An gij = 0, ìpou i 6= j, deÐxate ìti {l
ij} = 0 ìpote ta l, i, j eÐnai

diaforetik�.

17. An o aij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c deÐxate ìti ta aij,k eÐnai
antisummetrik� gia touc deÐktec i kai j.
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18. An o aij eÐnai o strobilismìc enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc, apodeÐxte
ìtiaij,kA

iAj = 0 gia èna aujaÐreto di�nusma Ai

19. An aij eÐnai o strobilismìc enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc, deÐxate
ìti

∂aij

∂xk
+
∂ajk

∂xi
+
∂aki

∂xj
= 0

20. An Aij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c ètsi ¸ste Aij,k = Aik,j,
deÐxate ìti Aij,k = 0.

21. An o aij eÐnai ènac summetrikìc mh idi�zwn |aij| 6= 0 tanust c tou
tÔpou (0,2), ètsi ¸ste aij,k = 0, deÐxate ìti

{l
ij} =

1

2
alk

(
∂aij

∂xk
+
∂ajk

∂xi
− ∂aij

∂xk

)
22. An ∂gij

∂xk = 0 se èna dosmèno shmeÐo, deÐxate ìti oi sunist¸sec twn
sunalloÐwtwn parag¸gwn sto shmeÐo eÐnai oi Ðdiec ìpwc oi merikèc par�gwgoi.

23. An Aij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c, deÐxate ìti o

1
√
g

∂

∂xj
(Aij√g)

eÐnai ènac tanust c
24. DeÐxate ìti Aij

,j = 1√
g

∂
∂xj (A

ij√g) + Ajk{i
jk}, ìpou Aij ènac tanust c

tou tÔpou (2,0). (KalkoÔta 1988)
25.An Bi eÐnai èna mh mhdenikì di�nusma kai Tij eÐnai ènac summetrikìc

tanust c, tètoioc ¸ste BkTij = BjTik, deÐxate ìti Tij = ρBiBj, ìpou ρ eÐnai
èna mh mhdenikì bajmwtì.

26. DeÐxate ìti oi metasqhmatismoÐ twn sumbìlwn Christoffel sqhmatÐ-
zoun mÐa om�da.

27. An Aij eÐnai ènac summetrikìc tanust c, apodeÐxte ìti

Aj
i,j =

1
√
g

∂

∂xj
(Aj

i

√
g)− 1

2
Ajk ∂

∂xi
gjk

ìpou Aj
i = Ajkgik.

28. DeÐxate ìti se ènan Vn h èkfrash
√
|gij|dx1dx2...dxn eÐnai èna anal-

loÐwto.
29. ApodeÐxate ìti se ènan V2 me grammikì stoiqeÐo ds2 = (dx1)2 +

(x1)2(dx2)2, h apìklish tou sunalloÐwtou dianÔsmatoc me sunist¸sec x1cos2x2,−(x1)2sin2x2

eÐnai mhdèn.
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30. Ta (x, y) eÐnai ta orjog¸nia sust mata suntetagmènwn se èna epÐpedo
kai (x̄, ȳ) eÐnai suntetagmènec pou prosdiorÐzontai apì tic sqèseic x = 1

2
(x̄2 +

ȳ2), y = x̄ȳ. An ta A1, A2 eÐnai oi suntetagmènec enìc sunalloÐwtou dianÔs-
matoc stic (x̄, ȳ) suntetagmènec pou orÐzontai apì ta A1 = A2 = (x̄2 − ȳ2)2,
deÐxate ìti h apìklis  tou eÐnai 2(x̄−ȳ)2

x̄+ȳ
.

31. An A11 = A22 = 0, A12 = A21 = x2+y2

xy
eÐnai oi sunist¸sec enìc

summetrikoÔ tanust  se orjog¸niec Kartesianèc suntetagmènec kai x, y kai
A11, A22, A12, A21 eÐnai oi antalloÐwtec sunist¸sec polik¸n suntetagmènwn
r, θ, deÐxate ìti A11 + r2A22 = 0.

32. An oi sunist¸sec A1, A2, A3 enìc dianÔsmatoc se kulindrikèc sunte-
tagmènec ρ, φ, z, eÐnai ρ, zsinφ, eφcosz ,deÐxate ìti divAi = 2+ z

ρ2 cosφ−eφsinz.

33. An oi antalloÐwtec sunist¸sec Ai enìc dianÔsmatoc se sfairikèc
suntetagmènec ρ, φ, θ eÐnai r, 2cosφ,−θ breÐte to curlAi.

34. ApodeÐxate ìti se ènan V3 ta εijk kai εijk eÐnai susqetismènoi tanustèc.

35. An se ènan V3 C
i = εipqApq, ìpou Apq eÐnai ènac antisummetrikìc

tanust c, deÐxate ìti 2Aij = εijtC
t.

36. An Aij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c se ènan V3, deÐxate ìti
(
√
gA23,

√
gA31,

√
gA12) eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc.

DeÐxate akìma ìti an Aij eÐnai ènac antisummetrikìc tanust c ston V3, tìte(
1√
g
A23,

1√
g
A31,

1√
g
A12

)
eÐnai oi sunist¸sec enìc antalloÐwtou dianÔsmatoc.

37. An gitR
t
jkl = Rijkl apodeÐxate ìti Rijkl = −Rjikl, Rijkl = −Rijlk

kai Rijkl +Riklj +Riljk = 0.
38. ApodeÐxate ìti h sqèsh Rijkl = Rklij èpetai apì tic sqèseic
Rijkl = −Rjikl, Rijkl = −Rijlk

kai Rijkl +Riklj +Riljk = 0.
39. DeÐxate ìti ìti an se ènan Vn (n > 2)

Rhijk = ghkTij + gijThk − ghjTik − gikThj

tìte

Tij = Tji

40. An se ènan Vn, RijR
ij = R2

n
, ìpou



130 TANUSTIKOS LOGISMOS

Rij = gipgjqRpq kai R = gijRij apodeÐxte ìti Rij = R
n
gij

41. An se ènan V2 ìpou g11 = g22 = h > 0 kai g12 = g21 = 0, me thn h
na eÐnai mÐa sun�rthsh twn x1 kai x2, deÐxate ìti Rij = R

2
gij, ìpou Rij eÐnai o

tanust c tou Ricci kai R eÐnai h bajmwt  kampulìthta. (C.U.1986)

42. An Ah eÐnai èna antalloÐwto di�nusma, deÐxate ìti

Ah
,jk − Ah

,kj = AiRh
ijk

( C.U. 1989)
43. An Ai eÐnai èna sunalloÐwto di�nusma ètsi ¸ste
Ai,j + Aj,i = 0, deÐxate ìti Ai,jk = −ArR

r
kij

44. DeÐxate ìti ènac V2 me grammikì stoiqeÐo

ds2 = 2fdx1dx2 f = f(x1, x2)

eÐnai epÐpedoc an

f
∂2f

∂x̄l∂x̄2
=

∂f

∂x1

∂f

∂x2

45. An Ai
j = Ri

j + δi
j(aR + b), ìpou a kai b eÐnai stajerèc, prosdiorÐste

thn tim  tou a gia to opoÐo Ai
j,i = 0

46.DeÐxate ìti d
dt

(gijA
iAj) = 2gijA

i δAj

δt

47. An Ai eÐnai èna dianusmatikì pedÐo kat� m koc mÐac kampÔlhc ètsi
¸ste δAj

δt
= 0, deÐxate ìti δAj

δt
eÐnai epÐshc mhdèn.

48.DeÐxate ìti

δ

δt

(
dxi

dt

)
=
d2xi

dt2
+ {i

jk}
dxj

dt

dxk

dt

49. An Ai kai Bi eÐnai dÔo mh mhdenik� dianusmatik� pedÐa prosdiorismèna
kat� m koc miac kampÔlhc ètsi ¸ste oi sumfueÐc par�gwgoi kat� m koc thc
kampÔlhc eÐnai mhdèn, deÐxate ìti h gwnÐa metaxÔ twn dianusm�twn se k�je
shmeÐo thc kampÔlhc eÐnai stajer .

50. An Rij,k + Rjk,i + Rki,j = 0, apodeÐxte ìti h bajmwt  kampulìthta R
eÐnai stajer .

51. ApodeÐxte ìti se ènan Vn isqÔei h parak�tw tautìthta:

Ri
jkl,m +Ri

ljm,k +Ri
mlk,j +Ri

kmj,l = 0
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52. ApodeÐxte qrhsimopoi¸ntac to nìmo phlÐkou all� ìqi to l mma III.10,
ìti an Ai

jk eÐnai ènac tanust c, tìte

∂Ai
jk

∂xl
+ Ap

jk{
i
lp} − Ai

pk{
p
jl} − Ai

jp{
p
kl}

eÐnai oi sunist¸sec enìc tanust  tou tÔpou (1,3).
53. An Rij,k = 2λkRij + λiRkj + λjRik, ìpou λi eÐnai èna sunalloÐwto

di�nusma, deÐxate ìti
λk = ∂

∂xk log
√
R

APANTHSEIS

8. Den eÐnai mhdèn se ìla ta sust mata suntetagmènwn, epeid  h exÐswsh
{i

jk} = 0 den eÐnai mÐa tanustik  exÐswsh.

10. {i
ij} den eÐnai oi sunist¸sec enìc sunalloÐwtou dianÔsmatoc.

14. 'Oqi oi sunist¸sec enìc tanust .
15. {1

11} = 0, {2
22} = 0,{1

12} = {1
21} = 0, {2

11} = 0,
{1

22} = −sinx1cosx1, {2
12} = {2

21} = cotx1.
16(ii) [21, 2] = [12, 2] = x1, [31, 3] = [13, 3] = x1(sinx2)2

[32, 3] = [23, 3] = (x1)3sinx2cosx2

{2
21} = {2

12} = 1
x1 ,{3

31} = {3
13} = 1

x1 , {3
32} = {3

23} = cotx2.

33.(−θcotφ, 2
r
θ, 4

r
cotφ)

45.a = −1
2
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KEFALAIO IV

TANUSTIKOS LOGISMOS SE TRISDIASTATO

EUKLEIDEIO QWRO

IV.0 Trisdi�statoc EukleÐdeioc q¸roc kai sun jhc dianusmatikìc
logismìc.

Me trisdi�stato EukleÐdio q¸ro ja ennooÔme èna eidikì tÔpo tou V3 ston
opoÐo to grammikì stoiqeÐo dÐnetai apì

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 (4.1)

ìpou x1, x2, x3 eÐnai orjog¸niec Kartesianèc suntetagmènec.1 'Enac tè-
toioc q¸roc mporeÐ na dhlwjeÐ me E3.
Epomènwc, o sun jhc dianusmatikìc logismìc mporeÐ na ektimhjeÐ san ènac
tanustikìc logismìc tanust¸n t�xewc 1 tou E3.

Se autì to kef�laio meletoÔme merik� apotelèsmata tou tanustikoÔ lo-
gismoÔ tanust¸n t�xewc èna tou V3 kai par�goume ta antÐstoiqa apotelèsma-
ta tou sun jh dianusmatikoÔ logismoÔ apì aut�. Autì gÐnetai gia na deÐxoume
thn isqÔ tou tanustikoÔ logismoÔ.

IV.1 Merik� qr sima apotelèsmata

Se aut  thn par�grafo jètoume merik� apotelèsmata ta opoÐa ja qreia-
stoÔme sthn epìmenh par�grafo.

Ston E3 oi sunist¸sec twn jemeliwd¸n tanust¸n gij kai gij eÐnai oi
akìloujec:

g11 = 1,g22 = 1,g33 = 1 g12 = g21 = g13 = g31 = g23 = g32 = 0,
g11 = 1,g22 = 1,g33 = 1 g12 = g21 = g13 = g31 = g23 = g32 = 0

Epomènwc ston E3 isqÔoun ta akìlouja apotelèsmata:
(1) Ta sÔmbola Christoffel eÐnai ìla mhdèn.

(2) |gij| = 1

1An x1, x2, x3 eÐnai kulindrikèc   sfairikèc suntetagmènec, tìte to grammikì stoiqeÐo
dÐnetai apì to ds2 = (dx1)2 + (x1)2(dx2)2 + (dx3)2

  ds2 = (dx1)2 + (x1)2(dx2)2 + (x1)2(sinx2)2(dx3)2. Dec th shmeÐwsh thc V.2 kai th
shmeÐwsh thc V.4
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(3) Den up�rqei di�krish metaxÔ sunalloÐwtwn kai antalloÐwtwn dianu-
sm�twn.
(4) Oi sunalloÐwtec par�gwgoi eÐnai Ðsec me tic merikèc parag¸gouc.
kai (5) Oi sumfueÐc par�gwgoi eÐnai Ðsec me tic sun jeic parag¸gouc.

ShmeÐwsh. Shmei¸netai ìti apì thn (3) faÐnetai ìti mìno èna eÐdoc di-
anÔsmatoc qrei�zetai melèth. Gia eukolÐa, èna di�nusma tou E3 ja èprepe
na lhfjeÐ p�nta se sunalloÐwth morf  Ai. Merikèc forèc qrhsimopoioÔme
kefalaÐa gr�mmata A, B, C klp. tou latinikoÔ alfab tou gia na dhl¸soume
dianÔsmata me sunist¸sec Ai, Bi, Ci klp.

IV.2 Merik� apotelèsmata tou sun jh dianusmatikoÔ logismoÔ
par�gontai apì ta antÐstoiqa apotelèsmata tou tanustikoÔ logi-
smoÔ se ènan V3.

(i) Bajmwtì ginìmeno dÔo dianusm�twn:
An se ènan V3, to bajmwtì ginìmeno dÔo dianusm�twn Ai kai Bi eÐnai

gijAiBj.

Ston E3, gijAiBj = g11A1B1+g22A2B2+g33A3B3 = A1B1+A2B2+A3B3

'Etsi an ston E3 to A · B dhl¸nei to bajmwtì ginìmeno dÔo dianusm�twn A
kai B me sunist¸sec Ai kai Bi antÐstoiqa, tìte

A ·B = A1B1 + A2B2 + A3B3 (4.2)

(ii) Dianusmatikì ginìmeno (exwterikì ginìmeno) dÔo dianu-
sm�twn:

Se ènan V3, oi sunist¸sec tou dianusmatikoÔ ginomènou dÔo dianusm�twn
Ai kai Bi eÐnai

1
√

g
(A2B3 − A3B2),

1
√

g
(A3B1 − A1B3),

1
√

g
(A1B2 − A2B1)

(dec 3.92)
Ston E3 oi parap�nw sunist¸sec paÐrnoun th morf 

(A2B3 − A3B2), (A3B1 − A1B3), (A1B2 − A2B1)(∵ g = 1).

'Etsi an ston E3, A × B dhl¸nei to di�nusmatikì ginìmeno dÔo dianu-
sm�twn A kai B me sunist¸sec Ai kai Bi tìte A×B = (A2B3−A3B2, A3B1−
A1B3, A1B2 − A2B1 (4.3)
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(iii) BajmÐda enìc bajmwtoÔ

Se ènan V3 h klÐsh enìc bajmwtoÔ, φ = φ,j

Se ènan E3 to parap�nw apotèlesma paÐrnei th morf  ∂φ
∂xj

'Etsi ston E3

Gradφ =
∂φ

∂xj

dhlad 

Gradφ =

(
∂φ

∂x1
,

∂φ

∂x2
,

∂φ

∂x3

)
(4.4)

(iv) Apìklish enìc dianÔsmatoc:

Se ènan V3, h apìklish enìc dianÔsmatoc Ai = gjkAj,k (dec 3.58)

Se ènan E3,
gjkAj,k = g11A1,1 + g22A2,2 + g33A3,3

= A1,1 + A2,2 + A3,3

=
∂A1

∂x1
+

∂A2

∂x2
+

∂A3

∂x3

Epomènwc ston E3

divAi =
∂A1

∂x1
+

∂A2

∂x2
+

∂A3

∂x3
(4.5)

(v) Strobilismìc enìc dianÔsmatoc:
An se èna V3, oi sunist¸sec tou strobilismoÔ enìc dianÔsmatoc Ai eÐnai

1
√

g

(
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3

)
,

1
√

g

(
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

)
,

1
√

g

(
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
(des3.90)

Ston E3, autèc oi sunist¸sec paÐrnoun th morf 

∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
,
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1
,
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
(∵ g = 1)

Epomènwc ston E3,

CurlAi =

(
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
,
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1
,
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
(4.6)

(vi) H Laplasian  enìc analloÐwtou:
Se èna V3, h Laplasian  enìc analloÐwtou φ dÐnetai apì
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∇2φ =
1
√

g

∂

∂xk

(
√

ggkj ∂φ

∂xj

)
(des3.60)

Ston E3,
1√
g

∂
∂xk

(√
ggkj ∂φ

∂xj

)
=

∂

∂xk

(
gkj ∂φ

∂xj

)
(∵ g = 1)

=
∂

∂x1

(
g11 ∂φ

∂x1
+ g12 ∂φ

∂x2
+ g13 ∂φ

∂x3

)
+

∂

∂x2

(
g21 ∂φ

∂x1
+ g22 ∂φ

∂x2
+ g23 ∂φ

∂x3

)
+

∂

∂x3

(
g31 ∂φ

∂x1
+ g32 ∂φ

∂x2
+ g33 ∂φ

∂x3

)
=

∂2φ

(∂x1)2
+

∂2φ

(∂x2)2
+

∂2φ

(∂x3)2
(∵ g12 = g13 = g23 = 0)

Apì ed¸ ston E3

∇2φ =
∂2φ

(∂x1)2
+

∂2φ

(∂x2)2
+

∂2φ

(∂x3)2
(4.7)

LUMENA PARADEIGMATA

1. Na deÐxete ìti ston E3

(i)div(A + B) = divA + divB
(ii)curl(A + B) = curlA + curlB.
PerÐptwsh (i): 'Estw Ai kai Bi dÔo dianÔsmata enìc V3

kai Ai + Bi = Ci (1)
Tìte div(Ai + Bi) = div(Ci) = gjkCj,k (apì thn 3.58)
= gjk(Aj,k + Bj,k)
= gjkAj,k + gjkBj,k

= divAi + divBi

'Estw ìti ston E3 ta A kai B na eÐnai dianÔsmata me sunist¸sec Ai kai
Bi. Tìte ston E3, h parap�nw sqèsh mporeÐ na grafeÐ wc

div(A + B) = divA + divB
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PerÐptwsh (ii):

Se ènan V3

curl(Ai + Bi) = curlCi

= εiklCl,k

= εikl(Al,k + Bl,k)

= εiklAl,k + εiklBl,k

= curlAi + curlBi

Ston E3 h parap�nw sqèsh mporeÐ na grafeÐ wc
curl(A + B) = curlA + curlB

2. Na deÐxete ìti ston E3

div(A×B) = BcurlA− AcurlB

Ston E3, A×B = (A2B3 −A3B2, A3B1 −A1B3, A1B2 −A2B1) (apì thn
4.3)

Epomènwc, div(A × B) = ∂
∂x1 (A2B3 − A3B2) + ∂

∂x2 (A3B1 − A1B3) +
∂

∂x3 (A1B2 − A2B1)(apì thn 4.5)

=
∂A2

∂x1
B3 +

∂B3

∂x1
A2 −

∂A3

∂x1
B2 −

∂B2

∂x1
A3

+
∂A3

∂x2
B1 +

∂B1

∂x2
A3 −

∂A1

∂x2
B3 −

∂B3

∂x2
A1

+
∂A1

∂x3
B1 +

∂B2

∂x3
A3 −

∂A2

∂x3
B3 −

∂B1

∂x3
A1

= B1

(
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3

)
+ B2

(
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

)
+ B3

(
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
−A1

(
∂B3

∂x2
− ∂B2

∂x3

)
+ A2

(
∂B1

∂x3
− ∂B3

∂x1

)
+ A3

(
∂B2

∂x1
− ∂B1

∂x2

)
= BcurlA− AcurlB

( apì (4.2) kai (4.6) )
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ASKHSEIS 4

1. An ston E3, A = (x1, x2, x3) na deÐxete ìti
divA = 3, curlA = 0
kai

grad 1
|A| =

(
− x1

|A|3 ,−
x2

|A|3 ,−
x3

|A|3

)
2. ApodeÐxte ìti ston E3 div(curlA) = 0
3. Na deÐxete ìti ston E3

curl(curlA) = graddivA−∇2A

4. Ston E3, apodeÐxte ta akìlouja
(i)grad(A ·B) = B · ∇A + A · ∇B + A× curlB + B × curlA

(ii)curl(A×B) = B · ∇A− A · ∇B + AdivB −BdivA

ìpou A · ∇B = Aj
∂Bi

∂xj

5. An ston E3, A = (x1, x2, x3)kai B = (a1, a2, a3), ìpou a1, a2, a3 eÐnai
stajerèc, deÐxate ìti, curl(B × A) = 2B
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KEFALAIO V

KULINDRIKA KAI SFAIRIKA SUSTHMATA

SUNTETAGM'ENWN STON EUKLEIDEIO QWRO

E3 KAI SUNHJHS DIANUSMATIKH ANALUSH

SE AUTO TO QWRO ANAFEROMENO SE AUTA

TA SUSTHMATA

V.0 Sthn epÐpedh analutik  gewmetrÐa dÔo sust mata qrhsimopoioÔntai
genik�, pou onom�zontai orjog¸nia Kartesian� kai polik�. Up�rqoun peri-
pt¸seic sthn epÐpedh analutik  gewmetrÐa gia ta opoÐa èna apì aut� ta sust -
mata eÐnai perissìtero kat�llhlo apì to �llo. Mia parìmoia kat�stash
epikrateÐ sth stere� analutik  gewmetrÐa. Ektìc apì to orjog¸nio Karte-
sianì sÔsthma ston EukleÐdeio q¸ro, dÔo �lla sust mata suntetagmènwn
eÐnai kat�llhla gia qr sh se perÐptwsh ìpou up�rqei ènac �xonac summetrÐac
  èna kèntro summetrÐac. Aut� ta sust mata kaloÔntai kulindrik� polik� kai
sfairik� polik� sust mata suntetagmènwn   apl¸c kulindrik� kai sfairik�
sust mata suntetagmènwn. Se autì to kef�laio ja eisaqjoÔn aut� ta dÔo
sust mata kai ja melethjeÐ h sun jhc dianusmatik  an�lush pou anafèretai
se aut� ta sust mata.

V.1 Kulindrik� sust mata suntetagmènwn.

To kulindrikì sÔsthma suntetagmènwn eÐnai mÐa epèktash tou EukleÐdeiou
q¸rou tou polikoÔ sust matoc suntetagmènwn sto EukleÐdeio epÐpedo. Peri-
gr�fetai wc akoloÔjwc:
'Estw P èna shmeÐo tou EukleÐdeiou q¸rou E3, me (y1, y2, y3) na eÐnai oi or-
jog¸niec suntetagmènec tou. Gia dieukìlunsh paÐrnoume tic suntetagmènec
sto shmeÐo P wc (y1, y2, y3), akìma ki an eÐnai sunhjismèno na tic paÐrnoume
wc (x, y, z). 'Estw Q h probol  tou P sto y1 − y2 epÐpedo (dec eikìna) kai
(r, θ) na eÐnai oi polikèc suntetagmènec tou Q sto y1 − y2 epÐpedo me to O
san pìlo kai th OY1 san arqik  gramm  tou sust matoc.



KULINDRIKA KAI SFAIRIKA SUSTHMATA SUNTETAGMENWN 139

Tìte ta r, θ, y3 kaloÔntai kulindrikèc suntetagmènec tou P . r kaleÐtai h di-
anusmatik  aktÐna, θ kaleÐtai h dianusmatik  gwnÐa kai y3 kaleÐtai probol 
tou P . 'Ena shmeÐo me kulindrikèc suntetagmènec r, θ, y3 dhl¸netai me (r, θ, y3).
'Etsi
gia k�je shmeÐo P tou E3 up�rqei mÐa orismènh tri�da arijm¸n r, θ, y3, ìpou
r ≥ 0,−π < θ ≤ π. Antistrìfwc, dosmènhc mÐac orismènhc tri�dac arijm¸n
r, θ, y3, pou ikanopoieÐ r ≥ 0,−π < θ ≤ π, mporeÐ na brejeÐ èna monadikì
shmeÐo P tou q¸rou, to opoÐo lamb�netai wc akoloÔjwc:

Pr¸ta brÐskoume to shmeÐo Q sto y1 − y2 epÐpedo, tou opoÐou oi polikèc
suntetagmènec eÐnai r, θ. Sth sunèqeia af noume èna komm�ti QP Ðso me to
m koc y3 sthn k�jeth sto y1 − y2 epÐpedo sto shmeÐo Q sth jetik    sthn
arnhtik  kateÔjunsh tou Y 3 �xona sÔmfwna me to an to y3 eÐnai jetikì  
arnhtikì. Tìte to P eÐnai to zhtoÔmeno shmeÐo tou opoÐou oi kulindrikèc
suntetagmènec eÐnai r, θ, y3.

'Eqoume y1 = rcosθ kai y2 = rsinθ. Apì ed¸ o metasqhmatismìc apì to
kulindrikì sto orjog¸nio Kartesianì sÔsthma suntetagmènwn dÐnetai apì

y1 = rcosθ

y2 = rsinθ (1)

y3 = y3

O metasqhmatismìc apì orjog¸nio Kartesianì sÔsthma suntetagmènwn se
kulindrikì sÔsthma suntetagmènwn lamb�netai apì thn (1) wc akoloÔjwc:

r =
√

(y1)2 + (y2)2

θ = tan−1y2

y1
(2)
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y3 = y3

V.2 StoiqeÐo apìstashc se kulindrikèc suntetagmènec
'Estw (y1, y2, y3) kai (y1 + dy1, y2 + dy2, y3 + dy3) na eÐnai oi Kartesianèc

suntetagmènec dÔo shmeÐwn P kai Q kai èstw oi kulindrikèc touc suntetag-
mènec na eÐnai (r, θ, y3) kai (r + dr, θ + dθ, y3 + dy3), ìpou dr, dθ, dy3 na eÐnai
mikrèc aux seic twn r, θ, y3 antÐstoiqa.

'Estw ìti to ds dhl¸nei thn apìstash metaxÔ P kai Q.
Tìte

(ds2) = [(y1 + dy1)− y1]2 + [(y2 + dy2)− y2]2 + [(y3 + dy3)− y3]2 =

= (dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2 (1)

T¸ra y1 = rcosθ, y2 = rsinθ, y3 = y3. Epomènwc paÐrnontac ta diaforik�
èqoume

dy1 = drcosθ + r(−sinθ)dθ = drcosθ − rsinθdθ kai
dy2 = drsinθ + rcosθdθ

Epomènwc (dy1)2+(dy2)2 = (dr)2(cos2θ+sin2θ)+r2(dθ)2(sin02θ+cos2θ)−
2rdrsinθcosθdθ

= (dr)2 + r2(dθ)2

Epomènwc h (1)mporeÐ na ekfrasteÐ wc

(ds)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + (y3)2 (2)

Autì dÐnei ta zhtoÔmena stoiqeÐa apìstashc
ShmeÐwsh: PaÐrnontac gia x1 = r, x2 = θ kai x3 = y3 to grammikì

stoiqeÐo (2) mporeÐ na ekfrasteÐ wc akoloÔjwc:

(ds)2 = (dx1)2 + (x1)2(dx2)2 + (dx3)2 (3)

Autì dÐnei to stoiqeÐo apìstashc se kulindrikèc suntetagmènec x1, x2, x3.

V.3 Sfairikì sÔsthma suntetagmènwn

'Estw P èna shmeÐo tou E3 me y1, y2, y3 oi orjog¸niec kartesianèc tou
suntetagmènec kai Q na eÐnai h probol  tou P sto y1 − y2 epÐpedo (dec eikì-
na).
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'Estw (r, θ) oi polikèc suntetagmènec tou Q sto (y1 − y2) epÐpedo me O wc
pìlo kai OY 1 na eÐnai h arqik  hmieujeÐa tou sust matoc suntetagmènwn.
'Estw ìti to OP kataskeu�zei mÐa gwnÐa φ me to jetikì Y 3 �xona, ìpou
0 ≤ φ ≤ 180o. Tìte ta r, θ, φ kaloÔntai sfairikèc suntetagmènec tou P . r
kaleÐtai aktinikì di�nusma, φ kaleÐtai h zenijiak  kai θ h azimoÔjia gwnÐa tou
P . To shmeÐo P me suntetagmènec r, φ, θ dhl¸netai wc (r, φ, θ).

'Etsi gia k�je shmeÐo P tou E3 up�rqei orismènh tri�da arijm¸n r, φ, θ
pou ikanopoÐei th sunj kh r ≥ 0,0 ≤ φ ≤ 180o,−π < θ ≤ π. Antistrìfwc,
dosmènhc mÐac orismènhc tri�dac arijm¸n r, φ, θ pou ikanopoioÔn th sunj kh
r ≥ 0,0 ≤ φ ≤ 180o,−π < θ ≤ π, ja brejeÐ èna monadikì shmeÐo P tou E3 to
opoÐo lamb�netai wc akoloÔjwc:

Pr¸ta brÐskoume thn hmieujeÐa l sto y1 − y2 epÐpedo pou xekin� apì to O
sqhmatÐzontac mÐa gwnÐa θ me to jetikì Y 1 �xona. Sth sunèqeia, sto epÐpedo
pou orÐzetai apì touc l kai U3 �xonec brÐskoume thn hmieujeÐa m pou xekin�
apì to O sqhmatÐzontac mÐa gwnÐa φ me ton jetikì Y 3 �xona (dec eikìna).
Telik¸c, sthn hmieujeÐa m kìboume èna komm�ti OP = r. Tìte to P eÐnai to
zhtoÔmeno shmeÐo tou opoÐou oi sfairikèc suntetagmènec eÐnai r, φ, θ.

'Estw ìti oi probolèc tou P stouc Y 1, Y 2 kai Y 3 �xonec eÐnai A, B, C
antÐstoiqa (dec eikìna).

Apì to trÐgwno OPC èqoume

CP = rsinφ (1)

EpÐshc apì to orjog¸nio trÐgwno OAQ paÐrnoume y1 = OA = OQcosθ
(∵ OQ = CP )
= rsinφcosθ (apì thn (1) )
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Telik¸c apì to orjog¸nio trÐgwno OPQ paÐrnoume y3 = QP = OPsin(90o−
φ) = OPcosφ = rcosφ.
'Etsi o metasqhmatismìc apì to sfairikì sto kartesianì sÔsthma suntetag-
mènwn dÐnetai apì

y1 = rsinφcosθ
y2 = rsinφsinθ (2)
y3 = rcosφ

O metasqhmatismìc apì to orjog¸nio kartesianì sto sfairikì sÔsthma
suntetagmènwn lamb�netai apì thn (2) wc akoloÔjwc:

r =
√

(y1)2 + (y2)2 + (y3)2

φ = cos−1 y3√
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2

(3)

θ = tan−1y2

y1

V.4 StoiqeÐo apìstashc se sfairikèc suntetagmènec

'Estw (y1, y2, y3) kai (y1+dy1, y2+dy2, y3+dy3) oi kartesianèc suntetag-
mènec dÔo shmeÐwn P kai Q antÐstoiqa tou E3 kai (r, φ, θ),(r+dr, φ+dφ, θ+dθ)
na eÐnai oi antÐstoiqec sfairikèc suntetagmènec ìpou dr, dφ, dθ na eÐnai mikrèc
aux seic twn r, φ kai θ antÐstoiqa. 'Estw ds na dhl¸nei thn apìstash metaxÔ
P kai Q.

Tìte

(ds)2 = [(y1 + dy1)− y1]2 + [(y2 + dy2)− y2]2 + [(y3 + dy3)− y3]2

= (dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2 (1)

T¸ra, y1 = rsinφcosθ
y2 = rsinφsinθ (2)
kai y3 = rcosφ

Epomènwc, paÐrnontac ta diaforik� paÐrnoume

dy1 = drsinφcosθ + dφrcosφcosθ − rsinφcosθdθ

dy2 = drsinφsinθ + dφrcosφsinθ + rsinφcosθdθ

dy3 = drcosφ− rsinφdφ



KULINDRIKA KAI SFAIRIKA SUSTHMATA SUNTETAGMENWN 143

Epomènwc, (dy1)2 + (dy2)2 = (dr)2sin2φ(cos2θ + sin2θ)

+r2cos2φ(dφ)2(cos2θ + sin2θ)

+r2sin2φ(dθ)2(sin2θ + cos2θ)

+2drdφrsinφcosφcos2θ + 2drdφrsinφcosφsin2θ

−2rdrdθcosθsinθsin2φ + 2rdrdθcosθsinθsin2φ

−2dφdθr2sinφcosφcosθ + 2dφdθr2sinφcosφsinθcosθ

= (dr)2sin2φ + r2cos2φ(dφ)2 + r2sin2φ(dθ)2 + 2rdrdφsinφcosφ

Epomènwc
(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2

= (dr)2sin2φ + (dφ)2r2cos2φ + (dθ)2r2sin2φ

+2rdrdφsinφcosφ + (dr)2cos2φ + (dφ)2r2sin2φ− 2rdrdφsinφcosφ

= (dr)2(sin2φ + cos2φ) + r2(dφ)2(cos2φ + sin2φ) + (dθ)2r2sin2φ

= (dr)2 + r2(dφ)2 + r2sin2φ(dθ)2

Epomènwc h (1) mporeÐ na ekfrasteÐ wc akoloÔjwc:

(ds)2 = (dr)2 + r2(dφ)2 + r2sin2φ(dθ)2 (2)

Autì dÐnei to zhtoÔmeno stoiqeÐo apìstashc.
ShmeÐwsh. PaÐrnontac x1 = r,x2 = φ kai x3 = θ to stoiqeÐo apìstashc

(2) mporeÐ na ekfrasteÐ wc akoloÔjwc:

(ds)2 = (dx1)2 + (x1)2(dx2)2 + (x1sinx2)2(dx3)2 (3)

Autì dÐnei to stoiqeÐo apìstashc se sfairikèc suntetagmènec x1, x2, x3.

V.5 Suntetagmènec epif�neiec kai suntetagmènec kampÔlec mèsw
shmeÐou se kulindrikèc suntetagmènec

JewroÔme kulindrikèc suntetagmènec x1, x2, x3 pou dÐnontai apì

y1 = x1cosx2

y2 = x1sinx2

y3 = x3.
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'Estw ìti ta y1, y2, y3 eÐnai oi kartesianèc suntetagmènec enìc shmeÐou P
kai x1, x2, x3 na eÐnai oi kulindrikèc tou suntetagmènec.

Tìte y1 = x1cosx2, y2 = x1sinx2, y3 = x3

'Estw krat�me stajerì to x1, èstw x1 = c1, ìpou c1 eÐnai mÐa stajer� kai èstw
ta x2 kai x3 na mporoÔn na metab�llontai. Tìte y1 = c1cosx

2, y2 = c1sinx2

kai y3 = x3.
Epomènwc

(y1)2 + (y2)2 = c2
1(cos

2x2 + sin2x2) = c2
1 (1)

Apì thn (1) èpetai ìti to shmeÐo P (y1, y2, y3) brÐsketai se ènan kÔlindro
me ton Y 3 �xona san �xon� tou.
'Etsi x1 = c1 anaparist�nei mÐa epif�neia h opoÐa eÐnai ènac kuklikìc kÔlin-
droc me ton Y 3 �xona san �xon� tou. (dec eikìna)

Sth sunèqeia, èstw x2 na mporoÔn na krathjoÔn stajer�, peÐte x2 = c2, ìpou
c2 eÐnai mÐa stajer� kai èstw x1 kai x3 na mporoÔn na metab�llontai. Tìte
y1 = x1cosc2, y2 = x1sinc2, y3 = x3

'Etsi tanc2 = y2

y1   y2

y1 = λ, ìpou λ = tanc2 =mÐa stajer�.
  λy1 − y2 = 0 (2)
Apì th (2) èpetai ìti to shmeÐo P (y1, y2, y3) brÐsketai p�nw se èna epÐpedo
pou dièrqetai apì ton Y 3 �xona.
'Etsi to x2 = c2 anaparist� mÐa epif�neia, dhlad  èna epÐpedo pou dièrqetai
apì ton Y 3 �xona (dec eikìna).
Telik¸c, èstw ìti krat�me to x3 stajerì, peÐte x3 = c3, ìpou c3 eÐnai mÐa
stajer� kai ta x1 kai x2 na mporoÔn na metab�llontai.
Tìte y3 = c3 (3)

Apì thn (3) èpetai ìti to P (y1, y2, y3) keÐtai enìc epipèdou par�llhlou
sto (y1 − y2) epÐpedo.
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'Etsi, h x3 = c3 parist�nei mÐa epif�neia, dhlad  èna epÐpedo par�llhlo
sto (y1 − y2) epÐpedo (dec eikìna).

K�je mÐa apì tic epif�neiec x1 = c1, x2 = c2, x3 = c3 kaleÐtai mÐa su-
ntetagmènh epif�neia. Ja up�rqoun treic oikogèneiec tètoiwn epifanei¸n pou
antistoiqoÔn se diaforetikèc timèc twn c1, c2, c3.

Suntetagmènec kampÔlec:

'Estw ìti krat�me dÔo suntetagmènec x1,x3 stajerèc, peÐte x1 = c1, kai
x3 = c3, ìpou c1 kai c3 eÐnai stajerèc kai h x2 na mporeÐ na metab�lletai.
Tìte paÐrnoume

y1 = c1cosx
2

y2 = c1cosx
2

y1 = c3

'Etsi (y1)2 + (y2)2 = c2
1 ,y3 = c3 (4)

Apì thn (4) blèpoume ìti to shmeÐo P (y1, y2, y3) keÐtai se èna kÔklo a-
ktÐnac c1 sto epÐpedo y3 = c3 par�llhlo sto (y1 − y2) epÐpedo.
Epomènwc to P keÐtai se mÐa kampÔlh.
'Etsi ta x1 = c1, x3 = c3 anaparistoÔn mÐa kampÔlh h opoÐa kaleÐtai mÐa
suntetagmènh kampÔlh. Aut  h kampÔlh kaleÐtai x2 kampÔlh (dec eikìna).

Sth sunèqeia krat ste ta x1 kai x2 stajer�, èstw x1 = c1 kai x2 = c2,
ìpou c1 kai c2 eÐnai stajerèc kai èstw to x3 na mporeÐ na metab�lletai.
Tìte y1 = c1cosc2, y2 = c1sinc2, y3 = x3

Epomènwc y1

y2 = cotc2, y3 = x3

 , y1 − λy2 = 0 y3 = x3 (5)
ìpou λ = cotc2 =mÐa stajer�.
Apì thn (5) èpetai ìti, to shmeÐo P (y1, y2, y3), keÐtai se eujeÐa gramm  par�llhlh
ston Y 3 �xona (dec eikìna)

'Etsi x1 = c1 kai x2 = c2 anaparist� mÐa kampÔlh h opoÐa kaleÐtai sunte-
tagmènh kampÔlh. Aut  h kampÔlh kaleÐtai x3-kampÔlh.

Telik¸c, jewroÔme ta x2 kai x3 stajer�, peÐte x2 = c2, x3 = c2, ìpou
c2 kai c3 eÐnai stajerèc kai èstw to x1 na mporeÐ na metab�lletai. Tìte
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paÐrnoume

y1 = x1cosc2, y
2 = x1sinc2, y

3 = c3

'Etsi, y1

y2 = cotc2, y
3 = c3   y1 − λy2 = 0, y3 = c3 (6)

ìpou λ = cotc2 = stajer�.

Apì thn (6), èpetai ìti to P (y1, y2, y3) keÐtai sthn tom  dÔo epipèdwn,
dhlad  to P keÐtai sthn eujeÐa gramm  (dec eikìna).
'Etsi ta x2 = c2, x3 = c3 anaparistoÔn mÐa kampÔlh h opoÐa kaleÐtai mÐa �llh
suntetagmènh kampÔlh. Aut  h kampÔlh kaleÐtai x1 kampÔlh.

Kat� m koc dosmènou shmeÐou P (x1, x2, x3) pern�ne treic suntetagmènec
kampÔlec pou antistoiqoÔn stic stajerèc timèc c1, c2, c3. Shmei¸netai ìti apì
autèc tic treic kampÔlec h mÐa eÐnai kÔkloc kai oi �llec dÔo eujeÐec grammèc.

V.6 Suntetagmènec epif�neiec kai suntetagmènec kampÔlec kat�
m koc enìc shmeÐou se sfairikèc suntetagmènec

JewroÔme sfairikèc suntetagmènec x1, x2, x3 pou dÐnontai apì tic

y1 = x1sinx2cosx3

y2 = x1sinx2sinx3

y3 = x1cosx2

'Estw y1, y2, y3 oi orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec enìc shmeÐou
P kai x1, x2, x3 na eÐnai oi sfairikèc tou suntetagmènec. An to x1 krateÐ-
tai stajerì, peÐte x1 = c1, ìpou c1 eÐnai mÐa stajer� kai x2, x3 mporoÔn na
metab�llontai, tìte y1 = c1cosx

2cosx3, y2 = c1sinx2sinx3, y3 = c1cosx
2.

Epomènwc, (y1)2 +(y2)2 +(y3)2 = c2
1(sinx2)2(cos2x3 +sin2x3)+c2

1(cosx
2)2

c2
1(sinx2)2 + c2

1(cosx
2)2 = c2

1 (1)

Apì thn (1) èpetai ìti to shmeÐo P (y1, y2, y3) keÐtai se mÐa sfaÐra thc
opoÐac to kèntro eÐnai h arq  kai h aktÐna eÐnai c1 (dec eikìna).
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'Etsi to x1 = c1 anaparist� mÐa epif�neia. Sth sunèqeia, èstw ìti krat�me
to x2 stajerì, peÐte x2 = c2, ìpou c2 eÐnai mÐa stajer� kai èstw ìti ta x1 kai
x3 na mporoÔn na metab�llontai.
Tìte y1 = x1sinc2cosx

3, y2 = x1sinc2sinx3, y3 = x1cosc2.

 ,

cosc2 =
y3

x1
=

y3√
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2

 ,
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2 = λ2(y3)2

, ìpou
λ = secc2 = stajer�

 ,

(y1)2 + (y2)2 = (λ2 − 1)(y3)2 (2)

Apì th (2) èpetai ìti to shmeÐo P (y1, y2, y3) keÐtai se èna k¸no, tou opoÐou
h �krh eÐnai h arq  kai o �xonac eÐnai o Y 3 �xonac (dec eikìna).

'Etsi h x2 = c2 anaparist� mÐa epif�neia.
Telik¸c, krat�me to x3 stajerì, peÐte x3 = c3 , ìpou c3 eÐnai mÐa stajer�

kai na af soume ta x1 kai x2 na metab�llontai.
Tìte cotx3 = y1

y2  , y1 − λy2 = 0 (3)

ìpou λcotx3 = mÐa stajer�.
Apì thn (3) èpetai ìti to P (y1, y2, y3) keÐtai se èna epÐpedo pou dièrqetai

apì ton Y 3 �xona. (dec eikìna).

'Etsi h x3 = c3 anaparist� mÐa epif�neia.
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K�je mÐa apì tic epif�neiec x1 = c1, x2 = c2, x3 = c3 kaleÐtai mÐa su-
ntetagmènh epif�neia. Ja up�rqoun treic oikogèneiec tètoiwn epifanei¸n
pou antistoiqoÔn se diaforetikèc timèc twn c1, c2, c3. Mèsa apì èna dosmèno
shmeÐo P (x1, x2, x3) pern�ne treic suntetagmènec epif�neiec pou antistoiqoÔn
se treic stajerèc timèc twn c1, c2, c3. Shmei¸netai ìti oi treic epif�neiec pou
tèmnontai se èna shmeÐo, x1 = c1 eÐnai ènac k¸noc, x2 = c2 eÐnai ènac k¸noc
kai x3 = c3 eÐnai èna epÐpedo di� mèsw tou Y 3 �xona.

Suntetagmènec kampÔlec:

'Estw x1 kai x2 kratoÔntai stajerèc, peÐte x1 = c1 kai x2 = c2, ìpou c1

kai c2 eÐnai stajerèc kai to x3 na mporeÐ na metab�lletai eleÔjera.

Tìte y1 = c1sinc2cosx
3

y2 = c1sinc2sinx3

kai y3 = c1cosc2

Epomènwc,

(y1)2 + (y2)2 = c2
1sin

2c2(cos
2x3 + sin2x3)

c2
1sin

2c2 = λ2,

ìpou λ = c1sinc2 = stajer�
kai y3 = µ, ìpou µ = c1cosc2 = stajer�.
Epomènwc (y1)2 + (y2)2 = λ2, y3 = µ (4)

Apì thn (4) èpetai ìti to shmeÐo P (y1, y2, y3) eÐnai h tom  enìc kulÐndrou
pou èqei Y 3 �xona san �xon� tou kai enìc epipèdou par�llhlou sto (y1− y2)
epÐpedo.

'Etsi h (4) anaparist� èna kÔklo sto epÐpedo y3 = µ (dec eikìna)
Epomènwc h (4) eÐnai mÐa kampÔlh h opoÐa kaleÐtai suntetagmènh kampÔlh.
Aut  h kampÔlh kaleÐtai x3 kampÔlh.

Sth sunèqeia, èstw ìti krat�me ta x1 kai x3 stajer�, peÐte x1 = c1 kai
x3 = c3 ìpou c1 kai c3 eÐnai stajerèc kai èstw ìti to x2 mporeÐ na metab�lletai
eleÔjera.
Tìte y1 = c1sinx2cosc3,y2 = c1sinx2sinc3,y3 = c1cosx

2

'Etsi,

(y1)2 + (y2)2 + (y3)2 = c2
1(sinx2)2(cos2c3 + sin2c3) + c2

1(cosx
2)2
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= c2
1(sinx2)2 + c2

1(cosx
2)2 = c2

1

kai

y2

y1
= tanc3

 
y2 − λy1 = 0

ìpou λ = tanc3 = mÐa stajer�.
'Etsi (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 = c2

1,y
2 − λy1 = 0 (5)

Apì thn (5) èpetai ìti to shmeÐo P (y1, y2, y3) keÐtai sthn tom  mÐac sfaÐrac
ki enìc epipèdou diamèsou tou �xona Y 3. Aut  h tom  eÐnai ènac mègistoc
kÔkloc. (dec eikìna)

'Etsi x1 = c1, x3 = c3 eÐnai ènac kÔkloc. Autìc o kÔkloc kaleÐtai �llh
mÐa suntetagmènh kampÔlh. KaleÐtai x2 kampÔlh.
Telik¸c, èstw ìti krat�me ta x2 kai x3 stajer�, peÐte x2 = c2 kai x3 = c3

kai èstw ìti to x1 na mporeÐ na metab�lletai.

Tìte y1 = x1sinc2cosc3 y2 = x1sinc2sinc3, y3 = x1cosc2

Epomènwc, cosc2 = y3

x1 = y3√
(y1)2+(y2)2+(y3)2

 , (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 = λ2(y3)2 ìpou
λ = secc2 = mÐa stajer�.
 , (y1)2 + (y2)2 = (λ2 − 1)(y3)2

'EpÐshc y2

y1 = tanc3,   µy1 − y2 = 0
ìpou µ = tanc3 = mÐa stajer�
'Etsi (y1)2 + (y2)2 = (λ2 − 1)(y3)2,µy1 − y2 = 0 (6)

Apì thn (6) èpetai ìti to shmeÐo P (y1, y2, y3) keÐtai sthn tom  enìc k¸nou
me arq  thn koruf  tou kai èna epÐpedo dia mèsw tou Y 3 �xona. Aut  h
diatom  eÐnai epomènwc mÐa eujeÐa gramm  pou dièrqetai apì thn arq  (dec
eikìna).

'Etsi h x2 = c2,x3 = c3 eÐnai mÐa kampÔlh. Aut  h kampÔlh kaleÐtai mÐa
trÐth suntetagmènh kampÔlh. KaleÐtai x1 kampÔlh.
Apì èna dosmèno shmeÐo P (x1, x2, x3) pern�n treic suntetagmènec kampÔlec
pou antistoiqoÔn stic stajerèc timèc twn c1, c2, c3. Shmei¸netai ìti apì autèc
tic treic kampÔlec, oi dÔo eÐnai kÔkloi kai h mÐa pou mènei eÐnai mÐa eujeÐa
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gramm  pou pern� apì thn arq .

V.7 Efaptìmena dianÔsmata se suntetagmènec kampÔlec dia mèsw
enìc shmeÐou P (y1, y2, y3)

'Estw èna shmeÐo P tou E3 dÐnetai apì to di�nusma jèshc

r = y1i + y2j + y3k (1)

ìpou i, j, k èqoun th sun jh shmasÐa thc stoiqei¸douc dianusmatik c an�lu-

shc. Gia kulindrikèc suntetagmènec x1, x2, x3

y1 = x1cosx2, y2 = x1sinx2, y3 = x3

Epomènwc, h (1) paÐrnei th morf 

r = (x1cosx2)i + (x1sinx2)j + x3k (2)

T¸ra, kat� m koc thc x1 kampÔlhc èqoume x2 = stajer� kai x3 = sta-
jer�. Sunep¸c, apì th (2) blèpoume ìti kat� m koc thc x1 kampÔlhc r eÐnai
mÐa sun�rthsh thc x1 mìno. Epomènwc ∂r

∂x1 eÐnai èna efaptìmeno di�nusma kat�
m koc thc x1 kampÔlhc. Epomènwc ∂r

∂x2 eÐnai èna efaptìmeno di�nusma kat�
m koc thc x2 kampÔlhc kai ∂r

∂x3 eÐnai èna efaptìmeno di�nusma kat� m koc thc
x3 kampÔlhc.

To er¸thma pou prokÔptei t¸ra eÐnai kat� pìso aut� ta dianÔsmata eÐnai
monadiaÐa dianÔsmata kai kat� pìso eÐnai orjog¸nia metaxÔ touc. H ap�nthsh
ja lhfjeÐ apì thn akìloujh suz thsh.

Apì th (2) èqoume

∂r
∂x1 = (cosx2)i + (sinx2)j

∂r
∂x2 = (−x1sinx2)i + (x1cosx2)j

∂r
∂x3 = k

 (3)

'Etsi, | ∂r
∂x1 |2 = (cosx2)2 + (sinx2)2 = 1 (4)

| ∂r
∂x2 |2 = (x1)2(sinx2)2 + (x1)2(cosx2)2 = (x1)2 (5)
kai | ∂r

∂x3 |2 = 1 (6)

Apì tic (4), (5) kai (6) èpetai ìti k�je èna apì ta ∂r
∂x1 kai ∂r

∂x3 eÐnai èna
monadiaÐo di�nusma, all� to ∂r

∂x2 den eÐnai.
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Dhl¸noume me e1, e2, e3 ta monadiaÐa dianÔsmata kat� m koc twn efa-
ptìmenwn dianusm�twn ∂r

∂x1 = e1, ∂r
∂x2 = x1e2 kai ∂r

∂x3 = e3.
Apì ed¸, h (3) mporeÐ na ekfrasteÐ wc akoloÔjwc:

e1 = (cosx2)i + (sinx2)j

x1e2 = (−x1sinx2)i + (x1cosx2)j

 
e1 = (cosx2)i + (sinx2)j

e2 = (−sinx2)i + (cosx2)j

kai e3 = k

 (7)

Epomènwc e2 · e3 = 0,e3 · e1 = 0
kai e1 · e2 = −cosx2sinx2 + sinx2cosx2 = 0
'Etsi e2 · e1 = e3 · e1 = e1 · e2 = 0 (8)
Apì thn (8) èpetai ìti ta efaptìmena dianÔsmata stic suntetagmènec kampÔlec
eÐnai metaxÔ touc orjog¸nia. 'Etsi ta efaptìmena dianÔsmata stic suntetag-
mènec kampÔlec se k�je shmeÐo se èna kulindrikì sÔsthma suntetagmènwn
eÐnai metaxÔ touc orjog¸nia.

Se mÐa tètoia perÐptwsh to sÔsthma suntetagmènwn onom�zetai orjog¸nio.
'Etsi to kulindrikì sÔsthma suntetagmènwn eÐnai orjog¸nio.
Gia sfairikèc suntetagmènec x1, x2, x3

y1 = x1sinx2cosx3, y2 = x1sinx2sinx3, y3 = x1cosx2

'Etsi, to r = y1i + y2j + y3k paÐrnei th morf 

r = (x1sinx2cosx3)i + (x1sinx2sinx3)j + (x1cosx2)k
Epomènwc,

∂r
∂x1 = (sinx2cosx3)i + (sinx2sinx3)j + (cosx2)k

∂r
∂x2 = (x1cosx2cosx3)i + (x1cosx2sinx3)j + (−x1sinx2)k

∂r
∂x3 = (−x1sinx2sinx3)i + (x1sinx2cosx3)j

 (9)

'Etsi,

| ∂r

∂x1
|2 = (sinx2)2(cosx3)2 + (sinx2)2(sinx3) + (cosx2)2

= (sinx2)2 + (cosx2)2 = 1 (10)

| ∂r

∂x2
|2 = (x1)2(cosx2)2(cosx3)2+(x1)2(sinx2)2(sinx3)2+(x1)2(sinx2)2 = (x1)2
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= (x1)2(cosx2)2 + (x1)2(sinx2)2 = (x1)2 (11)

Telik¸c,

| ∂r

∂x3
|2 = (x1)2(sinx2)2(sinx3)2 + (x1)2(sinx2)2(cosx3)2 =

= (x1sinx2)2 (12)

'Etsi to ∂r
∂x1 eÐnai èna monadiaÐo di�nusma, all� kanèna apì ta ∂r

∂x2 kai ∂r
∂x3

den eÐnai ki autì. An dhl¸soume me e1, e2, e3 monadiaÐa dianÔsmata kat� m koc
twn efaptìmenwn stic suntetagmènec kampÔlec, tìte paÐrnoume

∂r
∂x1 = e1, ∂r

∂x2 = x1e2 kai ∂r
∂x3 = x1sinx2e3

Epomènwc h (9) mporeÐ na grafeÐ wc akoloÔjwc:

e1 = (sinx2cosx2)i + (sinx2sinx3)j + (cosx2)k

e2 = (cosx2cosx3)i + (cosx2sinx3)j + (−sinx2)k

e3 = (−sinx3)i + (cosx3)j

 (13)

Apì th (13) paÐrnoume

e2 · e3 = 0, e3 · e1 = 0, e1 · e2 = 0

Epomènwc to sfairikì sÔsthma suntetagmènwn eÐnai epÐshc orjog¸nio.
ShmeÐwsh. Sta kulindrik� kai sfairika sust mata suntetagmènwn ta

e1, e2, e3 den eÐnai aparaÐthta stajer� se ìla ta shmeÐa tou E3. Genik�, ja
all�zoun tic kateujÔnseic touc apì shmeÐo se shmeÐo. Aut  h optik  twn
kulindrik¸n kai sfairik¸n susthm�twn suntetagmènwn gennioÔntai sth skè-
yh. H basik  diafor� metaxÔ kulindrik¸n kai sfairik¸n susthm�twn sunte-
tagmènwn kai orjog¸niwn kartesian¸n susthm�twn suntetagmènwn brÐsketai
sto gegonìc ìti sto teleutaÐo sÔsthma ta e1, e2, e3 eÐnai stajer� gia ìla ta
shmeÐa kai eÐnai antÐstoiqa Ðsa me i, j, k, en¸ sta prohgoÔmena dÔo sust mata
den eÐnai.

V.8 M kh twn stoiqeÐwn twn suntetagmènwn kampÔlwn.

GnwrÐzoume ìti gia tic kulindrikèc suntetagmènec x1, x2, x3, to stoiqeÐo
m kouc ds dÐnetai wc akoloÔjwc:

(ds)2 = (dx1)2 + (x1)2(dx2)2 + (dx3)2 (1)
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An ds1 eÐnai èna stoiqeÐo m kouc tìxou kat� m koc thc x1 kampÔlhc, tìte
to ds1 lamb�netai apì thn (1) jètontac x2 = stajer� kai x3 = stajer�.
Sunep¸c dx2 = 0 kai dx3 = 0.
Apì ed¸ (ds1)

2 = (dx1)2

'Etsi, ds1 = dx1 (2)

Parìmoia, an ds2 kai ds3 dhl¸noun stoiqeÐa m kouc tìxou kat� m koc thc
x2 kai thc x3 kampÔlhc antÐstoiqa, tìte

(ds2)
2 = (x1)2(dx2)2

'Etsi
ds2 = x1dx2 (3)

EpÐshc,
(ds3)

2 = (dx3)2

 
ds3 = dx3 (4)

V.9 Basikèc pr�xeic kai posìthtec tou stoiqei¸douc dianusmatikoÔ
logismoÔ se kulindrikèc kai sfairikèc suntetagmènec.

H klÐsh, h apìklish kai o strobilismìc eÐnai basikèc diaforikèc dr�seic
tou stoiqei¸douc dianusmatikoÔ logismoÔ. Posìthtec san thn klÐsh kai th
Laplasian  enìc bajmwtoÔ pedÐou eÐnai eurèwc efarmìsimec se probl ma-
ta majhmatik c fusik c. Oi tÔpoi gia aut� pou sqetÐzontai me tètoia pedÐ-
a aplopoioÔntai ìtan gr�fontai se kulindrikèc kai sfairikèc suntetagmènec
antÐjeta apì tic kartesianèc suntetagmènec. Se aut  thn par�grafo ja
par�goume touc tÔpouc gia thn klÐsh enìc bajmwtoÔ pedÐou se kulindrikèc
kai sfairikèc suntetagmènec.
An eÐnai gnwstì apì to dianusmatikì logismì 1 ìti h klÐsh enìc bajmwtoÔ
pedÐou dÐnetai apì th bajmÐda f = ∂f

∂s1
e1 + ∂f

∂s2
e2 + ∂f

∂s3
e3 (1)

ìpou ∂f
∂s1

e1,
∂f
∂s2

e2,
∂f
∂s3

e3 eÐnai oi par�gwgoi kateÔjunshc thc f stic kateu-
jÔnseic e1, e2, e3 antÐstoiqa.

1dec ’A textbook of vector analysis’ tou suggrafèa,Calcutta Publishers, 1991, (3) thc
selÐdac 114.
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Gia kulindrikèc suntetagmènec

∂f

∂s1

= lim
∆s1→0

∆f

∆s1

= lim
∆x1→0

∆f

∆x1

=

(dec (2) thc V.8)
∂f

∂x1

ParomoÐwc, ∂f
∂s2

= 1
x1

∂f
∂x2 kai ∂f

∂s3
= ∂f

∂x3

Epomènwc, h (1) mporeÐ na grafeÐ wc

gradf =
∂f

∂x1
e1 +

∂f

∂x2
e2 +

∂f

∂x3
e3 (2)

Aut  eÐnai h zhtoÔmenh èkfrash se kulindrikèc suntetagmènec. Gia
sfairikèc suntetagmènec paÐrnoume
∂f
∂s1

= ∂f
∂x1 ,

∂f
∂s2

= 1
x1

∂f
∂x2 kai ∂f

∂s3
= 1

x1sinx2
∂f
∂x3

Epomènwc, h (1) paÐrnei th morf 

gradf =
∂f

∂x1
e1 +

1

x1

∂f

∂x2
e2 +

1

x1sinx2

∂f

∂x3
e3 (3)

Aut  eÐnai h zhtoÔmenh èkfrash se sfairikèc suntetagmènec.
ShmeÐwsh. Jètwntac f = x1 sthn (2) paÐrnoume

gradx1 = e1 (4)

ParomoÐwc,

gradx2 =
1

x1
e2 (5)

kai
gradx3 = e3 (6)

Oi (4),(5) kai (6) dÐnoun tic klÐseic se kulindrikèc suntetagmènec twn x1, x2

kai x3 antÐstoiqa.

LUMENA PARADEIGMATA

1. BreÐte tic orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec tou shmeÐou tou
opoÐou oi kulindrikèc suntetagmènec eÐnai (4,π

3
,2).
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Xèroume ìti an (y1, y2, y3) eÐnai orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec enìc
shmeÐou tou opoÐou oi kulindrikèc suntetagmènec eÐnai (x1, x2, x3) tìte

y1 = x1cosx2, y2 = x1sinx2, y3 = x3

Sth sugkekrimènh perÐptwsh,

x1 = 4, x2 =
π

3
, x3 = 2

'Ara,

y1 = 4cos
π

3
= 4 · 1

2
= 2, y2 = 4sin

π

3
= 4 ·

√
3

2
= 2

√
3

kai y3 = 2. 'Etsi oi zhtoÔmenec suntetagmènec eÐnai (2, 2
√

3, 2).
2. BreÐte tic kulindrikèc suntetagmènec tou shmeÐou tou opoÐou oi

sfairikèc suntetagmènec eÐnai (4, π
2
, π

3
).

Xèroume ìti an (y1, y2, y3) eÐnai oi orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec
tou shmeÐou tou opoÐou oi sfairikèc suntetagmènec eÐnai (x1, x2, x3), tìte

y1 = x1sinx2cosx3

y2 = x1sinx2sinx3

y1 = x1cosx2

Sthn prokeimènh perÐptwsh x1 = 4, x2 = π
2
,x3 = π

3

'Etsi,

y1 = 4sin
π

2
cos

π

3
= 4 · 1 · 1

2
= 2

y2 = 4sin
π

2
sin

π

3
= 4 · 1 ·

√
3

2
= 2

√
3

y3 = 4cos
π

2
= 0

'Etsi èqoume na broÔme tic kulindrikèc suntetagmènec enìc shmeÐou tou
opoÐou oi orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec eÐnai (2, 2

√
3, 0).

'Estw (x1, x2, x3) oi zhtoÔmenec kulindrikèc suntetagmènec.
Tìte y1 = x1cosx2, y2 = x1sinx2, y3 = x3

Ed¸ y1 = 2, y2 = 2
√

3, y3 = 0



156 TANUSTIKOS LOGISMOS

'Etsi 2 = x1cosx2 (1)
kai 2

√
3 = x1sinx2 (2)

Apì thn (1) kai th (2) paÐrnoume 22 +(2
√

3)2 = (x1)2(cosx2)2 +(x1)2(sinx2)2

= (x1)2

 , 4 + 12 = (x1)2. Apì ed¸ x1 = 4
EpÐshc diairìntac thn (2) me thn (1) paÐrnoume tanx2 =

√
3.

Apì ed¸ , x2 = π
3
. EpÐshc, x3 = 0

'Etsi oi zhtoÔmenec suntetagmènec eÐnai (4,π
3
,0).

3. Na deÐxete ìti h exÐswsh x1 = 4cosx2 se sfairikèc suntetagmènec ana-
parist� mÐa sfaÐra.
Xèroume ìti an (y1, y2, y3) eÐnai oi Kartesianèc suntetagmènec enìc shmeÐou
tou opoÐou oi sfairikèc suntetagmènec eÐnai (x1, x2, x3), tìte x1 =

√
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2

kai x2 = cos−1 y3√
(y1)2+(y2)2+(y3)2

(apì thn (3) thc V.3 )

H dosmènh exÐswsh mporeÐ epomènwc na grafeÐ wc

√
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2 = 4

y3√
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2

 , (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 = 4y3

 ,(y1)2 + (y2)2 + (y3 − 2)2 = 4

h opoÐa anaparist� mÐa sfaÐra.

4. BreÐte tic sfairikèc suntetagmènec tou shmeÐou tou opoÐou oi kulin-
drikèc suntetagmènec eÐnai (2

√
2, π

4
, 1).

GnwrÐzoume ìti an (y1, y2, y3) eÐnai orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec
tou shmeÐou tou opoÐou oi kulindrikèc suntetagmènec eÐnai (x1, x2, x3), tìte
y1 = x1cosx2, y2 = x1sinx2, y3 = x3

Ed¸, x1 = 2
√

2,x2 = π
4
,x3 = 1

'Ara,

y1 = 2
√

2cos
π

4
= 2

√
2

1√
2

= 2

y2 = 2
√

2sin
π

4
= 2

√
2

1√
2

= 2

y3 = 1
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'Etsi èqoume na broÔme tic sfairikèc suntetagmènec x1, x2, x3 tou shmeÐou
tou opoÐou oi kartesianèc suntetagmènec eÐnai (2,2,1).

Xèroume ìti
x1 =

√
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2

x2 = cos−1 y3√
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2

x3 = tan−1y2

y1

Epomènwc, se aut  thn perÐptwsh

x1 =
√

4 + 4 + 1 = 3

x2 = cos−1 1√
4 + 4 + 1

= cos−1 1

3

kai
x3 = tan−1 2

2
=

π

4

'Ara oi zhtoÔmenec suntetagmènec eÐnai (3, cos−1 1
3
, π

4
).

5. Ekfr�ste to dianusmatikì pedÐo

α = y2i− 2y1j + y3k

se kulindrikèc suntetagmènec,
ìpou y1, y2, y3 eÐnai orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec enìc shmeÐou.

EÐnai gnwstì ìti an x1, x2, x3 eÐnai kulindrikèc suntetagmènec, tìte

e1 = (cosx2)i + (sinx2)j (1)

e2 = (−sinx2)i + (cosx2)j (2)

e3 = k

Apì tic (1) kai (2) paÐrnoume

i = (cosx2)e1 − (sinx2)e2

j = (sinx2)e1 + (cosx2)e2

EpÐshc k = e3
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Epomènwc, to α = y2i− 2y1j + y3k mporeÐ na ekfrasteÐ wc akoloÔjwc:

α = (x1sinx2)(cosx2e1 − sinx2e2)

−2(x1cosx2)(cosx2e1 + cosx2e2) + x3e3

= (−x1sinx2cosx2)e1 + [−x1(sinx2)2 − 2x1(cosx2)2]e2 + x3e3

Aut  eÐnai h zhtoÔmenh èkfrash.
6. Se kulindrikèc suntetagmènec x1, x2, x3 breÐte thn bajmÐda tou bajmw-

toÔ pedÐou

φ = (x1)2 + x1cosx2 − (x3)2

EÐnai gnwstì ìti an f eÐnai èna bajmwtì pedÐo, tìte

gradf =
∂f

∂x1
e1 +

1

x1

∂f

∂x2
e2 +

∂f

∂x3
e3

(dec (2)thc (V.9) )
Epomènwc,

gradφ =
∂φ

∂x1
e1 +

1

x1

∂φ

∂x2
e2 +

∂φ

∂x3
e3 (1)

Ed¸ ∂φ
∂x1 = 2x1 + cosx2

∂φ
∂x2 = −x1sinx2

∂φ
∂x3 = −2x3

Epomènwc, h (1) paÐrnei th morf 

gradφ = (2x1 + cosx2)e1 +
1

x1
(−x1sinx2)e2 + (−2x3)e3

= (2x1 + cosx2)e1 − (sinx2)e2 − (2x3)e3

Aut  eÐnai h bajmÐda tou φ se kulindrikèc suntetagmènec.
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ASKHSEIS

1. BreÐte tic orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec twn shmeÐwn tou
opoÐou oi kulindrikèc suntetagmènec eÐnai oi akìloujec:

(i)(6, π
3
, 2); (ii)(2

√
3,−π

4
, 3)

(iii)(8, 2π
3

,−4); (iv)(4, π
6
, 1)

2. BreÐte tic kulindrikèc suntetagmènec twn shmeÐwn twn opoÐwn oi or-
jog¸niec kartesianèc suntetagmènec eÐnai oi akìloujec:
(i)(4, 8, 3), (ii)(0, 1, 1), (iii)(0,−3,−3), (iv)(−2, 3, 2)

3.BreÐte tic kulindrikèc suntetagmènec twn shmeÐwn twn opoÐwn oi kulin-
drikèc suntetagmènec eÐnai oi akìloujec:

(i)(4, π
4
, π

6
); (ii)(6, π

3
, 2π

3
)

(iii)(8, 2π
3

, π
3
); (iv)(2, 2π

3
, 5π

6
)

4.BreÐte tic sfairikèc suntetagmènec twn shmeÐwn twn opoÐwn oi kulin-
drikèc suntetagmènec eÐnai oi akìloujec:

(i)(4, π
2
, 3); (ii)(1, 5π

6
,−2)

(iii)(7, 2π
3

,−4); (iv)(3,−π
4
, 2)

5. Na deÐxete ìti h exÐswsh x1sinx2 = 4 se sfairikèc suntetagmènec
anaparist� èna kanonikì kuklikì kÔlindro.

6.ApodeÐxte ìti h exÐswsh (x1)2− (x3)2 = 1 se kulindrikèc suntetagmènec
anaparist� èna uperboloeidèc enìc fÔllou.

7.Ekfr�ste to dianusmatikì pedÐo α = 2y3i− 3y1j + 2y2k se kulindrikèc
suntetagmènec x1, x2, x3.

8. An mÐa dÔnamh F dÐnetai apì tic orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec
apì thn

F = By2i−By1j

ìpou B eÐnai mÐa stajer�, breÐte tic sunist¸sec thc se kulindrikèc sunte-
tagmènec x1, x2, x3. (C.U.Physics Hons.1985)
9. Se kulindrikèc suntetagmènec x1, x2, x3 breÐte thn bajmÐda tou bajmwtoÔ
pedÐou

φ = 3x1cosx2 + x3(sinx2)2 − 2x1

10. Se sfairikèc suntetagmènec x1, x2, x3 breÐte thn bajmÐda tou bajmwtoÔ
pedÐou:
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φ = (x1)2sinx3

11. ApodeÐxte ìti h exÐswsh (x1)2[(sinx2)2cos2x3 − (cosx2)2] = 16 se
sfairikèc suntetagmènec anaparist� èna uperboloeidèc dÔo fÔllwn.

APANTHSEIS

1.(i)(3, 3
√

3, 2); (ii)(2,−2, 3); (iii)(−4, 4
√

3,−4)(iv)(2
√

3, 2, 1)
2.(i)(4

√
5, tan−12, 3); (ii)(1, π

2
, 1); (iii)(3, π

2
,−3)

(iv)(
√

13, tan−1
(
−3

2

)
, 2)

3.(2
√

2,−π
6
, 2
√

2); (ii)(3
√

3,−π
3
, 3); (iii)(4

√
3, π

3
,−4);

(iv)(
√

3,−π
6
,−1)

4.(i)(5, cos−1 1
5
, π

2
); (ii)(

√
5, cos−1−2√

5
,−π

6
);

(iii)(
√

65, cos−1 −4√
65

,−π
3
); (iv)(

√
13, cos−1 −2√

13
,−π

4
)

5.(y1)2 + (y2)2 = 16
6.(y1)2 + (y2)2 − (y3)2 = 1
7.α = (2x3cosx2−3x1sinx2cosx2)e1−[2x3sinx2+3x1(cosx2)2]e2+(2x1sinx2)2e3

8.0,−Bx1,0
9.gradφ = (3cosx2−2x1

log2)e1+
1
2
(−3x1sinx2+2x3sinx2cosx2)e2+(sinx2)2e3

10.gradφ = (2x1sinx3)e1 + x1 cosx3

sinx2 e3

11.(y1)2 − (y2)2 − (y3)2 = 16.
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KEFALAIO V I

KAMPULOGRAMMO SUSTHMA

SUNTETAGMENWN SE EUKLEIDIO QWRO E3

KAI TANUSTIKH ANALUSH STON E3 ME

ANAFORA SE ENA TETOIO SUSTHMA

SUNTETAGMENWN

V I.0 Kampulìgrammec Suntetagmènec
Sto kef�laio V èqoume melet sei tic kulindrikèc polikèc kai sfairikèc po-
likèc suntetagmènec ston E3. Se autì to kef�laio ja jewr soume èna tÔpo
suntetagmènwn ston E3 tou opoÐou oi kulindrikèc polikèc kai sfairikèc po-
likèc suntetagmènec eÐnai eidikèc peript¸seic. Tètoiec suntetagmènec kaloÔ-
ntai Kampulìgrammec Suntetagmènec oi opoÐec orÐzontai wc akoloÔjwc:

'Estw x1, x2, x3 treic posìthtec pou sqetÐzontai me tic orjog¸niec karte-
sianèc suntetagmènec y1, y2, y3 me tic akìloujec morfèc:

y1 = f1(x
1, x2, x3)

y2 = f2(x
1, x2, x3) (1)

y3 = f3(x
1, x2, x3)

ìpou f1, f2, f3 eÐnai monìtimec sunart seic me suneqeÐc merikèc parag¸gouc
pr¸thc t�xhc se k�poia perioq  R tou E3. AfoÔ oi f1, f2, f3 prèpei na eÐnai
anex�rthtec, h Iakobian 

∂(y1, y2, y3)

∂(x1, x2, x3)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂y1

∂x1
∂y1

∂x2
∂y1

∂x3

∂y2

∂x1
∂y2

∂x2
∂y2

∂x3

∂y3

∂x1
∂y3

∂x2
∂y3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

K�tw apì autèc tic sunj kec ta x1, x2, x3 mporoÔn na lhfjoÔn san monì-
timec sunart seic twn y1, y2, y3 me suneqeÐc merikèc parag¸gouc pr¸thc t�xhc.
Epomènwc, mporoÔme na gr�youme

x1 = φ1(y
1, y2, y3)



162 TANUSTIKOS LOGISMOS

x2 = φ2(y
1, y2, y3) (2)

x3 = φ3(y
1, y2, y3)

Apì thn (1) kai th (2) èpetai ìti gia k�je shmeÐo P (y1, y2, y3) up�rqei
mÐa kajorismènh tri�da (x1, x2, x3) kai antistrìfwc. MporoÔme epomènwc
na poÔme ìti èna sÔsthma suntetagmènwn èqei prosarthjeÐ ston E3. 'E-
na tètoio sÔsthma suntetagmènwn kaleÐtai èna kampulìgrammo sÔsthma su-
ntetagmènwn kai ta x1, x2, x3 kaloÔntai kampulìgrammec suntetagmènec tou
shmeÐou P .
Oi kampulìgrammec suntetagmènec x1, x2, x3 ston E3 sqetÐzontai me tic or-
jog¸niec kartesianèc suntetagmènec y1, y2, y3 mèsw twn sqèsewn (1).

Suntetagmènec Epif�neiec:

'Estw ìti èna apì ta x1, x2, x3 kratiètai stajerì, peÐte x1 = c1, ìpou
c1 eÐnai mÐa stajer� kai x2 kai x3 mporoÔn na metab�llontai. Tìte gia to
P (y1, y2, y3) ja ikanopoioÔntai oi sqèseic

y1 = f1(c1, x
2, x3)

y2 = f2(c1, x
2, x3) (3)

(apì thn (1) )
y3 = f3(c1, x

2, x3)

Apì thn (3) èpetai ìti to P (y1, y2, y3) ja brÐsketai se mÐa epif�neia h
opoÐa orÐzetai wc

x1 = c1 (4)

Parìmoia, an x2 krateÐtai stajerì, kai x1 kai x3 mporoÔn na metab�llo-
ntai tìte to P ja brÐsketai se mÐa �llh epif�neia h opoÐa ja orÐzetai wc

x2 = c2, ìpou c2 eÐnai mÐa stajer� (5)

Parìmoia kat�stash ja sumbeÐ krat¸ntac to x3 stajerì kai epitrèpontac
ta x1 kai x2 na metab�llontai. Se aut  thn perÐptwsh to P ja keÐtai se mÐa
�llh epif�neia h opoÐa dhl¸netai wc

x3 = c3, ìpou c3 eÐnai mÐa stajer� (6)

K�je mÐa apì tic epif�neiec (4),(5),(6) kaleÐtai mÐa suntetagmènh epif�neia
tou kampulìgrammou sust matoc suntetagmènwn. (dec eikìna)
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Up�rqoun treic oikogèneiec tètoiwn epifanei¸n pou sqetÐzontai me diafore-
tikèc timèc twn c1, c2, c3. Mèsa apì èna dosmèno shmeÐo P (y1, y2, y3), ja
pern�n treic suntetagmènec epif�neiec pou sqetÐzontai me tic stajerèc timèc
twn c1, c2, c3. (dec eikìna)

Suntetagmènec KampÔlec:

An dÔo apì tic suntetagmènec x1, x2, x3 krathjoÔn stajerèc, peÐte x2 = c2,
x3 = c3 ìpou c2 kai c3 eÐnai stajerèc kai h x1 mporeÐ na metab�lletai, tìte
to shmeÐo P (y1, y2, y3) ja ikanopoieÐ tic sqèseic

y1 = f1(x
1, c2, c3)

y2 = f2(x
1, c2, c3) (7)

y3 = f3(x
1, c2, c3)

Apì th stigm  pou oi f1, f2, f3 eÐnai sunart seic mÐac mìno metablht c,
èpetai apì thn (7) ìti to P (y1, y2, y3) ja brÐsketai se mÐa kampÔlh. MÐa tè-
toia kampÔlh kaleÐtai mÐa suntetagmènh kampÔlh.

Aut  h suntetagmènh kampÔlh

x2 = c2, x
3 = c3 (8)

kaleÐtai h x1 kampÔlh.
ParomoÐwc krat¸ntac ta x1 kai x3 stajer� kai epitrèpontac to x2 na

metab�lletai paÐrnoume �llh mÐa suntetagmènh kampÔlh
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x1 = c1, x
2 = c2, ìpou c1 kai c2 eÐnai stajerèc (9)

h opoÐa kaleÐtai x3 kampÔlh.
'Etsi h x1 kampÔlh keÐtai amfotèrwn twn epifanei¸n x2 = c2 kai x3 = c3,

h x2 kampÔlh keÐtai amfotèrwn twn epifanei¸n x1 = c1 kai x3 = c3, kai h x3

kampÔlh keÐtai amfotèrwn twn epifanei¸n x1 = c1 kai x2 = c2. (dec eik.6.2)
Shmei¸netai ìti dia mèsw shmeÐou P (x1, x2, x3) pern�n treic suntetagmènec
kampÔlec pou sqetÐzontai me tic dosmènec timèc c1, c2, c3 (dec eikìna)

V I.1 To stoiqei¸dec m koc tou E3 se kampulìgrammec suntetag-
mènec.

'Estw (y1, y2, y3) kai (y1 + dy1, y2 + dy2, y3 + dy3) na eÐnai oi orjog¸niec
kartesianèc suntetagmènec dÔo shmeÐwn P kai Q antÐstoiqa kai ds na eÐnai h
apìstash metaxÔ touc. Tìte

(ds)2 = [(y1 + dy1)− y1]2 + [(y2 + dy2)− y2]2 + [(y3 + dy3)− y3]2

= (dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2

dyidyi (1)

i = 1, 2, 3
Epeid  yi eÐnai sunart seic twn kampulìgrammwn suntetagmènwn xi, è-

qoume

dyi =
∂yi

∂xp
dxp

Epomènwc h (1) mporeÐ na grafeÐ wc
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(ds)2 =
∂yi

∂xp
dxp ∂yi

∂xq
dxq

=
∂yi

∂xp

∂yi

∂xq
dxpdxq =

∂yp

∂xi

∂yp

∂xj
dxidxj

= gijdxidxj (2)

ìpou

gij =
∂yp

∂xi

∂yp

∂xj
(3)

Epeid  to (ds)2 eÐnai èna analloÐwto kai to di�nusma dxi eÐnai aujaÐreto,
èpetai apì th (2) ìti o gij eÐnai ènac (0,2) tanust c. EpÐshc apì thn (3)
èqoume gij = gji dhlad  o tanust c gij eÐnai summetrikìc. To stoiqei¸dec
m koc tou E3 se ìrouc kampulìgrammwn suntetagmènwn dÐnetai ètsi apì th
(2).

ShmeÐwsh. An dhl¸soume to |gij| me g, tìte to g eÐnai jetikì, diìti h
tetragwnik  morf  gijdxidxj eÐnai jetik� orismènh. H t�xh tou pÐnaka (gij)
eÐnai ètsi 3. 'Ara mporoÔme na prosdiorÐsoume tic posìthtec gij wc akoloÔ-
jwc: (Dec Kef�laio II)

gij =
el�ssona upoorÐzousa tou gij sthn |gij|

g
(4)

Epomènwc o gij eÐnai ènac summetrikìc (2,0) tanust c suzug c ston gij.
O tanust c gij paÐzei shmantikì rìlo gia thn paragwg  metrik¸n idiot twn

tou q¸rou E3.

V I.2 M koc enìc dianÔsmatoc tou E3 se kampulìgrammec sunte-
tagmènec

'Estw ìti to Ai eÐnai èna antalloÐwto di�nusma se èna kampulìgrammo
sÔsthma suntetagmènwn. Tìte to m koc A tou dianÔsmatoc prosdiorÐzetai
apì th morf :

A = (gijA
iAj)

1
2 (2)

MonadiaÐo di�nusma: 'Ena di�nusma tou opoÐou to m koc eÐnai 1 kaleÐ-
tai monadiaÐo di�nusma.
Apì thn (2) thc V I.2 èqoume

1 = gij
dxi

ds

dxj

ds
(3)
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'Epetai ìti apì thn (3) ìti to dxi

ds
eÐnai èna antalloÐwto di�nusma, epeid 

to gij eÐnai ènac (0, 2) tanust c kai 1 eÐnai èna analloÐwto. 'Ara an gr�youme
vi = dxi

ds
, tìte h (3) mporeÐ na grafeÐ wc

gijv
ivj = 1

Epomènwc to vi = dxi

ds
eÐnai èna monadiaÐo di�nusma.

V I.3 H gwnÐa metaxÔ dÔo dianusm�twn tou E3 se èna kampulì-
grammo sÔsthma suntetagmènwn
An Ai kai Bi eÐnai dÔo antalloÐwta dianÔsmata, tìte h gwnÐa θ metaxÔ touc
prosdiorÐzetai apì ton akìloujo tÔpo:

cosθ =
gijA

iBj√
gijAiAj

√
gijBiBj

(1)

An Ai kai Bi eÐnai dÔo sunalloÐwta dianÔsmata, tìte h gwnÐa θ metaxÔ
touc prosdiorÐzetai apì ton tÔpo

cosθ =
gijAiBj√

gijAiAj

√
gijBiBj

(2)

GwnÐa metaxÔ dÔo kateujÔnsewn se èna shmeÐo:

An x1, x2, x3 eÐnai kampulìgrammec suntetagmènec enìc shmeÐou P kai
ti = dxi

ds
, i = 1, 2, 3 tìte to monadiaÐo di�nusma ti orÐzetai na eÐnai mÐa kateÔ-

junsh tou shmeÐou P .

'Etsi an ti kai t
′i eÐnai dÔo kateujÔnseic enìc dosmènou shmeÐou, tìte h

gwnÐa θ metaxÔ touc dÐnetai apì to

cosθgijt
it

′i (1)

(apì thn (1) )

V I.4 M kh stoiqeÐwn tìxwn kat� m koc suntetagmènwn kampÔ-
lwn

To stoiqeÐo m kouc tou E3 se kampulìgrammec suntetagmènec dÐnetai apì
to

ds2 = gijdxidxj (1)
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ìpou,

gij =
∂yp

∂xi

∂yp

∂xj
(2)

'Estw ds1 na dhl¸nei to stoiqeÐo tìxou kat� m koc mÐac x1 kampÔlhc sto
P (x1, x2, x3). Tìte to ds1 lamb�netai apì thn (1) paÐrnontac to x2 = stajerì
kai to x3 = stajerì. Epomènwc dx2 = 0, dx3 = 0. Epomènwc, apì thn (1)
paÐrnoume

(ds1)
2 = g11dx1dx1 ( ∵ oi �lloi ìroi eÐnai mhdèn)

= g11(dx1)2

'Etsi ds1 =
√

g11dx1 (3)
ParomoÐwc ds2 =

√
g22dx2 (4)

kai ds3 =
√

g33dx3 (5)
Aut� eÐnai ta zhtoÔmena m kh

V I.5 GwnÐec metaxÔ twn suntetagmènwn kampÔlwn se èna shmeÐo

Ac jewr soume treic kateujÔnseic ti1, t
i
2, t

i
3 se èna shmeÐo P (x1, x2, x3) pou

dÐnetai wc akoloÔjwc:

ti1 =

(
dx1

ds1

, 0, 0

)
ti2 =

(
0,

dx2

ds2

, 0

)
ti3 =

(
0, 0,

dx3

ds3

)
Tìte k�je èna apì ta dianÔsmata ti1, t

i
2, t

i
3 eÐnai èna monadiaÐo di�nusma ka-

teujunìmeno kat� m koc twn efaptomènwn stic x1, x2, x3 kampÔlec sto shmeÐo
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P antÐstoiqa.
Dhl¸nete th gwnÐa metaxÔ twn x1 kai x2 kampÔlwn me θ1, h gwnÐa metaxÔ twn
x2 kai x3 kampÔlwn me θ2 kai aut  metaxÔ twn x3 kai x1 kampÔlwn me θ3.
Tìte cosθ1 = gijt

i
1t

j
2 (apì thn (3) thc V I.3)

g12t
1
1t

2
2

(∵ oi �lloi ìroi sth dexi� pleur� eÐnai mhdèn)

g12
dx1

ds1

dx2

ds2

=
g12

ds1ds2

dx1dx2 =
g12√

g11dx1
√

g22dx2
dx1dx2

(apì tic (3),(4) thc V I.4)

=
g12√
g11g22

(1)

ParomoÐwc

cosθ2 =
g23√
g22g33

(2)

kai
cosθ3 =

g31√
g33g11

(3)

V I.6 Orjog¸nio kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn

Sto kef�laio V èqei deiqjeÐ ìti ta kulindrik� polik� kai ta sfairik� po-
lik� sust mata suntetagmènwn eÐnai orjog¸nia. Gia na p�roume mÐa ap�nthsh,
pr¸ta orÐzoume èna orjog¸nio kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn.

Orismìc: 'Ena kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn lègetai ìti eÐnai
orjog¸nio an oi suntetagmènec kampÔlec tou sust matoc se k�je shmeÐo eÐnai
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amoibaÐa orjog¸niec.

Sto tèloc thc V I.1 èqei protajeÐ ìti o tanust c gij paÐzei shmantikì rìlo
sthn paragwg  metrik¸n idiot twn tou q¸rou E3.

O rìloc pou paÐzei o gij sthn paragwg  mÐac anagkaÐac kai ikan c sun-
j khc gia èna kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn gia na eÐnai orjog¸nio,
ja katanohjeÐ apì to akìloujo je¸rhma.
Je¸rhma 1. MÐa anagkaÐa kai ikan  sunj kh ¸ste èna kampulìgrammo
sÔsthma suntetagmènwn orismèno se mÐa perioq  R tou E3 na eÐnai orjog¸nio
eÐnai gij = 0 gia i 6= j se k�je shmeÐo tou R.

Apìdeixh. Xèroume ìti an θ1 eÐnai h gwnÐa metaxÔ twn x1 kai x2 kampÔlwn,
θ2 eÐnai h gwnÐa metaxÔ twn x2 kai x3 kampÔ-
lwn kai θ3 aut  metaxÔ twn x3 kai x1 kampÔlwn, tìte

cosθ1 =
g12√
g11g22

(2)

cos θ2 =
g23√
g22g33

(2)

kai
cosθ3 =

g31√
g33g11

(3)

Pr¸ta upojètoume ìti èna kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn eÐnai
orjog¸nio.

Tìte k�je èna apì ta θ1, θ2, θ3 eÐnai π
2
. Sumperasmatik� cosθ1 = 0,cosθ2 =

0 kai cosθ3 = 0.

Apì tic (1),(2) kai (3) èqoume

g12 = 0, g23 = 0, g31 = 0

Epomènwc, gij = 0, gia i 6= j gia k�je shmeÐo thc R.

Tìte apì tic (1),(2) kai (3) èqoume

cosθ1 = 0, cosθ2 = 0, kaicosθ3 = 0
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dhlad  oi suntetagmènec kampÔlec eÐnai amoibaÐa orjog¸niec se k�je
shmeÐo P thc R�

ShmeÐwsh. Se k�je èna apì ta kulindrik� kai sfairik� sust mata su-
ntetagmènwn gij = 0 gia i 6= j. Epomènwc apì to parap�nw je¸rhma k�je
èna apì ta dÔo aut� sust mata eÐnai orjog¸nio. Autì èqei  dh apodeiqjeÐ
sto kef�laio V .

V I.7 Bajmwtì ginìmeno, dianusmatikì ginìmeno kai miktì ginìmeno
dianusm�twn sth dianusmatik  an�lush tou E3 me anafor� èna ka-
mpulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn.

Gia touc jewroÔmenouc orismoÔc se aut  thn par�grafo ta dianÔsmata
jewroÔntai ìti èqoun to Ðdio arqikì shmeÐo.

Bajmwtì ginìmeno:

To bajmwtì ginìmeno dÔo dianusm�twn α kai β dhl¸netai apì to α ·β kai
orÐzetai apì ton tÔpo

α · β = β · α = |α||β|cosθ (1)

ìpou |α| kai |β| eÐnai ta m kh twn dianusm�twn α kai β antÐstoiqa kai θ
eÐnai h gwnÐa metaxÔ touc.

Dianusmatikì ginìmeno:

To dianusmatikì ginìmeno dÔo dianusm�twn α kai β, dhl¸netai apì to
α × β, eÐnai apì mìno tou èna di�nusma, k�jeto sta dianÔsmata α kai β pou
èqei m koc Ðso me to embadìn parallhlogr�mmou pou sqhmatÐzetai apì ta
dianÔsmata. Epiplèon ta dianÔsmata, α, β kai α × β sqhmatÐzoun èna de-
xiìstrofo sÔsthma. 'Etsi

α× β = −β × α kai |α× β| = |α||β|sinθ (2)

Miktì ginìmeno tri¸n dianusm�twn:
To miktì ginìmeno   bajmwtì triplì ginìmeno tri¸n prosanatolismènwn

dianusm�twn α, β, γ dhl¸netai apì to α · (β × γ), orÐzetai na eÐnai o ìgkoc
parallhlepipèdou pou sqhmatÐzetai apì aut� ta dianÔsmata.

'Etsi an V eÐnai o ìgkoc, tìte
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V = α · (β × γ) = β · (γ × α) = γ · (α× β) =

= −α · (γ × β) = −β · (α× γ) = −γ · (β × α) (3)

V I.8H Laplasian  eÐnai mÐa analloÐwth se kulindrik� polik� kai
sfairik� polik� sust mata suntetagmènwn

Sto kef�laio V oi ekfr�seic thc bajmÐdac enìc bajmwtoÔ pedÐou èqoun
lhfjeÐ se kulindrikèc polikèc kai sfairikèc polikèc suntetagmènec.
Kaj¸c h laplassian  enìc analloÐwtou eÐnai eurèwc efarmìsimh sth majh-
matik  fusik , se aut  thn par�grafo ja l�boume tic ekfr�seic gia autì se
dÔo eidik� kampulìgramma sust mata suntetagmènwn, dhlad  ta kulindrik�
kai ta sfairik�. Kaj¸c to k�noume autì ja qrhsimopoi soume thn èkfrash
gia th Laplasian  enìc analloÐwtou se Riemannian q¸ro V3.

I. Laplasian  enìc analloÐwtou se kulindrikèc suntetagmènec:
EÐnai gnwstì ìti se èna q¸ro Riemann V3 me stoiqeÐo m kouc ds2 = gijdxidxj,
h Laplasian  enìc analloÐwtou φ dhl¸netai me ∇2φ kai dÐnetai apì ton
akìloujo tÔpo:

∇2φ =
1
√

g

∂

∂xk

(
√

ggkj
∂φ

∂xj

)
(dec thn 3.60) Ston E3, to stoiqeÐo m kouc se kulindrikèc suntetagmènec
x1, x2, x3 dÐnetai apì to

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

'Etsi èqoume g11 = 1,g22 = (x1)2,g33 = 1 kai gij = 0, i 6= j.

'Ara

g =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 (x1)2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (x1)2

'Etsi
√

g = x1.
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Epomènwc g11 = 1,g22 = 1
(x1)2

, g33 = 1 kai gij = 0i 6= j.

Epomènwc

∇2φ =
1

x1

∂

∂xk

(
x1gkj ∂φ

∂xj

)
=

1

x1

∂

∂x1

(
x1g1j ∂φ

∂xj

)
+

+
1

x1

∂

∂x2

(
x1g2j ∂φ

∂xj

)
+

1

x1

∂

∂x3

(
x1g3j ∂φ

∂xj

)
=

=
1

x1

∂

∂x1

(
x1g11 ∂φ

∂x1

)
+

1

x1

∂

∂x2

(
x1g22 ∂φ

∂x2

)
+

1

x1

∂

∂x3

(
x1g33 ∂φ

∂x3

)

=
1

x1

∂

∂x1

(
x1 ∂φ

∂x1

)
+

1

x1

∂

∂x2

(
x1 1

(x1)2

∂φ

∂x2

)
+

1

x1

∂

∂x3

(
x1 ∂φ

∂x3

)
=

=
1

x1

[
∂φ

∂x1
+ x1 ∂2φ

∂(x1)2

]
+

1

x1

1

x1

∂2φ

∂(x2)2
+

∂2φ

∂(x3)2

∂2φ

∂(x1)2
+

1

(x1)2

∂2φ

∂(x2)2
+

∂2φ

∂(x3)2
+

1

x1

∂φ

∂x1
(1)

Aut  eÐnai h zhtoÔmenh èkfrash.

II. Laplasian  enìc analloÐwtou se sfairikèc suntetagmènec:

Ston E3 to stoiqeÐo m kouc se sfairikèc suntetagmènec x1, x2, x3 dÐnetai
apì

(ds)2 = (dx1)2 + (x1)2(dx2)2 + (x1sinx2)2(dx3)2

'Etsi, se aut  thn perÐptwsh g11 = 1, g22 = (x1)2, g33 = (x1sinx2)2

gij = 0, i 6= j

'Ara

|gij| =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 (x1)2 0
0 0 (x1sinx2)2

∣∣∣∣∣∣ = (x1)4(sinx2)2

'Etsi,
√

g = (x1)2sinx2

Epomènwc

g11 =
(x1)4(sinx2)2

(x1)4(sinx2)2
= 1
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g22 =
(x1sinx2)2

(x1)4(sinx2)2
=

1

(x1)2

g33 =
(x1)2

(x1)4(sinx2)2
=

1

(x1sinx2)2

kai gij = 0, i 6= j.
'Etsi se aut  thn perÐptwsh

∇2φ =
1
√

g

[
∂

∂x1

(
√

gg11 ∂φ

∂x1

)
+

+
∂

∂x2

(
√

gg22 ∂φ

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
√

gg33 ∂φ

∂x3

)]
=

=
1

(x1)2sinx2

[
∂

∂x1

{
(x1)2sinx2g11 ∂φ

∂x1

}
+

+
∂

∂x2

{
(x1)2sinx2g22 ∂φ

∂x2

}
+

∂

∂x3

{
(x1)2sinx2g33 ∂φ

∂x3

}]
=

=
1

(x1)2sinx2

[
∂

∂x1

{
(x1)2sinx2 ∂φ

∂x1

}
+

+
∂

∂x2

{
(x1)2sinx2 1

(x1)2

∂φ

∂x2

}
+

∂

∂x3

{
(x1)2sinx2 1

(x1sinx2)2

∂φ

∂x3

}]
=

=
1

(x1)2sinx2

[
2(x1)sinx2 ∂φ

∂x1
+ (x1)2sinx2 ∂2φ

∂(x1)2
+

+ cos x2 ∂φ

∂x2
+ sinx2 ∂2φ

∂(x2)2
+

1

(x1sinx2)2

∂2φ

∂(x3)2

]
=

=
2

x1

∂φ

∂x1
+

∂2φ

∂(x1)2
+

1

(x1)2
cotx2 ∂φ

∂x2
+

1

(x1)2

∂2φ

∂(x2)2
+

+
1

(x1sinx2)2

∂2φ

∂(x3)2

=
∂2φ

∂(x1)2
+

1

(x1)2

∂2φ

∂(x2)2
+

1

(x1sinx2)2

∂2φ

∂(x3)2
+

2

x1

∂φ

∂x1
+

+
1

(x1)2
cotx2 ∂φ

∂x2
(2)

Aut  eÐnai h zhtoÔmenh èkfrash.
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ShmeÐwsh. Oi metrikèc idiìthtec tou E3 prosdiorÐzontai pl rwc apì ton
tanust  gij dosmèno apì thn (3) thc V I.1. Epomènwc autìc kaleÐtai metrikìc
tanust c tou E3 se kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn kai o tanust c
gij dosmènoc apì thn (4) thc V I.1 kaleÐtai suzug c metrikìc tanust c sto
sÔsthma. Epiplèon, h deuterob�jmia morf  ds2 = gijdxidxj kaleÐtai deute-
rob�jmia jemeli¸dhc morf  tou E3 stic kampulìgrammec suntetagmènec.

V I.9 Sun jhc dianusmatik  an�lush ston E3, anafe-
rìmenh se èna kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn

Stic paragr�fouc V.7 me V.9 tou kefalaÐou V èqoun melethjeÐ merik�
jèmata thc sun jouc dianusmatik c an�lushc tou E3 anaferìmena sta kulin-
drik� kai sfairik� sust mata suntetagmènwn. Se aut  thn par�grafo mele-
toÔme merik� jèmata thc sun jouc dianusmatik c an�lushc tou E3 anafe-
rìmena se èna kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn. To antikeÐmeno autì
eÐnai na deÐxei pwc k�poia apotelèsmata thc dianusmatik c an�lushc tou E3

anaferìmena se kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn mporeÐ na apodojeÐ
sth gl¸ssa kai to sumbolismì thc sun jouc dianusmatik c an�lushc tou E3

pou anafèretai se èna kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn.

B�sh enìc kampulìgrammou sust matoc suntetagmènwn:

Sth sun jh dianusmatik  an�lush ta dianÔsmata orÐzontai san tm ma-
ta gramm c me kateÔjunsh. Tètoia dianÔsmata lègontai eleÔjera dianÔsma-
ta. An upojèsoume ìti ìla aut� ta dianÔsmata èqoun to Ðdio arqikì shmeÐo
O, tìte k�je tètoio di�nusma α mporeÐ na ekfrasteÐ monadik� sth morf 
α = x1i + y1j + z1k ìpou x1, y1, z1 kaloÔntai oi suntetagmènec tou dianÔ-
smatoc se sqèsh me ta dianÔsmata i, j, k ta opoÐa lègetai ìti sqhmatÐzoun mÐa
b�sh tou orjog¸nio kartesianoÔ sust matoc suntetagmènwn me to O gia ar-
q . To er¸thma pou prokÔptei t¸ra eÐnai kat� pìso gia èna tètoio di�nusma
thc sun jouc dianusmatik c an�lushc mÐa parìmoia kat�stash isqÔei sthn
perÐptwsh enìc kampulìgrammou sust matoc suntetagmènwn.

H ap�nthsh se autì to shmantikì er¸thma ja lhfjeÐ apì thn akìloujh
suz thsh.

'Estw ìti r eÐnai to di�nusma jèshc enìc shmeÐou P (y1, y2, y3) anafe-
rìmeno sthn arq  O enìc orjog¸niou kartesianoÔ sust matoc suntetagmè-
nwn kai (x1, x2, x3) na eÐnai oi kampulìgrammec suntetagmènec tou. Dhl¸ste
ta monadiaÐa dianÔsmata kat� m koc twn OY 1, OY 2, OY 3 me b1, b2, b3 antÐ-
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stoiqa 1

Tìte mporoÔme na ekfr�soume to di�nusma r wc akoloÔjwc:

r = y1b1 + y2b2 + y3b3 (1)

Ta dianÔsmata b1, b2, b3 eÐnai anex�rthta twn x1, x2, x3, all� ta y1, y2, y3

eÐnai sunart seic twn x1, x2, x3. Epeid  kat� m koc thc x1 kampÔlhc ta x2

kai x3 eÐnai stajerèc, èpetai apì thn (1) ìti kat� m koc thc x1 kampÔlhc to
r eÐnai mÐa sun�rthsh tou x1 mìno. Epomènwc to ∂r

∂x1 eÐnai èna efaptìmeno
di�nusma sthn x1 kampÔlh sto P . ParomoÐwc to ∂r

∂x2 eÐnai èna efaptìmeno
di�nusma sthn x2 kampÔlh sto P kai to ∂r

∂x3 eÐnai èna efaptìmeno di�nusma
sthn x3 kampÔlh sto P (dec eikìna).

Dhl¸noume ta dianÔsmata ∂r
∂x1 , ∂r

∂x2 , ∂r
∂x3 me α1,α2,α3, antÐstoiqa.

Shmei¸netai ìti k�je di�nusma α sto P mporeÐ na anaparastajeÐ me th morf 

α = A1α1 + A2α2 + A3α3 (2)

ìpou ta A1, A2, A3 eÐnai kat�llhla bajmwt� (dec thn epìmenh eikìna).

1Gia ta monadiaÐa dianÔsmata kat� m koc twn axìnwn èqoume qrhsimopoi sei touc sunal-
loÐwtouc sumbolismoÔc, antÐ gia i, j, k. O lìgoc dÐnetai sto tèloc aut c thc paragr�fou.
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Me b�sh th (2), ta α1,α2,α3 lègetai ìti kataskeu�zoun mÐa b�sh enìc
kampulìgrammou sust matoc suntetagmènwn kai ta α1,α2,α3 kaloÔntai di-
anÔsmata b�shc.
'Etsi apì aut  th suz thsh paÐrnoume mÐa katafatik  ap�nthsh sthn er¸thsh
pou anèkuye sthn arq  aut c thc paragr�fou.
O lìgoc gia th qr sh tou sunalloÐwtou sumbolismoÔ αi gia th b�sh dianu-
sm�twn ∂r

∂x1 ja dojeÐ t¸ra.

Apì thn (1) èqoume dr = bidyi (3)
EpÐshc dr = ∂r

∂xj dxj (4)

Apì tic (3) kai (4) paÐrnoume

∂r

∂xj
dxj = bidyi = bi

∂yi

∂xj
dxj =

(
∂r

∂xj
− bi

∂yi

∂xj

)
dxj = 0 (5)

Epeid  h (5) isqÔei gia ìla ta dxj paÐrnoume

∂r

∂xj
− bi

∂yi

∂xj
= 0

 
∂r

∂xj
= bi

∂yi

∂xj

Apì thn (6) blèpoume ìti ta dianÔsmata b�shc bi kai ∂r
∂xj metasqhmatÐzo-

ntai sÔmfwna me to nìmo metasqhmatismoÔ twn sunalloÐwtwn dianusm�twn.
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Aut  eÐnai h aitÐa gia th qr sh tou sunalloÐwtou sumbolismoÔ bi gia ta
i, j, k kai αi gia to ∂r

∂xi .

V I.10 AntÐstrofh b�sh enìc kampulìgrammou sust matoc su-
ntetagmènwn.

Gia thn epijumht  ermhneÐa k�poiwn apotelesm�twn thc tanustik c an�lu-
shc ston E3 me anafor� èna kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn, eÐnai
aparaÐthto na eis�goume par�llhla me mÐa b�sh enìc tètoiou sust matoc thn
ènnoia thc antÐstrofhc b�shc thc.

H antÐstrofh b�sh mÐac b�shc α1, α2, α3 apoteleÐtai apì trÐa dianÔsmata
α1, α2, α3 orÐzetai wc akoloÔjwc:

α1 =
α2 × α3

α1 · (α2 · α3)
, α2 =

α3 × α1

α1 · (α2 × α3)
, α3 =

α1 × α2

α1 · (α2 × α3)
(1)

Apì thn (1) èpetai ìti to α1 · α1 = α1·(α2×α3)
α1·(α2×α3)

= 1

ParomoÐwc, α2 · α3 = 0,α3 × α1 = 0,α3 · α2 = 0,α1 · α2 = 0, α1 · α3 = 0.

'Etsi èqoume
α1 · α1 = α2 · α2 = α3 · α3 = 1 (2)

kai

α1 · α2 = α1 · α3 = α2 · α1 = α2 · α3 = α3 · α1 = α3 · α2 = 0 (3)

MporoÔme na ekfr�soume tic (2) kai (3) me thn apl  sqèsh

ai · ak = δk
i (4)

Ta dianÔsmata α1, α2, α3 eÐnai mh sunepÐpeda. T¸ra ja deÐxoume ìti ta
dianÔsmata α1, α2, α3 eÐnai epÐshc. Autì ja gÐnei wc akoloÔjwc:

H sqèsh (6) thc V I.9 mporeÐ na grafeÐ wc

αj =
∂yi

∂xj
bi
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'Ara

α2 =
∂yi

∂x2
bi

kai

α3 =
∂yj

∂x3
bj

'Etsi

α2 × α3 =
∂yi

∂x2

∂yj

∂x3
bi × bj

EpÐshc

α1 · (α2 × α3) =
∂yi

∂x2

∂yj

∂x3

∂yp

∂x1
bp · (bi × bj)

bp · (bi × bj)
∂yp

∂x1

∂yi

∂x2

∂yj

∂x3

 

α1 · (α2 × α3) = bi · (bj × bk)
∂yi

∂x1

∂yj

∂x2

∂yk

∂x3
(5)

(Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec p, i, j kai i, j, k antÐstoiqa)

'Estw ìti to V dhl¸nei ton ìgko enìc parallhlepipèdou pou kataskeu�ze-
tai apì ta dianÔsmata α1, α2, α3 kai to V ′ dhl¸nei ton ìgko tou parallh-
lepipèdou pou kataskeu�zetai apì ta dianÔsmata b1, b2, b3. Tìte apì thn (3)
thc V I.7 èqoume V = α1 · (α2 × α3) kai V ′ = b1 · (b2 × b3). All� h (5) mporeÐ
na grafeÐ wc

V = eijk
∂yi

∂x1

∂yj

∂x2

∂yk

∂x3
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂y1

∂x1
∂y2

∂x1
∂y3

∂x1

∂y1

∂x2
∂y2

∂x2
∂y3

∂x2

∂y1

∂x3
∂y2

∂x3
∂y3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣
(apì thn (1.19) tou kefalaÐou I)

Epomènwc

V 2 =

∣∣∣∣∣∣∣
∂y1

∂x1
∂y2

∂x1
∂y3

∂x1

∂y1

∂x2
∂y2

∂x2
∂y3

∂x2

∂y1

∂x3
∂y2

∂x3
∂y3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

∂y1

∂x1
∂y2

∂x1
∂y3

∂x1

∂y1

∂x2
∂y2

∂x2
∂y3

∂x2

∂y1

∂x3
∂y2

∂x3
∂y3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∂yp

∂x1
∂yp

∂x1
∂yp

∂x1
∂yp

∂x2
∂yp

∂x1
∂yp

∂x3

∂yp

∂x2
∂yp

∂x1
∂yp

∂x2
∂yp

∂x2
∂yp

∂x2
∂yp

∂x3

∂yp

∂x3
∂yp

∂x1
∂yp

∂x3
∂yp

∂x2
∂yp

∂x3
∂yp

∂x3

∣∣∣∣∣∣ (ta p ajroÐzontai)
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=

∣∣∣∣∣∣
g11 g12 g12

g21 g22 g23

g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣ =

= |gij| = g

Epomènwc V =
√

g(∵ g > 0)

'Etsi paÐrnoume α1 · (α2 × α3) =
√

g

EpÐshc apì thn (1)

α1 · (α2 × α3) =
1
√

g
(6)

'Ara h α1 · (α2 × α3) 6= 0

Epomènwc ta dianÔsmata α1, α2, α3 eÐnai mh sunepÐpeda.

Epomènwc, oiod pote di�nusma α se èna shmeÐo P mporeÐ na ekfrasteÐ sth
morf 

α = A1α
1 + A2α

2 + A3α
3 (7)

ìpou A1, A2, A3 eÐnai kat�llhla bajmwt�.

Q�rin thc (7) oi α1, α2, α3 lègetai ìti kataskeu�zoun �llh mÐa b�sh enìc
kampulìgrammou sust matoc suntetagmènwn to opoÐo kaleÐtai h antÐstrofh
b�sh thc b�shc pou kataskeu�zetai apì ta α1, α2, α3 kai α1, α2, α3 kaloÔntai
ta antÐstrofa dianÔsmata b�shc.

V I.11 AntalloÐwtec kai sunalloÐwtec sunist¸sec enìc dianÔ-
smatoc α tou E3

Apì thn (2) thc V I.9 kai thn (7) thc V I.10 èqoume

α = Aiαi (1)

kai
α = Aiα

i (2)
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Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc (1) bajmwt� me aj paÐrnoume
α · αj = Aiαi · αj  . α · αj = Aiδj

i (apì thn (4) thc V I.10 ) ) .

= Aj

Epomènwc,
Aj = α · αj (3)

EpÐshc pollaplasi�zontac amfìterec tic pleurèc thc (2) bajmwt� me aj,
paÐrnoume

α · αj = Aia
i · aj = Aiδ

i
j (apì thn (4) thc V I.10 ) )

= Aj

'Ara
Aj = α · αj (4)

Oi posìthtec Aj kai Aj kaloÔntai antalloÐwtec kai sunalloÐwtec sunist¸-

sec antÐstoiqa tou dianÔsmatoc α.

'Etsi blèpoume ìti sth sun jh dianusmatik  an�lush tou E3 pou anafère-
tai se èna kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn èna di�nusma mporeÐ na
èqei antalloÐwtec kai sunalloÐwtec sunist¸sec twn opoÐwn h morf  sqetÐze-
tai me th b�sh kai h teleutaÐa me thn antÐstrofh b�sh tou kampulìgrammou
sust matoc suntetagmènwn.

T¸ra mporeÐ na tejeÐ to er¸thma an eÐnai dunatìn na p�roume th b�sh
twn dianusm�twn enìc kampulìgrammou sust matoc suntetagmènwn an h a-
ntÐstrofh b�sh dianusm�twn eÐnai gnwst  kai an eÐnai dunatìn, pwc mporoÔme
na tic p�roume. To akìloujo je¸rhma eÐnai qr simo gia na p�roume mÐa
ap�nthsh.

Je¸rhma 2 An αi eÐnai mÐa b�sh enìc kampulìgrammou sust matoc su-
ntetagmènwn ston E3 kai gij eÐnai o metrikìc tanust c tou E3 se autì to
sÔsthma tìte

gij = αi · αj

Apìdeixh. 'Estw r to di�nusma jèshc enìc shmeÐou P tou opoÐou oi kampulì-
grammec suntetagmènec eÐnai x1, x2, x3 kai oi orjog¸niec kartesianèc sunte-
tagmènec eÐnai y1, y2, y3
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Tìte r = y1b1 + y2b2 + y3b3

Epomènwc to dr = dy1b1 + dy2b2 + dy3b3

'Epomènwc, dr · dr = (dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2 = (ds)2

'Etsi
(ds)2 = dr · dr (5)

EpÐshc

dr =
∂r

∂xi
dxi

'Ara h (5) mporeÐ na grafeÐ wc

(ds)2 =

(
∂r

∂xi
dxi

) (
∂r

∂xj
dxj

)

=

(
∂r

∂xi
· ∂r

∂xj

)
dxidxj

= αiαjdxidxj (6)

EpÐshc xèroume ìti

(ds)2 =
∂yp

∂xi

∂yp

∂xj
dxidxj (7)

Apì tic (6) kai (7) èqoume

∂yp

∂xi

∂yp

∂xj
= αi · αj

 

gij = αi · αj�

To epìmeno je¸rhma deÐqnei to rìlo tou metrikoÔ tanust  gij sthn exa-
sf�lish mÐac ap�nthshc sto parap�nw shmeiwjèn er¸thma.

Er¸thma 3. An αi eÐnai mÐa b�sh kai ai mÐa antÐstrofh b�sh enìc ka-
mpulìgrammou sust matoc suntetagmènwn, tìte

αi = gikα
k
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Apìdeixh. Apì th stigm  pou to αi eÐnai mÐa b�sh, to di�nusma αi mporeÐ
na ekfrasteÐ san ènac grammikìc sunduasmìc tou αi.

'Estw
α1 = A1α

1 + A2α
2 + A3α

3 (8)

Tìte to α1 · α1 = A1α
1 · α1 + A2α

2 · α1 + A3α
3 · α1

 ,
g11 = A1

(apì to J.(2) kai (4) thc V I.10)

ParomoÐwc, g12 = A2 kai g13 = A3

Dhlad 
α1 = g11α

1 + g12α
2 + g13α

3 (9)

ParomoÐwc paÐrnoume

α2 = g21α
1 + g22α

2 + g23α
3 (10)

kai
α3 = g31α

1 + g32α
2 + g33α

3 (11)

MporoÔme na ekfr�soume tic (9),(10) kai (11) sth sumpag  morf 

αi = gi1α
1 + gi2α

2 + gi3α
3

 
αi = gikα

k�

To epìmeno je¸rhma deÐqnei pwc o suzug c metrikìc tanust c gij parèqei
èna trìpo gia na l�boume thn antÐstrofh b�sh dianusm�twn apì th b�sh di-
anusm�twn.

Je¸rhma 4. αi = gikαk

g11α
1 + g12α

2 + g13α
3 = α1

g21α
1 + g22α

2 + g23α
3 = α2

g31α
1 + g32α

2 + g33α
3 = α3
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Apì th stigm  pou to |gij| 6= 0 to parap�nw sÔsthma exis¸sewn mporeÐ
na lujeÐ gia ta α1, α2, α3 me ton kanìna Cramer wc akoloÔjwc:

α1∣∣∣∣∣∣
α1 g12 g12

α2 g22 g23

α3 g32 g33

∣∣∣∣∣∣
=

α2∣∣∣∣∣∣
g11 α1 g13

g21 α2 g23

g31 α3 g33

∣∣∣∣∣∣
=

α3∣∣∣∣∣∣
g11 g12 α1

g21 g22 α2

g31 g32 α3

∣∣∣∣∣∣
=

1∣∣∣∣∣∣
g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣
Epomènwc

α1 =

∣∣∣∣∣∣
g11 α1 g13

g21 α2 g23

g31 α3 g33

∣∣∣∣∣∣
g

ìpou g = |gij|

= α1g
11 + α2g

21 + α3g
31 (12)

ParomoÐwc
α2 = α1g

12 + α2g
22 + α3g

32 (13)

kai
α3 = α1g

13 + α2g
23 + α3g

33 (14)

MporoÔme na ekfr�soume tic (12),(13) kai (14) sthn akìloujh sumpag 
morf 

αi = gikαk�

Pìrisma. αi · αj = gij

Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc bajmwt� me αj paÐrnoume

αi · αj = gikαk · αj =

= gikδj
k(apì thn (4)thc V I.10)

= gij�

V I.12 TÔpoi gia to metasqhmatismì antalloÐwtwn sunistws¸n
enìc dianÔsmatoc stic sunalloÐwtec sunist¸sec tou kai antÐstrofa
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Se aut  thn par�grafo ja deÐxoume pwc me th bo jeia twn metrik¸n
tanust¸n gij kai gij mporoÔme na p�roume tic sunalloÐwtec sunist¸sec enìc
dianÔsmatoc apì tic antalloÐwtec sunist¸sec tou kai antistrìfwc.

Apì thn (3) thc V I.11 èqoume Ak = α · αk

'Ara
gikA

k = gik(α · αk) = α · (gikα
k)

= α · αi(apì to Je¸rhma 3)

= Ai(Apì thn (4) thc V I.11)

'Etsi
gikA

k = Ai (1)

EpÐshc apì thn (4) thc V I.11 èqoume Ak = α · αk

Epomènwc
gikAk = gik(α · αk) = α · (gikαk)

= α · αi(apì to Je¸rhma 4)

= Ai(Apì thn (3) thc V I.11)

'Etsi
gikAk = Ai (2)

'Etsi apì ton tÔpo (1) mporoÔme na p�roume tic sunalloÐwtec suni-
st¸sec enìc dianÔsmatoc apì tic antalloÐwtec sunist¸sec tou kai apì ton
tÔpo (2)mporoÔme na p�roume tic antalloÐwtec sunist¸sec enìc dianÔsmatoc
apì tic sunalloÐwtec sunist¸sec tou.

V I.13 Fusikèc sunist¸sec enìc dianÔsmatoc α anaferìmenec se
kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn.

Sth sun jh dianusmatik  an�lush tou E3 oi probolèc enìc dianÔsmatoc
stouc �xonec enìc orjog¸niou kartesianoÔ sust matoc suntetagmènwn kaloÔ-

ntai oi fusikèc tou sunist¸sec. Sth sun jh dianusmatik  an�lush tou
E3 pou anafèretai se èna kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn, oi fusikèc
sunist¸sec enìc dianÔsmatoc α sqetik� me tic suntetagmènec kampÔlec xi tou
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sust matoc ja dhl¸nontai me A(i) kai prosdiorÐzontai wc akoloÔjwc:

A(i) =
α · αi

|αi|
(1)

To akìloujo je¸rhma egkajidrÔei th sqèsh metaxÔ twn fusik¸n, a-
ntalloÐwtwn kai sunalloÐwtwn sunistws¸n enìc dianÔsmatoc α se èna ka-
mpulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn.

Je¸rhma 5. An A(i), A
i kai Ai dhl¸noun tic fusikèc, antalloÐwtec kai

sunalloÐwtec sunist¸sec enìc dianÔsmatoc α, tìte

A(i) =
Ai√
gii

=
gikA

k

√
gii

Apìdeixh. Apì ton orismì èqoume

A(i) =
ααi

|αi|
=

Ai

|αi|
(apì thn (4) thc V I.11 )

=
Ai√
gii

(2)

(∵ gii = αi · αi = |αi|2)
EpÐshc apì thn (1) thc V.12

Ai = gikA
k

'Ara apì th (2) paÐrnoume

A(i) =
gikA

k

√
gii

(3)

Epomènwc apì tic (2) kai (3) èqoume

A(i) =
Ai√
gii

=
gikA

k

√
gii

�

Sth sunèqeia apodeiknÔoume èna je¸rhma me ìrouc stouc opoÐouc h sunal-
loÐwth par�gwgoc enìc dianÔsmatoc mporeÐ na apodojeÐ sth gl¸ssa thc
sun jouc dianusmatik c an�lushc tou E3 pou anafèretai se èna kampulì-
grammo sÔsthma suntetagmènwn.
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Je¸rhma 6. An αi kai αi eÐnai h b�sh kai h antÐstrofh b�sh dianusm�twn
enìc kampulìgrammou sust matoc suntetagmènwn ston E3 kai {i

jk} eÐnai ta
sÔmbola Christoffel deutèrou eÐdouc pou sqetÐzontai me to metrikì tanust 
tou E3, tìte

(i)
∂ai

∂xj
= {k

ij}αk

kai

(ii)
∂ai

∂xk
= −{i

jk}αj

Apìdeixh thc (i). 'Eqoume gij = αi · αj

PaÐrnontac th merik  par�gwgo me to xk paÐrnoume

∂gij

∂xk
=

∂αi

∂xk
· αj +

∂αj

∂xk
· αi (4)

Antimetajètontac touc deÐktec sthn (4) èqoume

∂gjk

∂xi
=

∂αj

∂xi
· αk +

∂αk

∂xi
· αj

kai
∂gik

∂xj
=

∂αi

∂xj
· αk +

∂αk

∂xj
· αi

T¸ra gr�fontac

[ij, k] =
1

2

(
∂gik

∂xj
+

∂gjk

∂xi
− ∂gij

∂xk

)
paÐrnoume

[ij, k] =
1

2

(
∂αi

∂xj
· αk +

∂αk

∂xj
· αi +

∂αj

∂xi
· αk +

∂αk

∂xi
· αj −

∂αi

∂xk
· αj +

∂αj

∂xk
· αi

)

=
∂αi

∂xj
· αk(∵

∂αi

∂xj
=

∂αj

∂xi
)

 ,

∂αi

∂xj
· αk = [ij, k]
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∂αi

∂xj
· αp = [ij, p]

 
∂αi

∂xj
· αp = [ij, k]αkαp(∵ αk · αp = δk

p)

  [
∂αi

∂xj
− [ij, k]αk

]
· αp = 0

'Etsi to di�nusma ∂αi

∂xj − [ij, k]αk eÐnai orjog¸nio se k�je èna apì ta trÐa
mh sunepÐpeda dianÔsmata α1, α2, α3. All� ston E3 autì eÐnai dunatìn mìno
ìtan to ∂αi

∂xj − [ij, k]αk eÐnai to mhdenikì di�nusma.

'Etsi,
∂αi

∂xj
− [ij, k]αk = 0

dhlad 
∂αi

∂xj
= [ij, k]αk (5)

Apì thn (5) paÐrnoume

∂αi

∂xj
· αp = [ij, k]αk · αp = [ij, k]gkp(apì to pìrisma tou jewr matoc 4)

= {p
ij} (6)

ìpou
gkp[ij, k] = {p

ij}

Apì thn (6) paÐrnoume, ìpwc prin ,

∂αi

∂xj
= {p

ij}αp  
∂αi

∂xj
= {k

ij}αk�

Apìdeixh thc (ii). 'Eqoume αi · aj = δi
j

Epomènwc
∂αi

∂xk
· αj +

∂αi

∂xj
· αk = 0

'Etsi,
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∂αi

∂xk
· αj = −∂αi

∂xj
· αk

= −αi · {p
jk}αp

(apì thn (i) autoÔ tou jewr matoc)

= (−αi · αp){p
jk}

= −{i
jk} (7)

Apì thn (7) paÐrnoume, ìpwc prin,

∂αi

∂xk
= −{i

jk}αj�

V I.14 Merik  par�gwgoc enìc dianÔsmatoc α me xj se èna shmeÐo
xi

'Estw α èna di�nusma se èna shmeÐo P tou opoÐou oi orjog¸niec karte-
sianèc suntetagmènec eÐnai (y1, y2, y3). Upojètoume ìti se k�je shmeÐo miac
perioq c R gÔrw apì to P up�rqei èna monadikì di�nusma α tou opoÐou oi
sunist¸sec eÐnai suneq¸c diaforÐsimec sunart seic tou yi sto R kai tou
opoÐou oi sunist¸sec Ai anafèrontai se èna kampulìgrammo sÔsthma su-
ntetagmènwn eÐnai suneqeÐc diaforÐsimec sunart seic tou x1. Tìte se k�je
èna apì ta shmeÐa tou R, to α ja ekfr�zetai sth morf 

α = Aiαi (1)

ìpou αi eÐnai ta dianÔsmata b�shc tou kampulìgrammou sust matoc su-
ntetagmènwn.

'Estw ìti to ∆α dhl¸nei th metabol  tou α ìtan to P jewrhjeÐ se di-
aforetik  jèsh P ′ me suntetagmènec (x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, x3 + ∆x3).

Tìte apì thn (1) paÐrnoume

∆α = (Ai + ∆Ai)(αi + ∆αi)− Aiαi

Aiαi + ∆Aiαi + Aiαi + (∆Ai)(∆αi)− Aiαi =

= ∆Aiαi + Aiαi + (∆Ai)(∆αi) (2)
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Apì th (2) èqoume

∆α

∆xj
=

∆Ai

∆xj
αi + Ai ∆αi

∆xj
+

∆Ai

∆xj
∆αi

'Ara

lim
∆xj→0

∆α

∆xj
= lim

∆xj→0

∆Ai

∆xj
αi + lim

∆xj→0
Ai ∆αi

∆xj
+ lim

∆xj→0

∆Ai

∆xj
∆αi

=
∂Ai

∂xj
αi + Ai ∂αi

∂xj
(3)

(∵ to trÐto ìrio eÐnai mhdèn)
H merik  par�gwgoc enìc dianÔsmatoc α me to xj ja orÐzetai apì to

akìloujo ìrio:

lim
∆xj→0

∆α

∆xj

Ja dhl¸netai me ∂A
∂xj .

'Etsi apì thn (3) mporoÔme na gr�youme

∂A

∂xj
=

∂Ai

∂xj
αi + Ai ∂αi

∂xj
(4)

Sthn epìmenh par�grafo brÐskoume tic sunist¸sec tou dianÔsmatoc ∂A
∂xj

anaferìmenec se mÐa b�sh αi.
V I.15 Oi sunist¸sec tou ∂A

∂xj anaferìmenec se mÐa b�sh αi

Apì thn (4) thc V I.14 èqoume

∂A

∂xj
=

∂Ai

∂xj
αi + Ai ∂αi

∂xj
=

=
∂Ai

∂xj
αi + Ai{p

ij}αp(Apì to je¸rhma 6)

=
∂Ai

∂xj
αi+Ap{i

pj}αi(Antikajist¸ntac touc bouboÔc deÐktec i kai p me p kai i)

=

[
∂Ai

∂xj
+ Ap{i

pj}
]

αi
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= Ai
,jαi (1)

Apì thn (1) brÐskoume ìti oi sunist¸sec tou ∂Ai

∂xj pou anafèrontai sth
b�sh αi eÐnai Ai

,j, dhlad  oi sunalloÐwtec par�gwgoi tou Ai me to gij.

San sunèpeia thc (1) èqoume thn akìloujh ermhneÐa thc sunalloÐw-
thc parag¸gou enìc dianÔsmatoc Ai sth gl¸ssa thc sun jouc dianusmatik c
an�lushc tou E3 pou anafèretai se èna kampulìgrammo sÔsthma suntetag-
mènwn.

ErmhneÐa: An èna di�nusma α tou E3 èqei antalloÐwtec sunist¸sec Ai

sqetik� me mÐa b�sh αi, tìte h sunalloÐwth par�gwgoc tou dianÔsmatoc Ai me
b�sh to metrikì tanust  tou E3 eÐnai èna di�nusma tou opoÐou oi sunist¸sec
eÐnai autèc tou dianÔsmatoc ∂α

∂xj anaferìmenec se mÐa b�sh αi.

LUMENA PARADEIGMATA

1. An gij eÐnai o metrikìc tanust c tou EukleÐdiou q¸rou E3 se kampulì-
grammec suntetagmènec xi, kai yi se orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec,
na deÐxete ìti

∂yi

∂xp
= gpq

∂xq

∂xi

'Eqoume

gpq =
∂yj

∂xp

∂yj

∂xq
(1)

Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc (1) me
∂xq

∂yi paÐrnoume

gpq
∂xq

∂yi
=

∂yj

∂xp

∂yj

∂xq

∂xq

∂yi
=

∂yj

∂xp
δj
i (∵

∂yj

∂xq

∂xq

∂yi
= δj

i )

=
∂yi

∂xp

'Etsi
∂yi

∂xp
= gpq

∂xq

∂yi

2. Na deÐxete ìti to ∂xp

∂yi = gpq ∂yi

∂xq
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ìpou gij eÐnai o suzug c metrikìc tanust c tou E3 se kampulìgrammec
suntetagmènec.

Epeid  o gij eÐnai ènac (2,0) tanust c, melet¸ntac ta sust mata sunte-
tagmènwn (xi) kai (yi), brÐskoume sÔmfwna me to nìmo metasqhmatismoÔ enìc
tanust  (2,0)

gpq = δij ∂xp

∂yi

∂xq

∂yj
(1)

Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc (1) me ∂yi

∂xq paÐrnoume

gpq ∂yi

∂xq
= δij ∂xp

∂yi

∂xq

∂yj

∂yi

∂xq
= δij ∂xp

∂yi

∂yi

∂xq

∂xq

∂yj

= δijδp
q

∂xq

∂yj
= δij ∂xp

∂yj
=

∂xp

∂yi

'Ara

gpq ∂yi

∂xq
=

∂xp

∂yi
.

3. Na deÐxete ìti

gij =
∂xi

∂yr

∂xj

∂yr

Apì thn (1) tou paradeÐgmatoc (2) èqoume

gpq = δij ∂xp

∂yi

∂xq

∂yj
(1)

'Etsi

gpq =
∂xp

∂yi

∂xq

∂yj
δij =

∂xp

∂yi

∂xq

∂yi
δii =

∂xp

∂yi

∂xq

∂yi
(∵ δii = 1gia k�jei)

Antikajist¸ntac to boubì deÐkth i me r kai gr�fontac ta i kai j gia touc
eleÔjerouc deÐktec p kai q paÐrnoume

gij =
∂xi

∂yr

∂xj

∂yr
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4. Na breÐte tic fusikèc sunist¸sec tou dianÔsmatoc me sunist¸sec Ai

se sfairikèc polikèc suntetagmènec.

Se sfairikèc polikèc suntetagmènec x1, x2, x3, g11 = 1, g22 = (x1)2 kai
g33 = (x1sinx2)2, gij = 0, i 6= j.

'Etsi,
√

g11 = 1,
√

g22 = x1 kai
√

g33 = x1sinx2

An A(i) dhl¸noun tic fusikèc sunist¸sec tìte apì th sqèsh

A(i) =
gitA

t

√
gii

=
gi1A

1 + gi2A
2 + gi3A

3

√
gii

èqoume

A(1) =
g11A

1

√
g11

= A1

A(2) =
g22A

2

√
g22

=
(x1)2

x1
A2 = x1A2

A(i) =
g33A

3

√
g33

=
√

g33A
3 = (x1sinx2)A3

Epomènwc oi zhtoÔmenec sunist¸sec eÐnai A1,x1A2, (x1sinx2)A3.

5. An yi kai xi eÐnai oi orjog¸niec kartesianèc kai kampulìgrammec su-
ntetagmènec antÐstoiqa, na deÐxete ìti ta sÔmbola Christoffel pr¸tou eÐdouc
[ij, k] dÐnontai apì

[ij, k] =
∂2yp

∂xi∂xj

∂yp

∂xk

'Eqoume

gik =
∂yp

∂xi

∂yp

∂xk

Epomènwc,

∂gik

∂xj
=

∂2yp

∂xj∂xi

∂yp

∂xk
+

∂2yp

∂xj∂xk

∂yp

∂xi
(1)

ParomoÐwc
∂gjk

∂xi
=

∂2yp

∂xi∂xj

∂yp

∂xk
+

∂2yp

∂xi∂xk

∂yp

∂xj
(2)
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kai
∂gij

∂xk
=

∂2yp

∂xk∂xi

∂yp

∂xj
+

∂2yp

∂xk∂xj

∂yp

∂xi
(3)

'Ara
∂gik

∂xj
+

∂gjk

∂xi
− ∂gij

∂xk
= 2

∂2yp

∂xi∂xj

∂yp

∂xk

 

1

2

(
∂gik

∂xj
+

∂gjk

∂xi
− ∂gij

∂xk

)
= 2

∂2yp

∂xi∂xj

∂yp

∂xk

 

[ij, k] = 2
∂2yp

∂xi∂xj

∂yp

∂xk

6. An to stoiqeÐo tou ìgkou enìc parallhlepÐpedou pou sqhmatÐzetai apì
ta dianÔsmata α1dx1, α2dx2, α3dx3(dxi > 0) dhl¸netai me dV , ìpou x1, x2, x3

eÐnai kampulìgrammec suntetagmènec, na deÐxete ìti to dV =
√

gdx1dx2dx3

An V eÐnai o ìgkoc enìc parallhlepipèdou pou sqhmatÐzetai apì ta di-
anÔsmata b�shc α1, α2, α3 tìte xèroume ìti

V = α1 · (α2 × α3) (1)

EpÐshc
α1 · (α2 × α3) =

√
g (2)

'Etsi,
dV = (α1dx1) · (α2dx2 × α3dx3)(apì thn (1) )

√
gdx1dx2dx3(apì thn (2) )

7. Na deÐxete ìti h perioq  tou parallhlogr�mmou pou sqhmatÐzetai apì
ta dianÔsmata b�shc α2 kai α3 eÐnai

√
gg11, ìpou gij kai gij eÐnai o metrikìc

kai o suzug c metrikìc tanust c se kampulìgrammo sÔsthma suntetagmènwn
kai g = |gij|.
To embadìn tou parallhlogr�mmou pou sqhmatÐzetai apì ta dianÔsmata b�-
shc α2 kai α3 eÐnai to m koc tou dianÔsmatoc α2 × α3 (dec V I.7)

Apì thn (1) thc V I.10 èqoume

α1 =
α2 × α3

α1 · (α2 × α3)
(1)
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EpÐshc α1 · (α2 × α3) =
√

g

Epomènwc √
gα1 = (α2 × α3) (apì thn (1) )

'Etsi,
|√gα1| = |α2 × α3|

 ,
|α2 × α3| =

√
g|α1| (2)

'Epishc èqoume
gij = αi · αj

'Etsi,
g11 = α1 · α1 = |α1|2

'Ara
|α1| =

√
g11

Epomènwc h (2) mporeÐ na grafeÐ wc |α2 × α3| =
√

g
√

g11 =
√

gg11

'Etsi to zhtoÔmeno embadìn eÐnai
√

gg11.

8. An αi kai αi eÐnai h b�sh kai h antÐstrofh b�sh dianusm�twn enìc
kampulìgrammou sust matoc suntetagmènwn,

na deÐxete ìti

α1 =
α2 × α3

α1 · (α2 × α3)
, α2 =

α3 × α1

α1 · (α2 × α3)

α3 =
α1 × α2

α1 · (α2 × α3)

Epeid  to αi × αj eÐnai èna di�nusma, mporeÐ na ekfrasteÐ san ènac gram-
mikìc sundiasmìc thc b�shc dianusm�twn αi.

'Estw
αi × αj = Aijkαk (1)

ìpou
Aijk

eÐnai kat�llhla bajmwt�.

Pollaplasi�zontac tic dÔo pleurèc thc (1) bajmwt� me αp, èqoume
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(αi × αj) · αp = Aijkαkα
p = Aijkδp

k

= Aijp (2)

All�

(αi × αj) · αp =
eijp

√
g

(3)

(apì thn (6) thc V I.10 )
Epomènwc h (1) mporeÐ na grafeÐ wc

αi × αj =
eijk

√
g
αk (apì tic (2) kai (3) )

=
eij1α1 + eij2α2 + eij3α3√

g

  √
g(αi × αj) = eij1α1 + eij2α2 + eij3α3

 ,

√
g =

1

(α2 × α3) · α1

Epomènwc apì thn (4) paÐrnoume

α1 =
α2 × α3

(α2 × α3) · α1

ParomoÐwc

α2 =
α3 × α1

(α2 × α3) · α1

kai

α3 =
α1 × α2

(α2 × α3) · α1

9. An
A = Aiα

i

Na deÐxete ìti
∂A

∂xj
= Ai,jα

i
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'Eqoume αi · αj = δi
j

Epomènwc

∂αi

∂xk
· αj + αi · ∂αj

∂xk
= 0

'Etsi, ∂αi

∂xk · αj = −αi · ∂αj

∂xk = −αiαp{p
jk}

(Apì thn (i) tou Jewr matoc 6)

−δl
p{

p
jk} = −{i

jk} (1)

Apì thn (1) èpetai ìti

∂αi

∂xk
= −{i

jk} (2)

Apì thn (1) èpetai ìti

∂αi

∂xk
= −{i

jk}αj

P�li apì thn
A = Aiα

i

èqoume

∂A

∂xk
=

∂Ai

∂xk
αi +

∂αi

∂xk
Ai

∂Ai

∂xk
αi − Ai{i

pk}αp(apì thn (2) )

∂Ai

∂xk
αi − Ap{p

ik}α
i

[
∂Ai

∂xk
− Ap{p

ik}
]

αi

= Ai,kα
i

 ,

∂A

∂xj
= Ai,jα

i
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ASKHSEIS

1. Na breÐte tic fusikèc sunist¸sec enìc dianÔsmatoc tou opoÐou oi
sunist¸sec eÐnai Ai se sfairikèc polikèc suntetagmènec.

2. Na breÐte tic fusikèc sunist¸sec enìc dianÔsmatoc tou opoÐou oi
sunist¸sec eÐnai Ai se kulindrikèc polikèc suntetagmènec.

3. Na apodeÐxete ìti stic orjog¸niec kartesianèc suntetagmènec, oi
fusikèc, oi sunalloÐwtec kai oi antalloÐwtec sunist¸sec enìc dianÔsmatoc
sumpÐptoun.

4. Na deÐxete ìti h jemeli¸dhc tetragwnik  morf  gijdxidxj eÐnai jetik�
orismènh.

5. An yi eÐnai oi orjog¸niec Kartesianèc suntetagmènec kai xi eÐnai ka-
mpulìgrammec suntetagmènec, na apodeÐxete ìti ta sÔmbola Cristoffel tou
deÔterou eÐdouc {i

jk} dÐnontai apì tic

{i
jk} =

∂2yp

∂xj∂xk

∂xi

∂yp

6. Na deÐxete ìti ∂αi

∂xj =
∂αj

∂xi , ìpou αi eÐnai h dianusmatik  b�sh.

7. ApodeÐxte ìti to embadìn tou parallhlogr�mmou pou sqhmatÐzetai apì
ta dianÔsmata b�shc α3 kai α1 eÐnai

√
gg22 kai to embadìn autoÔ pou sqh-

matÐzetai apì ta dianÔsmata b�shc α1 kai α2 eÐnai
√

gg33.

8. An dr = αidxi, ìpou dxi eÐnai oi kat�llhlec sunist¸sec tou dr na
deÐxete ìti ds2 = gijdxidxj.

9. Na apodeÐxete ìti (αi × αj) · αk = gipepjk,

ìpou eijk èqei th sun jh shmasÐa.

APANTHSEIS

1. A1,
1
x1 A2,

1
x1sinx2 A3;2.A1, x1A2, A3
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PARARTHMA

PARALLHLA DIANUSMATIKA PEDIA

AI.0 Par�llhla dianusmatik� pedÐa kat� m koc mÐac kampÔlhc
ston E3

'Estw C mÐa kampÔlh ston E3 pou dÐnetai apì

xi = xi(t), i = 1, 2, 3

ìpou xi eÐnai kampulìgrammec suntetagmènec ston E3. Akìmh, èstw ìti
to A eÐnai èna di�nusma efarmostì sto shmeÐo P thc kampÔlhc C. An se
k�je shmeÐo thc kampÔlhc C lamb�netai èna di�nusma Ðso me A sto m koc kai
par�llhlo se autì sthn kateÔjunsh, tìte lème ìti èqoume èna par�llhlo
pedÐo dianusm�twn kat� m koc thc kampÔlhc C. 'Etsi an A eÐnai èna par�llh-
lo dianusmatikì pedÐo kat� m koc thc C, tìte ta dianÔsmata A den all�zoun
kat� m koc thc kampÔlhc. Sunep¸c

dA

dt
= 0 (1)

T¸ra,
dA

dt
=

∂A

∂xj

dxj

dt
= Aα

,jαα
dxj

dt
(apì thn (1) thc V I.15)

ìpou Aα eÐnai oi antalloÐwtec sunist¸sec tou A kai αi anaparist� mÐa
b�sh sust matoc

[
∂Aα

∂xj
+ {α

ij}Ai

]
αα

dxj

dt

(
∵ Aα

,j =
∂Aα

∂xj
+ {α

ij}Ai

)
=

[
∂Aα

∂xj

dxj

dt
+ {α

ij}Ai dxj

dt

]
αα =

[
dAα

dt
+ {α

ij}Ai dxj

dt

]
αα (2)

Me qr sh thc (1), èpetai apì th (2) ìti to[
dAα

dt
+ {α

ij}Ai dxj

dt

]
= 0 (3)

'Etsi oi sunist¸sec Aα enìc par�llhlou dianusmatikoÔ pedÐou kat� m koc
mÐac kampÔlhc ston E3 ikanopoieÐ to sÔsthma twn exis¸sewn (3).
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MporeÐ na deiqjeÐ ìti k�je lÔsh thc (3) dÐnei èna par�llhlo dianusmatikì
pedÐo dianusm�twn kat� m koc thc C.

Epomènwc mÐa anagkaÐa kai ikan  sunj kh gia na eÐnai èna dianusmatikì
pedÐo Ai par�llhlo kat� m koc mÐac kampÔlhc ston E3 mporeÐ na diatupwjeÐ
wc akoloÔjwc:

dAi

dt
+ {i

jk}Aj dxk

dt
= 0 (4)

ShmeÐwsh. Shmei¸netai ìti h exÐswsh (4) mporeÐ na ekfrasteÐ wc

δAi

δt
= 0 (5)

ìpou δAi

δt
dhl¸nei thn sumfu  par�gwgo tou Ai wc proc thn par�metro t.

A.II. Par�llhla dianusmatik� pedÐa ston E3

H ènnoia tou par�llhlou dianusmatikoÔ pedÐou kat� m koc mÐac kampÔlhc
ston E3 mporeÐ na epektajeÐ gia na orÐsei ta par�llhla dianusmatik� pedÐa
ston E3 wc akoloÔjwc: 'Estw ìti to P eÐnai èna shmeÐo tou E3 kai to A na
eÐnai èna di�nusma efarmostì sto P . An se k�je shmeÐo tou E3 èna di�nusma
lamb�netai Ðso me autì se mègejoc kai par�llhlo se autì se kateÔjunsh,
tìte lème ìti èqoume èna par�llhlo dianusmatikì pedÐo ston E3.

An sqedi�soume mÐa kampÔlh C pou dièrqetai apì to P , tìte ta dianÔ-
smata Ai tou pedÐou pou keÐntai sthn C ja sqhmatÐsoun èna pedÐo par�llhlo
kat� m koc thc C kai epomènwc ja ikanopoioÔn thn exÐswsh

dAi

dt
+ {i

jk}Aj dxk

dt
= 0 (6)

(apì thn (4) )
Epeid  to Ai eÐnai èna par�llhlo dianusmatikì pedÐo ston E3, ta Ai orÐ-

zontai se k�je shmeÐo xi tou E3. Apì ed¸

dAi

dt
= {i

jk}
∂Ai

∂xk

dxk

dt

Epomènwc h exÐswsh (6) paÐrnei th morf 
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[
∂Ai

∂xk
+ {i

jk}Aj

]
dxk

dt
= 0 (7)

Epeid  h (7) prèpei na isqÔei gia ìlec tic kampÔlec pou dièrqontai apì to
P , dhlad  gia ìlec tic timèc thc dxk

dt
, katal goume sto ìti

∂Ai

∂xk
+ {i

jk}Aj = 0

 
Ai

,k = 0 (9)

ShmeÐwsh. H sunj kh gia na eÐnai dianusmatikì pedÐo Ai ston E3 par�llh-
lo eÐnai

Ai,k = 0 (10)

A.III Par�llhla dianusmatik� pedÐa se èna q¸ro Riemann.

H ènnoia enìc par�llhlou dianusmatikoÔ pedÐou se èna q¸ro Riemann Vn

mporeÐ na eisaqjeÐ wc akoloÔjwc:

MÐa lÔsh Ai enìc sust matoc diaforik¸n exis¸sewn

Ai
,j = 0 (1)

ìpou to kìmma dhl¸nei sunalloÐwth parag¸gish wc proc to metrikì tanust 
tou Vn, lègetai ìti kataskeu�zei èna par�llhlo dianusmatikì pedÐo ston Vn.

All� to sÔsthma twn diaforik¸n exis¸sewn (1) den eÐnai genik� sunepèc.
Apì ed¸ o parap�nw orismìc enìc par�llhlou dianusmatikoÔ pedÐou de gÐne-
tai karpofìroc. Epomènwc mÐa pio perioristik  idèa enìc par�llhlou dianus-
matikoÔ pedÐou, dhlad  to par�llhlo dianusmatikì pedÐo kat� m koc mÐac
kampÔlhc èqei katal xei na eÐnai pio kat�llhlh. Eis�goume sth sunèqeia
aut  th skèyh.

'Estw mÐa kampÔlh C se èna q¸ro RiemannVn na orÐzetai apì th

xi = xi(t)i = 1, 2, ...n (2)

An Ai eÐnai mÐa lÔsh tou sust matoc twn diaforik¸n exis¸sewn

δAi

δt
=

dAi

dt
+ {i

jk}Aj dxk

dt
= 0 (3)
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tìte ta dianÔsmata Ai lègetai ìti kataskeu�zoun èna par�llhlo dianu-
smatikì pedÐo kat� m koc thc kampÔlhc (2). EÐnai gnwstì apì th jewrÐa twn
diaforik¸n exis¸sewn thc morf c (3) ìti tètoia par�llhla dianusmatik� pedÐ-
a orÐzontai monos manta apì tic timèc twn sunistws¸n touc se k�poio shmeÐo
thc kampÔlhc. Me �lla lìgia, an to di�nusma Ai dÐnetai apì èna shmeÐo thc
kampÔlhc, tìte orÐzetai monoshm�ntwc se k�je �llo shmeÐo thc kampÔlhc. Se
aut  thn optik , lègetai merikèc forèc ìti èna par�llhlo dianusmatikì pedÐo
par�getai apì èna dosmèno di�nusma apì mÐa par�llhlh metafor�   met�jesh
kat� m koc thc kampÔlhc.

Par�llhla dianusmatik� pedÐa se mÐa epif�neia enìc q¸rou Rie-
mann :

T¸ra jewroÔme ton parallhlismì epifaneiak¸n dianusm�twn.

'Estw ìti C eÐnai mÐa kampÔlh se mÐa epif�neia enìc q¸rouRiemannpou
orÐzetai apì

uα = uα(s) (4)

ìpou s eÐnai tìxo thc C

An Aα eÐnai mÐa lÔsh tou sust matoc diaforik¸n exis¸sewn

δAα

δs
=

dAα

ds
+ {α

βγ}Aβ duγ

ds
(5)

tìte ta dianÔsmata Aα lègetai ìti kataskeu�zoun èna par�llhlo dianu-
smatikì pedÐo kat� m koc thc kampÔlhc (4).

K�je tètoio par�llhlo dianusmatikì pedÐo orÐzetai monos manta apì tic
timèc twn sunistws¸n se k�poio shmeÐo thc kampÔlhc (blèpe ask.1 ). Epeid 
èna par�llhlo dianusmatikì pedÐo kat� m koc mÐac kampÔlhc lamb�netai apì
èna dosmèno di�nusma se aut , merikèc forèc lègetai ìti èna par�llhlo di-
anusmatikì pedÐo se mÐa kampÔlh lamb�netai ìtan èna dosmèno di�nusma ufÐ-
statai mÐa par�llhlh metafor� kat� m koc aut c. MÐa par�llhlh metafor�
kat� m koc mÐac kampÔlhc kaleÐtai epÐshc par�llhlh met�jesh   par�llhlh
metatìpish kat� m koc aut c.

An mÐa epif�neia eÐnai sugkekrimèna èna epÐpedo pou anafèretai se karte-
sianèc suntetagmènec, tìte oi exis¸seic (5) an�gontai stic
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dAα

ds
= 0

apì tic opoÐec èpetai ìti oi Aα eÐnai stajerèc. Se mÐa tètoia perÐptwsh ta
dianÔsmata eÐnai par�llhla me thn EukleÐdeia ènnoia. 'Etsi o parallhlismìc
dianusmatik¸n pedÐwn pou orÐzontai apì thn (5) eÐnai mÐa genÐkeush tou pa-
rallhlismoÔ dianusmatik¸n pedÐwn me thn ènnoia tou EukleÐdh.

ShmeÐwsh 1. Shmei¸netai ìti an mÐa kampÔlh se mÐa epif�neia eÐnai
kleist  kai èna di�nusma apì èna shmeÐo P se aut  ufÐstatai mÐa par�llhlh
metatìpish kat� m koc aut c kai epistrèfei sto P , den paramènei Ðdio me to
arqikì di�nusma (dec ask.2)

ShmeÐwsh 2. Apì th stigm  pou oi exis¸seic (5) perièqoun mìno thn
pr¸th arqik  morf  mÐac epif�neiac, o parallhlismìc enìc dianusmatikoÔ
pedÐou pou orÐzetai apì thn (5) eÐnai mÐa sumfu c idiìthta mÐac epif�neiac.
Autìc o orismìc tou parallhlismoÔ ofeÐletai ston Levi− Civita.

LUMENO PARADEIGMA

1. H V2 eÐnai mÐa epif�neia ston E3 me to stoiqeÐo m kouc ds2 = dφ2 +
sin2φdθ2 se sfairikèc polikèc suntetagmènec r, φ, θ. An èna dianusmatikì
pedÐo Ai ston V2 eÐnai par�llhlo kat� m koc thc kampÔlhc φ = β, deÐxate ìti

A1 = sinβ[α sin(θcosβ) + b cos(θ cos β)]

kai
A2 = α cos(θ cos β)− b sin(θ cos β)

ìpou α kai β eÐnai aujaÐretec stajerèc.

LÔsh:

EÐnai eÔkolo na doÔme ìti h epif�neia V2 eÐnai mÐa sfaÐra monadiaÐac aktÐ-
nac kai h kampÔlh φ = β eÐnai epomènwc ènac mikrìc kÔkloc p�nw sth sfaÐra.
Apì ed¸ g11 = 1, g12 = 0, g22 = sin2φ .

Epomènwc upologÐzontac ta sÔmbola Christoffel deutèrou eÐdouc brÐ-
skoume ìti ta mìna mh-mhdenik� tètoia sÔmbola eÐnai ta akìlouja:

{1
22} = − sin φ cos φ kai {2

12} = {2
21} = cot φ
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Epeid  to Ai eÐnai par�llhlo kat� m koc tou mikroÔ kÔklou φ = β, èqoume

dAi

dθ
+ {i

jk}Aj dxk

dθ
= 0 (1)

Apì thn (1) paÐrnoume

dA1

dθ
+ {1

22}A2dx2

dθ
= 0

 
dA1

dθ
− sin β cos βA2 = 0 (2)

(∵ x1 = φ, x2 = θ)
ParomoÐwc, èqoume

dA2

dθ
+ {2

12}A1 = 0

 
dA2

dθ
+ cot βA1 = 0 (3)

Apì thn (3) èqoume

d2A2

δθ2
+ cot β

dA1

dθ
= 0

 ,
d2A2

δθ2
+ cot β(sin β cos β)A2 = 0(apì th (2) )

 ,
d2A2

δθ2
+ cos2 βA2 = 0

Epomènwc h A2 = C cos θ(θ cos β) + D sin(θ cos β), ìpou C kai D eÐnai
aujaÐretec stajerèc.

'Etsi apì th (2) èqoume

dA1

dθ
− sin β cos β[C cos(θ cos β) + D sin(θ cos β)] = 0

 

dA1

dθ
= C sin β cos β cos(θ cos β) + D sin β cos β sin(θ cos β)
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Epomènwc

A1 = C sin β sin(θ cos β)−D sin β cos(θ cos β) =

= sin β[C sin(θ cos β)−D cos(θ cos β)]

Gr�fontac C = α kai D = −b paÐrnoume,

A1 = sin β[α sin(θ cos β) + b cos(θ cos β)]

A2 = α cos θ(θ cos β)− b sin(θ cos β)

ASKHSEIS

1. H V2 eÐnai mÐa epif�neia ston E3 me stoiqeÐo m kouc ds2 = dφ2 +
sin2φdθ2 se sfairikèc polikèc suntetagmènec r, θ, φ. An sto shmeÐo P mÐac
kampÔlhc φ = β sth V2 antistoiq¸ntac to θ = 0 èna di�nusma Ai lhfjeÐ
wc (1,0), deÐxate ìti èna par�llhlo dianusmatikì pedÐo orÐzetai monos manta
sthn kampÔlh φ = β apì sunist¸sec

cos[θ cos β],−sin[θ cos β]

sin β

2. An se mÐa epif�neia V2 thc ask.1, èna di�nusma Ai lhfjeÐ sto shmeÐo
P sthn kampÔlh φ = β antistoiq¸ntac to θ = 0 wc (1,0) kai uposteÐ mÐa
par�llhlh met�jesh kat� m koc thc kampÔlhc, breÐte to Ai ìtan epistrèyei
sto shmeÐo P .

3. Sthn V2 me metrik  ds2 = (dx1)2+2g12dx1dx2+(dx2)2, ìpou g12 eÐnai mÐa
sun�rthsh twn x1 kai x2, deÐxate ìti ta efaptìmena dianÔsmata stic kampÔlec
x1 = stajer� kataskeu�zoun èna par�llhlo dianusmatikì pedÐo kat� m koc
twn kampÔlwn x2 = stajer�.

APANTHSH

2. To zhtoÔmeno di�nusma eÐnai(
cos[2π cos β],− sin[2π cos β]

sin β

)




