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Άλγεβρα Α      Σεπτέµβριος 2003 

A 

Συνοπτικές Λύσεις 

 

1)   i)   Aποδείξτε ότι για κάθε θετικό ακέραιο n, το στοιχείο [4 7]n + του  είναι  5 9n+Z
     αντιστρέψιµο. 

ii)  Έστω , , , , 0 .
2 3a b

mR a b m a b = ∈ ≥ 
 

Z  Αποδείξτε ότι το R, ως προς τις 

συνήθεις πράξεις πραγµατικών αριθµών, είναι ακεραία περιοχή αλλά όχι σώµα. 

Αληθεύει ότι ο R είναι ισόµορφος µε το ×Q Q ; 

 

Λύση  i) Αρκεί να δείξουµε ότι µκδ (4 7,5 9) 1n n+ + = . Πράγµατι, έχουµε 

 5(4 7) 4(5 9) 1.n n− + + + =

ii) Είναι υπόθεση ρουτίνας να αποδειχθεί ότι το σύνολο R είναι κλειστό ως προς 

την αφαίρεση και τον πολλαπλασιαµό και άρα είναι υποδακτύλιος του Q . 

Εποµένως είναι ακεραία περιοχή. ∆εν είναι σώµα γιατί αν, για παράδειγµα,  
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∈R, τότε 1 5 2 3
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m m= ⇒ =

Q

,  άτοπο. Ο R δεν είναι ισόµορφος µε το Q Q  

γιατί ο  δεν είναι ακεραία περιοχή. 

×

×Q
 

2) i)    Εξετάστε αν οι δακτύλιοι  2[ ] /R x x= <Q >  και 2 ( )
0
a b

S M
a

  
= ∈  

  
Q  είναι   

            ισόµορφοι. 

ii) Να βρεθεί η ανάλυση του πολυωνύµου 4 2
32 1 [ ]x x x x− − − ∈Z  σε γινόµενο  

      αναγώγων. 

 

Λύση  i) Εφαρµόζουµε το 10 Θεώρηµα Ισοµορφισµών. ∆ες το παράδειγµα 7 

σελίδα 162 του βιβλίου για την πλήρη λύση. 

ii)  To 1 είναι ρίζα του αρχικού πολυωνύµου. Έχουµε  

και το 4 2 3 22 1 ( 1)(x x x x x x x− − − = − + − +1) 3 2 1x x x+ − + είναι ανάγωγο στο 

3[ ]xZ 3Zγιατί δεν έχει ρίζα στο  και είναι βαθµού 3. ∆ες το παράδειγµα 1 στη 

σελίδα 120 του βιβλίου. 
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3)  i)    Αληθεύει ότι η οµάδα συµµετριών του σχήµατος  

            είναι κυκλική; Γιατί; 

ii) Να βρεθεί ένα 7Sσ ∈  που έχει τη µεγαλύτερη δυνατή τάξη. Επίσης, να βρεθεί 

η ανάλυση της µετάθεσης  σε  γινόµενο ξένων κύκλων. 2003σ

iii) Έστω G µια οµάδα και µια κανονική υποοµάδα της µε δείκτη 

 Έστω . Αποδείξτε ότι 

H

G

G

[ : 15.G H ] = g∈ g H∈ αν και µόνο αν  7 .g H∈

 

Λύση i) Αν G είναι η οµάδα συµµετριών του σχήµατος, τότε: α) η G είναι 

ισόµορφη µε µια υποοµάδα της 2 2×Z γιατί κάθε ισοµετρία του σχήµατος είναι 

ισοµετρία και του περιβάλλοντος ορθογωνίου παραλληλογράµµου. β) η G 

περιέχει τουλάχιστον 3 στοιχεία, το ταυτοτικό και τις δύο προφανείς ανακλάσεις. 

Άρα και δεν είναι κυκλική. (Άλλος τρόπος: Επειδή η G περιέχει τις 

δύο προφανείς ανακλάσεις, συµπεράινουµε ότι αυτή περιέχει υποοµάδα ισόµορφη 

µε τη . Άρα δεν είναι κυκλική σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.7.3 γ.) 

Z

2G ×Z Z

2 2×Z Z

2

ii) Ένα τέτοιο στοιχείο είναι το (123)(4567)σ = . Βλ. Πόρισµα 3.2.22 του 

βιβλίου. Τότε  2003 2003 1 1(123) ( (4567) (132)(4765).σ − − =20034567) (123)= =

iii)  Η συνεπαγωγή  είναι προφανής. Αντίστροφα, έστω . 

Από το γεγονός ότι η Η είναι κανονική µε [

7g H g H∈ ⇒ ∈ 7g H∈

: ] 15G H =  έχουµε στην οµάδα 

πηλίκο G
H

 ότι  Από τη σχέση  

συµπεραίνουµε ότι  

15 15H g H= ⇒ ∈

.g H∈

( )gH . 15 7 2( )g g g −=

. 
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