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ΣΥΝΟΛΑ 

 

 
Σηµείωση. Γράφουµε “ανν” αντί του “αν και µόνον αν”. 
 
1. Προλεγόµενα. Σε ότι ακολουθεί, ο αναγνώστης θα έρθει σε επαφή µε έννοιες από την 
Μαθηµατική Λογική, την Θεωρία Συνόλων, και την Άλγεβρα. Σύµφωνα µε την Πλατωνική 
αντίληψη του Κόσµου, οι έννοιες αυτές θεωρούµε ότι προϋπάρχουν και ότι δεν είναι κενές 
περιεχοµένου. Μία οντότης για µας εδώ, είναι το περιεχόµενο µιάς έννοιας. Το ενδιαφέρον µας 
θα επικεντρώνεται στις σχέσεις που αναπτύσσονται ανάµεσα στις οντότητες που θεωρούµε. 
Έτσι, τα ερωτήµατα που θέτουµε, είναι του τύπου “τι ιδιότητες έχει κάτι” και όχι του τύπου “τι 
είναι κάτι”. για παράδειγµα, δεν θέτουµε το ερώτηµα “τι είναι η µονάς” αλλά “τι ιδιότητες θα 
πρέπει να έχει κάποια οντότης, για να την ονοµάσουµε µονάδα”. Τις οντότητες τις 
σηµειώνουµε µε σύµβολα. Προσοχή όµως! Το ίδιο σύµβολο χρησιµοποιείται συχνά για να 
σηµειώσει διαφορετικές οντότητες. 
Ενδιαφερόµεθα συνεπώς, για τον προσδιορισµό σχέσεων µεταξύ συµβόλων, των οποίων την 
ύπαρξη δεχόµεθα, και για την εξαγωγή συµπερασµάτων, τα οποία θα αφορούν τα σύµβολά 
µας, και µόνον αυτά, και τα οποία συµπεράσµατα θα στηρίζονται στις παραπάνω σχέσεις και 
στην αποδεκτή λογική. Το σύνολο των αρχικά χρησιµοποιουµένων συµβόλων και σχέσεων 
καλείται Αξιωµατικό σύστηµα. Εφόσον στα χρησιµοποιούµενα σύµβολα επισυνάπτουµε 
οικείες έννοιες θα λέµε ότι, το σύνολο αυτών των εννοιών, αποτελεί ένα µοντέλο το οποίο 
αναπαριστά το αξιωµατικό µας σύστηµα. Επειδή, τώρα, µε ορισµένα µοντέλα έχουµε µεγάλη 
οικειότητα, τα σύµβολα του αξιωµατικού µας συστήµατος λαβαίνουν ονοµασίες, που 
εµπνέονται από το ιδιαίτερο αυτό µοντέλο. 
 Ένα αξιωµατικό σύστηµα πρέπει να είναι:  
α) Συµβατό. Μέσα σ’ αυτό, δηλαδή, δεν υπάρχει ζεύγος αντιφατικών προτάσεων, που να 
µπορούν και οι δύο να εξαχθούν µε την αποδεκτή λογική, από τα αξιώµατα του συστήµατος. 
β) Ανεξάρτητο. Τούτο σηµαίνει, ότι το σύνολο των αρχικών σχέσεων, που καλούνται και 
αξιώµατα (= αιτήµατα) του συστήµατος, δεν παρουσιάζουν πλεονασµούς. Κανένα δηλαδή 
αξίωµα δεν προκύπτει, µε την αποδεκτή λογική, από τα υπόλοιπα. 
γ) Πλήρες. Τούτο σηµαίνει ότι, για κάθε σχέση που γράφεται για τα σύµβολά µας, είµαστε σε 
θέση να αποφανθούµε αν και κατά πόσον η σχέση αυτή συνάγεται από προτάσεις του 
αξιωµατικού µας συστήµατος. 
Ερχόµαστε, τώρα, στην έννοια “σύνολο”. ∆εχόµεθα τα παρακάτω ως προς την δυνατότητά µας 
να θεωρούµε “σύνολα”. Τα “σύνολά µας” ταξινοµούνται σε “επίπεδα”. Μηδενικό επίπεδο: 
Περιέχει τις οντότητες. Πρώτο επίπεδο: Περιέχει  συλλογές από οντότητες. ∆εύτερο επίπεδο: 
Περιέχει συλλογές από αντικείµενα που ανήκουν είτε στο πρώτο, είτε στο µηδενικό, είτε και 
στα δύο προηγούµενα επίπεδα. Τρίτο επίπεδο: Περιέχει συλλογές στοιχείων, που ανήκουν είτε 
στο δεύτερο, είτε στο πρώτο, είτε στο µηδενικό επίπεδο, είτε σε οιονδήποτε συνδυασµό απ’ τα 
προηγούµενα. Τα επίπεδα κατά τον τρόπο αυτόν αυξάνουν.  
 Σύνολο καλείται το στοιχείο του τυχόντος k-επιπέδου. Κλάσης καλείται ότι δεν είναι σύνολο. 
Συνέπεια αυτής της ταξινοµήσεως, είναι ότι το σύνολο όλων των συνόλων είναι κλάσης, και 
όχι σύνολο. 
 
Ιστορική σηµείωση. Η ταξινόµησης αυτή των συνόλων, έγινε από τον Russell στο Principia 
Mathematica για να αποφύγει την ανάπτυξη παραδόξων ορισµένου τύπου (βλέπε Χρονικό, στο 
τέλος της ενότητας αυτής). Η κατασκευή αυτή των συνόλων, είναι γνωστή ως cumulative 
theory of types ή ως cumulative type structure. 
 
2. Το αξιωµατικό σύστηµα των Zermelo-Fraenkel. Τις οντότητες του µηδενικού επιπέδου 
θα τις καλούµε στοιχεία και θα τις συµβολίζουµε µε µικρά γράµµατα. Τις οντότητες του 
πρώτου επιπέδου θα τις καλούµε σύνολα και θα τις συµβολίζουµε, συνήθως, µε κεφαλαία 
γράµµατα. Οντότητες του δευτέρου επιπέδου θα συµβολίζονται µε κεφαλαία καλλιγραφικά 
γράµµατα. 
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Εισάγουµε, τώρα, µια συµβολική γλώσσα, µε την βοήθεια της οποίας θα χειριζόµαστε τα 
στοιχεία και τα σύνολα.  
α) α∈A, διάβαζε, “το α είναι ένα στοιχείο του Α”. α∉Α, διάβαζε, “το α δεν ανήκει στο Α”. 
β) ∀ , διάβαζε, “για κάθε”. ∃ , διάβαζε, “υπάρχει”. : , διάβαζε, “τέτοιο ώστε”. 
γ) →, (ή ⇒), διάβαζε “συνεπάγεται”.  ↔ (ή ⇔) διάβαζε “διπλή συνεπαγωγή”. 
δ) ∧ , διάβαζε “και”.  ∨ , διάβαζε “είτε”. ! , διάβαζε “ένα και µόνον ένα”. 
Οποιοσδήποτε λογικός συνδυασµός των παραπάνω συµβόλων, αποτελεί µία λογική πρόταση φ. 
Μία πρόταση, που αφορά την οντότητα x, την συµβολίζουµε µε το φ(x). Με ¬φ(x), ή φ(x)΄ ή 
~φ(x) συµβολίζεται η άρνησης της λογικής προτάσεως φ(x). 
Αν θέλουµε να δηλώσουµε ότι το σύνολο Α αποτελείται από τα στοιχεία α, β, κ.ο.κ., γράφουµε 
Α = {α, β}, κ.ο.κ. Αν τα α, β, κ.ο.κ. είναι στοιχεία, δηλαδή οντότητες του µηδενικού επιπέδου, 
τότε το {α, β} είναι µία οντότης του πρώτου επιπέδου. Ιδιαίτερα, στο πρώτο επίπεδο ανήκουν 
τα σύνολα της µορφής {α}. Εξ’ ορισµού είναι, {α, α} = {α}. Το δεύτερο επίπεδο είναι δυνατόν, 
σύµφωνα µε την παραπάνω εκτεθείσα θεωρία των τύπων, να περιέχει κάποιο συνδυασµό από 
οντότητες του τύπου α, β, είτε {α}, {β}, είτε {α, β}, είτε {α}, {α, β}.  
Το σύνολο λοιπόν {α, {α}, {α, β}} είναι µία οντότης του δεύτερου επιπέδου.  
 
Α1. Αξίωµα κενού συνόλου. Υπάρχει ένα σύνολο, χωρίς στοιχεία. Το σύνολο αυτό το συµβο-
λίζουν µε το ∅, και καλείται κενό σύνολο. Κάνοντας χρήση της παραπάνω “γλώσσας”, το 
αξίωµα αυτό είναι δυνατόν να γραφεί και ως εξής: ∃∅∀x(x∉∅). Εξ’ ορισµού το ∅ περιέχεται 
σε κάθε σύνολο. 
 
Α2. ∆υνατότητα σχηµατισµού υποσυνόλων. Έστω E κάποιο σύνολο, κάποιου επιπέδου, το 
οποίο από δω και στο εξής θα θεωρούµε ότι αυτό περιέχει τις οντότητες µε τις οποίες πρό-
κειται να ασχοληθούµε. Ένα υποσύνολο τότε Χ του E, ορίζεται από µια λογική πρόταση φ. 
Έχουµε, δηλαδή, ότι ∃Χ∀z(z∈X ↔ z∈E ∧ φ(z)). Ένα υποσύνολο που ορίζεται από την φ(z), 
θα το συµβολίζουµε απλά ως Χ = {z | φ(z)}. 
Χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό Α ⊆ Β, για να δηλώσουµε ότι το Α ορίζεται ως εξής:  
                        Α = {z | z∈Β}. Γράφουµε και Β ⊇ Α.  
 
A3. Τα σύνολα Α και Β ταυτίζονται, γράφουµε Α = Β, αν και µόνον αν, αποτελούνται από τα 
ίδια στοιχεία. 
Χρησιµοποιώντας την συµβολική µας γλώσσα, το Α3 γράφεται και ως εξής: 
∀z(z∈X ↔ z∈Y) → X = Y. Ισχύει φανερά και η Χ = Υ → ∀z(z∈X ↔ z∈Y). 
     Ισχύει, λοιπόν, ότι {α, β} = {β, α}. 
 για να αποδείξουµε ότι δύο σύνολα Α και Β ταυτίζονται, αρκεί να δείχνουµε αµφότερες τις 
σχέσεις Α ⊆ Β και Α ⊇ Β. Γράφουµε Α ≠ Β, αν δεν έχουµε Α = Β.  
     Αν Α ⊆ Β, αλλά Α ≠ Β, γράφουµε Α ⊂ Β. 
 
Α4. Σύµφωνα µε την θεωρία των τύπων, το σύνολο των υποσυνόλων ενός συνόλου Χ, είναι 
σύνολο. Το συµβολίζουµε µε το X = P(X). Το σύνολο όλων των συνόλων, δεν είναι σύνολο. 
 
A5. ∆υνατότητα ενώσεως και τοµής δύο συνόλων. Το αξίωµα αυτό εξασφαλίζει ότι τα Α∪Β 
και Α∩Β είναι σύνολα. Αυτά ορίζονται ως εξής:  

Α∪Β = {z | z∈A ∨ z∈B} και  Α∩Β = {z | z∈A ∧ z∈B}. 
 Σηµειώνουµε την δυνατότητα θεωρήσεως συνόλων της µορφής W = {{z}}. Επειδή τα z, {z} 
και {{z}} ανήκουν σε διαφορετικά επίπεδα, το αξίωµα αυτό µας δίδει την δυνατότητα να 
θεωρούµε κάθε φορά το κατάλληλο επίπεδο για το σύνολο E. 
 
Α6. Αξίωµα αντικαταστάσεως. Σύνολα σχηµατίζονται και ως εξής:  
 Χ = {x | ∃z!(z∈E ∧ φ(x,z))}. Το αξίωµα αυτό, µας δίδει την δυνατότητα να αντιστοιχίζουµε το 
πολύ ένα z σε κάθε x, µέσω κάποιας λογικής προτάσεως φ. 
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Ιστορική σηµείωση. Τα παραπάνω αξιώµατα, τα οποία ουσιαστικά καθορίζουν τα “επι-
τρεπτά” σύνολα, διαµορφώθηκαν από τους Zermelo (1908) - Fraenkel (1922) - Skolem (1930). 
 
Α7. Αξίωµα της επιλογής. Έστω S τυχόν µη κενό σύνολο, και Ρ(S) το σύνολο των υποσυνό-
λων του. Μπορούµε να θεωρούµε τότε το σύνολο C = {z | ∃!Z(Z∈P(S) ∧ z∈Z)}.  
Το C αποτελείται δηλαδή, από στοιχεία z, για τα οποία είµαστε βέβαιοι, ότι υπάρχει ένα και 
µόνο υποσύνολο Ζ του Μ, που να το περιέχει.  
 
3. Άλγεβρα των Συνόλων. Στις  παρακάτω σχέσεις, τα χρησιµοποιούµενα σύνολα, είναι όλα 
υποσύνολα του E.  
                         1) Για τα σύνολα Α, Β, Γ ισχύουν ότι: 
          α) Α ⊆ Α       β) Α ⊆ Β ∧ Β ⊆ Α → Α = Β      γ) Α ⊆ Β ∧ Β ⊆ Γ → Α ⊆ Γ. 
                         2) για κάθε σύνολο S ισχύει ότι: 
          α) ∅ ⊆ S      β) S ⊆ ∅ αν και µόνον αν S = ∅. 
                         3)     {x} ⊆ S αν και µόνον αν x∈S. 
                         4) Για τα σύνολα Α, Β, Γ ισχύουν ότι: 
          α) Α∪Α = Α = Α∩Α.                     
          β) Α∪Β = Β∪Α και Α∩Β = Β∩Α. 
          γ) Α∪(Β∪Γ) = (Α∪Β)∪Γ = Α∪Β∪Γ   και   Α∩(Β∩Γ) = (Α∩Β)∩Γ = Α∩Β∩Γ. 
          δ) Α∪(Β∩Γ) = (Α∪Β)∩(Α∪Γ)   και    Α∩(Β∪Γ) = (Α∩Β)∪(Α∩Γ). 
          ε) Α΄ ⊆ Α ∧ Β΄ ⊆ Β → Α΄∪Β΄ ⊆ Α∪Β  και  Α΄ ⊆ Α ∧ Β΄ ⊆ Β → Α΄∩Β΄ ⊆ Α∩Β. 
          στ)  Α∩Β ⊆ Α ⊆ Α∪Β  
          ζ)  Α∩Β = Α ↔ Α ⊆ Β  και  Α∪Β = Α ↔ Β ⊆ Α. 
          η)  Α∪∅ = Α∪∅ = Α  και  Α∩∅ = ∅∩Α = Α 
          θ)  Α∪Β = ∅ → Α = Β = ∅.  
                         5) Ορίζεται το συµπλήρωµα του Β ως προς το Α από την  
                                    σχέση: Αc = {x∈A ∧ x∉B}. Γράφουµε και Αc = Α−Β. 
                              για τα σύνολα Α, Β, Γ ισχύουν ότι:  
                              α) Α−Β ⊆ Α. 
                              β) Α−Β = Α ↔ Α∩Β = ∅. 
                              γ) Α−Β = ∅ ↔ Α ⊆ Β. 
                              δ) Α−Β = Α−(Α∩Β)  και  Α∩Β = Α−(Α−Β). 
                              ε) (Α∪Β)−Γ = (Α−Γ)∪(Β−Γ). 
                            στ) (Α∩Β)−Γ = (Α−Γ)∩(Β−Γ) = (Α∩Β)−(Α∩Γ) = Α∩(Β−Γ). 
                             ζ) Α−(Β∪Γ) = (Α−Β)∩(Α−Γ) = (Α−Β)−Γ. 
                             η) Α−(Β∩Γ) = (Α−Β)∪(Α−Γ). 
                       6) Για το συµπλήρωµα cA  του Α ως προς το E έχουµε τις σχέσεις, 
                             α)  ∅=c

E    και  E=∅c .    β)  A)A( cc = .   γ) E=∪ cAA .    

                             δ)  ∅=∩ cAA .  ε)  cBABA ∩=− .   

                           στ)  BAAB cc ⊆→⊆  και  
cc ABBA ⊆→⊆  

                      7) Νόµοι του de Morgan. α)  ccc BA)BA( ∩=∪     

                                                        και   β)  ccc BA)BA( ∪=∩  
                       8) Η συµµετρική διαφορά ∆ δύο συνόλων Α και Β ορίζεται από την σχέση 

                                    )()( ΑΒΒΑΑ∆Β −∪−=  
 
     Όλες οι παραπάνω σχέσεις ανάµεσα στα σύνολα, απεικονίζονται γραφικά, στο διάγραµµα 
του Venn: 
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4. ∆υϊκές σχέσεις. Έστω τα σύνολα Α και Β. Το διατεταγµένο ζεύγος (α, β) όπου α∈Α και 
β∈Β ορίζεται ως το σύνολο (α, β) = {α, {α, β}}. Φανερά, (α, β) ≠ (β, α). 
Το καρτεσιανό γινόµενο Α×Β ορίζεται ως το σύνολο {(α, β) | α∈Α ∧ β∈Β}.  
 
Παραδείγµατα. 1) για κάθε σύνολο S ισχύει ότι, ∅×S = S×∅ = ∅.  
Αντίστροφα, αν Α×Β = ∅, τότε είτε Α = ∅, είτε Β = ∅. 
                         2) {α}×{β} = {(α, β)}. 
                         3) Αν Α ⊆ Γ και Β ⊆ ∆, τότε και Α×Β ⊆ Γ×∆. 
                         4) Α×(Β∪Γ) = (Α×Β)∪(Α×Γ). 
                         5) Α×(Β∩Γ) = (Α×Β)∩(Α×Γ). 
 
Ένα υποσύνολο R ⊆ A×Β καλείται δυϊκή σχέση εκ του Α εις το Β. Ιδιαίτερα ενδιαφερόµεθα 
για την περίπτωση που είναι Β = Α, οπότε η R καλείται δυϊκή σχέση  επί του Α. Θα λέµε ότι η 
R αληθεύει για το στοιχείο (α, β)∈Α×Β, αν και µόνον αν (α, β)∈R.  
Αντί του (α, β)∈R γράφουµε απλά, αRβ. 
 
Συνώνυµα: δυϊκή σχέση = διµελής σχέση = δυαδική σχέση. 
  
Παραδείγµατα.  1) Το ∅ ως υποσύνολο του Α×Β ορίζει την κενή δυϊκή σχέση. 
                            2) Το Α×Β ως υποσύνολο του εαυτού του ορίζει την τετριµµένοι δυϊκή 
σχέση.                 3) Έστω R µία δυϊκή σχέση εκ του Α εις το Β και Α΄, Β΄  υποσύνολα των Α 
και Β αντίστοιχα. Το υποσύνολο R΄ = R∩(Α΄×Β΄) καλείται περιορισµός της R επί του Α΄×Β΄. 
 
     Η αντίστροφος σχέσης της δυϊκής σχέσεως R ορίζεται ως το σύνολο 

                           1R −  = {(β, α) | (α, β)∈R}. 
 

Παραδείγµατα.  1) ∅−1 = ∅                2) ( ) 11R
−− = R 

                           3) Αν έχουµε δύο δυϊκές σχέσεις Q και R επί το Α, τότε ισχύουν :  

     α) 1Q−  = 1R −  αν και µόνον αν Q = R     και  

     β) 1Q−  ⊆ 1R −  αν και µόνον αν Q ⊆ R. 
 
5. Σχέση ισοδυναµίας. Μία δυϊκή σχέση καλείται σχέση ισοδυναµίας επί του Α, αν και µόνον 
αν, αυτή είναι αυτοπαθής (ή ανακλαστική), συµµετρική και µεταβατική. ∆ηλαδή, αν και 
µόνον αν, ∀α, β∈Α,  αRα, αRβ → βRα και αRβ ∧ βRγ → αRγ. Την σχέση ισοδυναµίας την 
δηλώνουµε µε το “≈”. Η σχέση ισοδυναµίας  “≈” λέγεται σχέση ισότητας “=” αν και µόνον αν, 
ισχύει επιπλέον ότι, ∀α∈Α ∃!β∈Α → (α, β)∈R. 
 Έστω ότι, µας δίδεται το µη κενό σύνολο Α, και µία σχέση ισοδυναµίας R έπ’ αυτού. Τότε, µε 
το τυχόν στοιχείο α του Α, θεωρούµε και όλα τα ισοδύναµα προς αυτό στοιχεία. Αυτά, 
αποτελούν το σύνολο, (λέµε την κλάση) αC . Φανερά, ∅≠αC   µία και αα C∈  αφού αα ≈ . 

Είναι λοιπόν αCx∈ , αν και µόνον αν, α≈x . Παρατηρούµε ότι, το σύνολο Α, µερίζεται σε 

E

A

B

BA∩
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τάξεις ισοδυνάµων στοιχείων. Μερίζεται δηλαδή σε υποσύνολα αC , βC , κλπ., τέτοια ώστε, να 

έχουν ανά δύο τοµή κενή, και η ένωση όλων να είναι το Α. 
Πράγµατι, αν ∅≠∩ βα CC , και βα CCγ ∩∈ , τότε, αCγ∈  και βCγ∈ . Για κάθε αCα∈  είναι 

όµως, γα ≈ και επειδή το γ είναι και στοιχείο του βC , βγ ≈ . Άρα και βα ≈ , οπότε, βCα∈  

µια και αυτό, περιέχει όλα τα ισοδύναµα προς το β στοιχεία.  
∆είξαµε έτσι ότι, βα CC ⊆ .  

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η βα CC ⊇ . Άρα είναι βα CC = .  

∆εν µπορούµε λοιπόν, να έχουµε διαφορετικές κλάσεις, µε τοµή µη κενή.  
Ξεκινάµε λοιπόν, από το τυχόν στοιχείο α του Α. Σχηµατίζουµε την κλάση αC . Αν αυτή δεν 

ταυτίζεται µε το Α, λαβαίνουµε το στοιχείο Αβ∈  µε αCβ∉  και θεωρούµε όλα τα ισοδύναµα 

προς αυτό στοιχεία. Αυτά, φανερά, δεν θα ανήκουν στο αC , και αποτελούν την βC . Αν 

ACC βα ≠∪ , λαβαίνουµε εκείνο το στοιχείο γ του Α, που δεν ανήκει στην προηγούµενη 

ένωση, κ.ο.κ. Με τον τρόπο αυτό, επιτυγχάνουµε τον µερισµό του Α.  
 
Σύνολο Πηλίκο ονοµάζουµε το σύνολο εκείνο, που έχει σαν στοιχεία του, τις κλάσεις 
ισοδυναµίας του Α. Το συµβολίζουµε µε R/Α .  
 

6. Συναρτησιακή σχέση. Μία δυϊκή σχέση F ⊆ A×B καλείται συναρτησιακή σχέση εκ του Α 
εις το Β, ή απλά συνάρτηση ή απεικόνιση µε πεδίον ορισµού το Α και πεδίον τιµών το Β, αν 
και µόνον αν ∀x∈A(∃!y∈B → (x, y)∈F). Συµβολίζουµε µε f(x) το µοναδικό αυτό y, για το 
οποίο (x, y)∈F, και γράφουµε y = f(x). Το y καλείται τιµή ή εικόνα του x δια της f. 
Χρησιµοποιούµε και τον συµβολισµό f: A → B ή τον x a y. Στην περίπτωση που το σύνολο 
τιµών Υ της f είναι διάφορο του Β η f καλείται εντός. Αν όµως είναι Υ = Β η f καλείται επί. Η 

f καλείται ένα-ένα αν και µόνον αν και η 1F− είναι συνάρτηση. 
Λόγω των αξιωµάτων Α6 και Α7 µπορούµε να θεωρούµε συναρτήσεις επιλογής. Μπορούµε, 
δηλαδή, να θεωρούµε την F: P(S) → S η οποία ορίζει µία αντιστοιχία, που στο τυχόν 
υποσύνολο Α∈P(S) αντιστοιχεί το στοιχείο α∈Α. Πάντα, ∀F, F({∅}) = ∅. Έχουµε, δηλαδή, 
∀A∈P(S), F(A) = α∈A, όπου Α ≠ ∅. 
Το F(P(S)) είναι λοιπόν ένα σύνολο, για το οποίο είµαστε βέβαιοι, ότι κάθε στοιχείο του, 
ανήκει σε ένα και µόνο υποσύνολο, (στοιχείο) του P(S). 
  
Παραδείγµατα. 1) Η σχέση ισότητας AI  επί του Α, είναι µία απεικόνιση ένα-ένα του Α επί το 
Α. Αυτή καλείται ταυτοτική απεικόνιση του Α. 
                         2) Η κενή σχέση είναι συνάρτηση, αν και µόνον αν Α = ∅. 
                         3) Η σχέση F = {(x, y) | x∈A ∧ y∈{y}} = A×{y} είναι µία συνάρτηση, η οποία 
καλείται σταθερά επί του Α. 
                         4) Έστω Nm = {1, 2, . . . , m} ⊂ N, όπου N το σύνολο των φυσικών αριθµών. 

Κάθε σύνολο S, το οποίο απεικονίζεται ένα-ένα επί του υποσύνολου Nm του N, καλείται 
πεπερασµένο σύνολο.  
 

Συναρτήσεις = απεικονίσεις = µετασχηµατισµοί, κλπ. Με τον όρο “συνάρτηση από το σύνολο 
Α στο σύνολο Β” καλύπτουµε εκείνον τον µηχανισµό, που ορίζει την συναρτησιακή σχέση επί 
του BA× . Και τον µηχανισµό αυτόν, τον παριστάνουµε µε f, g, κλπ. Ώστε, για να µπορούµε 
να λέµε ότι έχουµε µία συνάρτηση, θα πρέπει να πληρούνται τα ακόλουθα: 1) Να έχουν δοθεί 
δύο σύνολα Α και Β (≠ ∅, χωρίς να αποκλείουµε Β = Α). 2) Να γνωρίζουµε, για κάθε x∈A, το 
µοναδικό y∈Β, που αντιστοιχεί µέσω κάποιου συγκεκριµένου µηχανισµού, σ’ αυτό. 3) Για να 
είναι καλά ορισµένη η f, θα πρέπει να αποδείξουµε την µοναδικότητα του f(x). Θα πρέπει 
δηλαδή, να αποδείξουµε ότι, η σχέση f(x1) ≠ f(x2) x1 ≠ x2. Θεωρούµε και το σύνολο 

}BB)x(f|Ax{)B(f 1 ⊆′∈∈=′− , που καλείται, αντίστροφη εικόνα του συνόλου Β΄. Στην 
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περίπτωση που, το )y(f})y({f 11 −− =  είναι µονοσύνολο, ορίζεται η συνάρτηση AB:f 1 →− , 
που καλείται, αντίστροφη συνάρτηση της f. 
 Με A|f δηλώνουµε το γεγονός ότι, η f ορίζεται πάνω στο Α. Ο περιορισµός g της f επί του 

υποσυνόλου Α ⊂ Χ, είναι εκείνη η g: A → Y, για την οποία ισχύει ότι g(x) = f(x), ∀x∈A. 
Συνήθως, τον περιορισµό της f τον συµβολίζουµε µε το ίδιο σύµβολο (δηλαδή το f). Στην 
περίπτωση αυτή, η f  λέγεται και επέκταση της g. 
 Injective (εναίσιµος) καλείται µία ένα-ένα απεικόνιση f:U → V. Αν δηλαδή, 
                                          212121 xx)x(f)x(f,Ux,x =→=∈∀ .  
Surjective καλείται κάθε επί απεικόνιση. Bijective καλείται η f, ανν είναι ένα-ένα και επί. 
Αυτοµορφισµοί καλούνται οι απεικονίσεις ενός συνόλου επί τον εαυτό του. Αν οι απεικονίσεις 
αυτές είναι και ένα-ένα, τότε ονοµάζονται µεταθέσεις. 

Φανερά, η 1f −  είναι συνάρτηση, ανν η f είναι ένα-ένα. Θεωρούµε ∀y∈f(U) το σύνολο 1f − (y). 

Είναι, U
)(

)(
Ufy

1 Uyf
∈

− =  και για ∅=∩≠ −− )()(, 2
1

1
1

21 yfyfyy . 

Το σύνολο U, µερίζεται συνεπώς από τα υποσύνολα 1f − (y), και η f εισάγει στο U την σχέση 
ισοδυναµίας R: )x(f)x(fRx,x 2121 =↔∈  

     Το σύνολο )( 1
1 Vf − , όπου 1V  ⊆ f(U) ορίζεται ως το σύνολο  

                               )( 1
1 Vf −  = {x∈U | f(x)∈ 1V }. 

Το σύνολο )( 1
1 Vf −  υπάρχει, ανεξάρτητα από το αν η f είναι ένα-ένα ή όχι. 

 
Έστω η f: X → Y και Α, iA , i∈I, υποσύνολα του Χ και B, jB , j∈J υποσύνολα του Υ.  Ισχύουν 

οι σχέσεις :   i) A))A(f(f 1 ⊇− .    

                                 ii) )B(f))B(f(f 1 ⊆− .                  iii) ))X(fB(f)B(f 11 ∩= −−  

                                iv) UU
Ii

i
Ii

i )A(fAf
∈∈

=







               v)  II

Ii
i

Ii
i )A(fAf

∈∈

⊆







        

                               vi) UU
Ii

i
1

Ii
i

1 )A(fAf
∈

−

∈

− =







         vii) II

Ii
i

1

Ii
i

1 )A(fAf
∈

−

∈

− =







 

 
Θεωρούµε τις απεικονίσεις f: U → V και g: f(U) → W. Μπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση 
fg: U → W από την σχέση, ∀x∈U, x(fg) = (xf)g = g(f(x)). Η h = fg καλείται γινόµενο ή 
σύνθεση των f και g. Για να δηλώσουµε την σύνθεση των συναρτήσεων, χρησιµοποιούµε τα 
αντιµεταθετικά διαγράµµατα: 

Το γινόµενο δύο συναρτήσεων, δεν ορίζεται βέβαια πάντοτε, πολύ δε 
περισσότερο, δεν ισχύει πάντα ότι gf = fg. Οπότε σηµειώνουµε πάντως 
στα παρακάτω την σύνθεση δύο συναρτήσεων, θα υποθέτουµε, χωρίς να 
το λέµε, ότι αυτή ορίζεται. 

 
Για τρεις απεικονίσεις που συντίθενται, ισχύει ο προσεταιρι-
στικός νόµος. Είναι δηλαδή, (fg)h = f(gh), ως προκύπτει από το 
διάγραµµα που εµφανίζεται παραπλεύρως.  
Η σύνθεση ένα προς ένα απεικονίσεων, είναι, φανερά ένα προς 
ένα απεικόνιση.                               
Θεωρούµε, τώρα, ένα σύνολο Ε, και µία σχέση ισοδυναµίας R 

πάνω σ’ αυτό. Στη συνέχεια, θεωρούµε και το σύνολο πηλίκο Ε/R. Ορίζεται τότε, η συνάρτηση 
p του Ε επί το Ε/R από την σχέση, x  a xC  όπου x∈E και xC ∈E/R η κλάση ισοδυναµίας 
στην οποία το x ανήκει. Η p είναι καλά ορισµένη, µια και όπως δείξαµε (βλ. σελ. 2) δεν 
υπάρχουν κλάσεις ισοδυναµίας µε κοινά στοιχεία. Υποθέτουµε ακόµα,  ότι έχουµε και κάποιο 
άλλο σύνολο S, και την απεικόνιση f: E → S, τέτοια ώστε, η σχέση (x,y)∈R → f(x) = f(y). 

U V

Wh

f

g

 

U V

W Z

f
gh

g
fg

h
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ΘΕΩΡΗΜΑ. Υπάρχει η g: E/R → S και είναι µοναδική, έτσι ώστε, το 
δίπλα διάγραµµα, να καθίσταται αντιµεταθετικό. Επιπλέον, αν f 
surjection, η g είναι bijection.  
Απόδειξη. Θα πρέπει να δείξουµε ότι, f = pg. Πράγµατι, από υπόθεση, 
η f απεικονίζει όλα τα ισοδύναµα στοιχεία του Ε, σε ένα στοιχείο 

s∈S. Αν λοιπόν ορίσουµε την g έτσι ώστε xC  a s = f(x), το πιο πάνω διάγραµµα καθίσταται 

αντιµεταθετικό. Η g είναι ένα-ένα, γιατί αν είχαµε ότι xC  a s και yC  a s µε yx CC ≠ , οπότε 

και το x δεν θα είναι ισοδύναµο του y, τότε θα έπρεπε λόγω του τρόπου µε τον οποίον 
ορίστηκε η f, να έχουµε και f(x) ≠ f(y), πράγµα αδύνατον, µία και  
f = pg. ∆ηλαδή, g(p(x)) = g(p(y)) = s  ανν  x ≈ y. 
 
7. Εσωτερικές πράξεις - ∆οµές. Μία απεικόνιση f: A×A → A (Α ≠ ∅) καλείται εσωτερική 
πράξη επί του Α. Αντί να σηµειώνουµε µε το f(α,β) την εικόνα του στοιχείου (α,β)∈Α×Α, 
γράφουµε αfβ. Στην γραφή αυτή, αντί του συµβόλου f, που δηλώνει την πράξη µας, 
χρησιµοποιούµε σύµβολα, ως τα “+” (πρόσθεση), “°” (πολλαπλασιασµός), ή “∗”. Συνήθως, το 
πολλαπλασιαστικό σύµβολο ανάµεσα σε δύο στοιχεία του Α, παραλείπεται. Το (Α,∗) καλείται 
δοµή µιάς εσωτερικής πράξεως. 
Μία εσωτερική πράξη λέγεται προσεταιριστική, αν και µόνον αν, (αβ)γ = α(βγ) οπότε γρά-
φουµε απλά αβγ, για κάθε α,β,γ∈Α. 
 Οµαδοειδές καλείται µία δοµή µιάς εσωτερικής πράξεως. 
 Ηµιοµάδα καλείται µία δοµή µιάς προσεταιριστική εσωτερικής πράξεως.  
Ένα στοιχείο e∈A, αν υπάρχει, και για το οποίο ισχύει ότι ∀α∈Α, eα = α, καλείται αριστερά 
µοναδιαίο στοιχείο του Α. Φανερός είναι ο ορισµός του δεξιά µοναδιαίου στοιχείου. Ουδέ-
τερο στοιχείο του Α είναι το e∈A, ανν είναι ταυτόχρονα αριστερά και δεξιά µοναδιαίο 
στοιχείο. Συµβολίζουµε το e µε το 1 ή το 0, όταν βέβαια δεν υπάρχει η πιθανότητα συγχύσεως 
του ουδετέρου στοιχείου e µε τον αριθµό 1, ή το 0. Μία ηµιοµάδα µε ουδέτερο στοιχείο, την 
καλούµε επίσης και ηµιοµάδα µε µονάδα. Αριστερά αντίστροφο στοιχείο, του τυχόντος 

στοιχείου α µιάς ηµιοµάδας µε ουδέτερο στοιχείο, καλείται το στοιχείο 1−α  για το οποίο ισχύει 

ότι, 1−α α = e. Ανάλογα ορίζεται το δεξιά αντίστροφο στοιχείο. Στην περίπτωση, που το 1α −  
είναι και αριστερά και δεξιά αντίστροφο στοιχείο του α, καλείται απλά αντίστροφο στοιχείο 

του α. Θέτουµε 1nn ααα −= . Ισχύει ότι, nmmnmn ααααα == + . 
 
Μορφισµοί ή οµοµορφισµοί καλούνται γενικώς, οι συναρτήσεις, που διατηρούν την δοµή του 
πεδίου ορισµού τους. Αν δηλαδή BA: →φ  ένας µορφισµός της δοµής ),A( ∗  επί την δοµή 

),B( • , ισχύει τότε το αντιµεταθετικό διάγραµµα : 

                  

)b()a())b(),a(()A()A(

||

ba)b,a(AA

φφφφφφ

φφ

•∋×

↓↓

∗∋×

a

a

 

Έχουµε συνεπώς, την ισότητα: )b()a()ba( φφφ •=∗ . 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Η απεικόνιση λογάριθµος RR →+log  των θετικών πραγµατικών αριθµών 

εντός του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, είναι ένας µορφισµός της δοµής  ),( ⋅+R  εντός 

της δοµής  ),( +R  και, πράγµατι, ισχύει ότι, blogalog)ablog( += . Ο πολλαπλασιασµός 
συνεπώς δύο αριθµών, αντικαθίσταται από την πρόσθεση των λογαρίθµων τους. Με την λογική 
αυτή, λειτουργεί ο λογαριθµικός κανών. 
 

f

p

E E/R

S

g
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Επιµορφισµοί, λέγονται οι µορφισµοί BA:f → , που είναι επί, δηλαδή, f(Α) = Β. 
Ενδοµορφισµοί, οι µορφισµοί f, που είναι εντός, δηλαδή, f(Α) ⊂ Β. Μονοµορφισµοί, 
καλούνται οι µορφισµοί, που είναι ένα-ένα απεικονίσεις. Ισοµορφισµοί, καλούνται  οι 
επιµορφισµοί που, είναι επιπλέον και µονοµορφισµοί (είναι δηλαδή, bijective). 
 

Πρόταση. Αν BA: →φ  ισοµορφισµός, ισχύουν τότε οι παρακάτω σχέσεις: 

1) Η απεικόνιση AB:1 →−φ  είναι και αυτή ισοµορφισµός. Αφού η φ είναι ένα – ένα και επί 

και η 1−φ  είναι ένα – ένα και επί. Συνεπώς, για τα τυχόντα Bb ,b 21 ∈  υπάρχουν µοναδικά  

Aa ,a 21 ∈ , τέτοια ώστε,  2211 b)a(  ,b)a( == φφ . Όµως, 212121 bb)a()a()aa( == φφφ  άρα 

και, )b()b(aa)bb( 2
1

1
1

2121
1 −−− == φφφ  

2) Η σύνθεση δύο ισοµορφισµών είναι ισοµορφισµός. Πράγµατι, αφού οι απεικονίσεις 
Γφφ →→ B:   ,BA: 21  είναι ένα – ένα  και επί, και η Γφφφ →= A:312  θα είναι ένα – 

ένα και επί. Έστω τα  Aa ,a 21 ∈ . Είναι τότε,  

=== ))a()a(())aa(()aa( 2111221122112 φφφφφφφ  

                                       )a()a())a(())a(( 212112212112 φφφφφφφφ =  

3) Αν η δοµή Α έχει µοναδιαίο στοιχείο e, το )e(φ  είναι µοναδιαίο στοιχείο της δοµής Β. 

Απόδειξη. Έστω ότι b)e( =φ , και )x(y φ= . Τότε και, y)x()ex()x()e(by ==== φφφφ .  

4) Αν η δοµή Α έχει αντίστροφο στοιχείο  του στοιχείου a, τότε και, . 

Απόδειξη. b)a()a()aa()e( 11 === −− φφφφ . Το )a( 1−φ  είναι συνεπώς το αντίστροφο 

στοιχείο του )a(φ . 

 
8. Το θεώρηµα των Cantor – Bernstein. Το αξίωµα 3A  (σελ. 2) ορίζει πότε δύο σύνολα Α 

και Β ταυτίζονται. Μέσω των ένα-ένα και επί συναρτήσεων, ορίζουµε πότε δύο σύνολα είναι 
ισοδύναµα. Γράφουµε BA ≅  και λέµε ότι το σύνολο Α είναι ισοδύναµο µε το σύνολο Β, ανν 
υπάρχει bijection BA:g → . Φανερά η σχέση “≅” όπως ορίσθηκε, είναι µία σχέση 
ισοδυναµίας. Ισχύει επιπλέον το  
 
ΘΕΩΡΗΜΑ των Cantor-Bernstein. ∆ίδονται δύο µη κενά σύνολα Α και Β, για τα οποία 
υπάρχουν συναρτήσεις ένα-ένα και εντός, (injections) BA:f →  και AB:g → . Είναι, τότε, 

BA ≅ . 
                                                                                               
                                                                                              Απόδειξη. Έχουµε ότι, B)A(f ⊂   

                                                                                             και A)B(g ⊂ . Θέτουµε  

                                                                                             )B(gY = . Η συνάρτηση                                                                     

                                                                                             AA:g(f(A))s →=  ορίζεται,  
                                                                                             και είναι ένα-ένα και εντός, και  
                                                                                             επιπλέον, AY)A(s ⊂⊆ . 

                                                                                     Το θεώρηµα θα έχει αποδειχθεί,  
                                                                                     αν ορίσουµε µια ένα-ένα και επί  
                                                                                     συνάρτηση BA:σ → . 
Θέτουµε )A(fBZ −=  και K∪∪∪= )A(s)A(s)Z(gS 2  . Την συνάρτηση σ την ορίζουµε 
ως εξής:  

                                          




∉

∈
=

Sxγια))x(s(f

Sxγια)x(f
)x(σ  

α) Η σ είναι επί..  
Είναι )SA(SA −∪= , και συνεπώς, )SA(f)S(f)SA(σ)S(σ)A(σ −∪=−∪= . 

f 

A B 

f(A) 

g 

g(B) = Y 

f 

g 
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¨Όµως, K∪∪∪= ))A(s(f))A(s(f))Z(g(f)S(f 2 , άρα και, )S(s))Z(g(f)S(f ∪= . 

Άρα και B)A(f))Z(g(f)SA(f)S(s))Z(g(f)Α(σ =∪=−∪∪= . 
β) Η σ είναι ένα-ένα. Επειδή όλες οι συναρτήσεις που χρησιµοποιήσαµε είναι ένα-ένα, αρκεί 
να δείξουµε ότι, ∅=−∩ )SA(σ)S(σ .  

Είναι, όµως, )S(f)S(σ =  και )S(f)A(f)SA(f)SA(σ −=−=−  
 
Φανερά, δύο σύνολα που ταυτίζονται, είναι ισοδύναµα. Κατόπιν τούτου, και του προηγου-
µένου θεωρήµατος, δικαιούµεθα να γράφουµε απλά “=” αντί του “≅” για να δηλώσουµε την 
ισότητα ή την ισοδυναµία δύο συνόλων.  
 
Παρατήρηση. Υπάρχουν σύνολα, τα οποία είναι ισοδύναµα προς κάποιο υποσύνολό τους. 
Παράδειγµα το σύνολο N των φυσικών αριθµών. Η σχέση N∈∀n , n2na  είναι µία 

bijection του συνόλου N στο υποσύνολό του που περιλαµβάνει τους αρτίους φυσικούς. Η 
ιδιότης αυτή µάλιστα, χαρακτηρίζει τα άπειρα σύνολα. 
 

9. Σχέσεις διατάξεως. Μία δυϊκή σχέση καλείται σχέση διατάξεως επί του Α, ανν, αυτή είναι 
αυτοπαθής (ή ανακλαστική), αντισυµµετρική και µεταβατική. ∆ηλαδή, αν και µόνον αν, ∀α, 
β∈Α,  αRα, αRβ ∧ βRα → α = β και αRβ ∧ βRγ → αRγ. Την σχέση διατάξεως την δηλώνουµε 
µε το “ ≤ ”. Γράφουµε α < β, αν και µόνον αν α ≤ β και α ≠ β. Χρησιµοποιούµε επίσης και τον 
συµβολισµό “ ≥” και “>” µε το προφανές νόηµα.  ∆ύο στοιχεία, που ανήκουν στην R λέγονται 
συγκρίσιµα.  
Αν για τα α, β∈Α ισχύει ότι είτε (α, β)∈R είτε (β, α)∈R, τότε η σχέση διατάξεως R λέγεται 
ολική. Αν η R είναι ολική, ισχύει ότι R ∪ R−1 = A×A. Κάθε ολικά διατεταγµένο υποσύνολο 
ενός συνόλου καλείται άλυσσος.  
Το σύνολο N των φυσικών αριθµών είναι άλυσσος. 
Την σχέση διατάξεως την απεικονίζουµε µε ένα επίπεδο διάγραµµα, θέτοντας το αριστερά του 
“≤ ” ευρισκόµενο στοιχείο κάτω από το δεξιά του “≤ ” ευρισκόµενο στοιχείο, και συνδέοντας 
τα δύο αυτά στοιχεία µε ένα ευθύγραµµο τµήµα. Υποτίθεται, βέβαια, ότι για την “≤ ” του 
διαγράµµατος, ισχύει ότι, αν yzx <≤ , τότε xz = . (∆ιάγραµµα του Hasse). 
Μία άλλη µέθοδος αναπαραστήσεως µιας σχέσης διατάξεως επί ενός συνόλου, είναι µέσω της 
κατασκευής του συνηµµένου πίνακος (adjacency matrix). Ο πίνακας αυτός περιέχει το 
στοιχείο 0r =  ή το 1r = , ανάλογα µε το αν τα στοιχεία που γραµµής / κολώνας που ορίζουν 
την θέση  του r ανήκουν ή όχι στην εν λόγω διάταξη. 
      
Παραδείγµατα.  Στο σύνολο των υποσυνόλων ενός συνόλου, η σχέση “⊆” αποτελεί µιά σχέση 
διατάξεως πάνω σ’ αυτό. Το σύνολο {1, 2} έχει σαν σύνολο υποσυνόλων το {∅, {1}, {2}, {1, 
2}}. Επίσης, το σύνολο {1, 2, 3} έχει σαν σύνολο υποσυνόλων το {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, 
{2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 3}}. Τα διαγράµµατα της σχέσεως “⊆” πάνω στα δύο αυτά σύνολα είναι 
τα παρακάτω. 
 

 
Το υποσύνολο  
{∅, {1}, {1,2}, {1,2,3}} 
αποτελεί µία (πεπερασµένη) 
άλυσσο του Ρ({1,2,3}). 
Ο συνηµµένος πίνακας που 
ορίζει η σχέση διατάξεως “⊆” 
στο σύνολο των υπο-
συνόλων του {1, 2, 3} είναι  

 
 

{1, 2}

{1} {2}

{∅}  

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

{∅}  
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 ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1,3} {2, 3} {1,2,3} 

∅ 1 1 1 1 1 1 1 1 

{1} 0 1 0 0 1 1 0 1 
{2} 0 0 1 0 1 0 1 1 
{3} 0 0 0 1 0 1 1 1 
{1, 2} 0 0 0 0 1 0 0 1 
{1,3} 0 0 0 0 0 1 0 1 
{2, 3} 0 0 0 0 0 0 1 1 
{1,2,3} 0 0 0 0 0 0 0 1 
 
 

                         ο πίνακας       
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. 

 
 Έστω P και Q σχέσεις διατάξεως επί των συνόλων Α και Β αντίστοιχα, και  
f: A → B µία απεικόνιση εκ του Α εις το Β. Θα λέµε ότι η f διατηρεί την διάταξη αν και µόνον 
αν, ∀(α, β)∈P → (f(α), f(β))∈Q. Ένας ισοµορφισµός της διάταξης θα λέγεται η f, αν αυτή είναι 
ένα-ένα και επί, διατηρεί την διάταξη, και η 1f −  διατηρεί την διάταξη. 
 
Παραδείγµατα. 1) Μία συνάρτηση που διατηρεί την διάταξη, µετασχηµατίζει αλύσσους σε 
αλύσσους. Μία συνάρτηση που διατηρεί την διάταξη και ορίζεται πάνω σε µία άλυσσο είναι 
ισοµορφισµός, αν είναι ένα-ένα. Μία άλυσσος µε διάταξη την “≤ ” λέγεται αύξουσα. Με 
διάταξη την “ ≥” λέγεται φθίνουσα.  
                         2) Κάθε Α ⊆ S που έχει ισόµορφο εικόνα το Nm = {1, 2, . . . , m}, είναι µία 

πεπερασµένη άλυσσος. Κάθε Α ⊆ S που έχει ισόµορφο εικόνα το N είναι µία άλυσσος. 
                           
10. Φράγµατα. Αξεπέραστα στοιχεία. Θεωρούµε ένα σύνολο S και Α κάποιο υποσύνολό του. 
Υποθέτουµε ότι το S έχει την διάταξη “≤ ”. Ένα στοιχείο x∈S λέγεται άνω φράγµα του Α, αν 
και µόνον αν, ∀α∈Α, α ≤ x. Το x καλείται κάτω φράγµα  του S, ανν ∀α∈Α, x ≤ α. Στην 
περίπτωση, που Α = ∅, το x∈S είναι και άνω και κάτω φράγµα του Α.  
Κάθε άνω φράγµα x του Α ως προς την  “≤ ”  είναι κάτω φράγµα ως προς την “ ≥”.  για κάθε 
πρόταση, που αφορά την “≤ ” και τα κάτω φράγµατα, έχουµε µία “δυϊκή” πρόταση, που αφορά 
την “ ≥” και τα άνω φράγµατα.  
Ένα άνω φράγµα του Α, είναι άνω φράγµα και κάθε υποσυνόλου του Α. (Ανάλογα ισχύουν για 
τα κάτω φράγµατα). Μία συνάρτηση που διατηρεί την διάταξη, µεταφέρει τα άνω (αντ. κάτω) 
φράγµατα σε άνω (αντ. κάτω) φράγµατα. 
Το πολύ ένα στοιχείο του Α είναι δυνατόν να είναι άνω φράγµα του Α. Πράγµατι, αν τα 
στοιχεία αi, αj∈Α ήταν και τα δύο άνω φράγµατα του Α, τότε θα ίσχυαν αµφότερες οι σχέσεις 

ji αα ≤ και ij αα ≤ . Άρα αναγκαίως είναι, ji αα = . Το µοναδικό αυτό στοιχείο του Α, καλείται 

µέγιστο στοιχείο του Α. Ανάλογα, έχουµε και τον ορισµό του µοναδικού ελαχίστου στοιχείου 
του Α.  
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Αν το Α είναι φραγµένο, και το σύνολο των άνω φραγµάτων του έχει στοιχείο ελάχιστο, τότε 
το στοιχείο αυτό, καλείται ανώτερο πέρας του Α. Το συµβολίζουµε µε supA. Αν το σύνολο 
των κάτω φραγµάτων του Α έχει στοιχείο µέγιστο, το στοιχείο αυτό καλείται κατώτερο πέρας 
του Α. Το συµβολίζουµε µε infA. Αν το Β είναι κάποιο υποσύνολο του Α και τα supA, supB 
υπάρχουν, τότε supB ≤ supA.  
Οι παρακάτω σχέσεις είναι ισοδύναµες: α) x ≤ y. β) sup{x,y} = y. γ) inf{x,y} = x. 
 
Ένα στοιχείο α του Α ⊆ S λέµε ότι είναι αξεπέραστο προς τα επάνω εν Α, αν δεν υπάρχει 
στοιχείο του Α που είναι > του α. Ανάλογα έχουµε τα αξεπέραστα προς τα κάτω στοιχεία του 
Α. 
 
Παραδείγµατα. 1) Έστω }α,α,α,α,x,x,x,x{S 43214321=  µε την διάταξη που εµφανίζεται 

στο παρακάτω διάγραµµα. S}α,α,α,α{Α 4321 ⊂= . Τα στοιχεία 43 x,x είναι άνω φράγµατα του 
Α, που δεν ανήκουν στο Α. Το α4 είναι άνω φράγµα του Α, που ανήκει στο Α. Τα στοιχεία 

21 x,x είναι κάτω φράγµατα του Α, που δεν ανήκουν στο Α. Το 1α είναι κάτω φράγµα του Α, 

που ανήκει στο Α. Το υποσύνολο }x,x{Χ 211 =  δεν έχει κάτω φράγµα. Το υποσύνολο 

}x,x{Χ 432 =  δεν έχει άνω φράγµα. Το α4 είναι το µέγιστο στοιχείο του Α και το α1 το 
ελάχιστο στοιχείο του Α.  

Το σύνολο {α4, x3,x4} είναι σύνολο άνω φραγµάτων του Α και έχει 
ελάχιστο στοιχείο το α4. Είναι λοιπόν, supA = α4.  
Όµοια, infA = α1. Εδώ, τα sup και inf του Α είναι και στοιχεία του 
Α. Αυτό όµως δεν συµβαίνει πάντοτε. 
Αν Α1 = {α1, α2, α3}, τότε τα στοιχεία α2, α3 είναι αξεπέραστα προς 
τα επάνω στοιχεία του Α. Το α1 είναι στοιχείο αξεπέραστο προς τα 
κάτω. 
            2) Ένα υποσύνολο Nm ⊂ N,  έχει µέγιστο στοιχείο, το m. 

            3) Ένα στοιχείο α∈Α είναι αξεπέραστο προς τα επάνω, αν 
και µόνον αν, ∀x∈A, α ≤ x →  α = x. Αν το Α έχει ένα µοναδικό 
στοιχείο αξεπέραστο προς τα επάνω, τότε αυτό είναι και το µέγιστο 
στοιχείο του Α. Αν το x∈Β ⊆ Α είναι αξεπέραστο προς τα επάνω 
στοιχείο του Α, είναι τότε, και αξεπέραστο στοιχείο του Β. Ένας 
ισοµορφισµός της διατάξεως µετασχηµατίζει αξεπέραστα στοιχεία 
σε αξεπέραστα στοιχεία. 

             
      Πρόταση. Κάθε διατεταγµένο πεπερασµένο µη κενό σύνολο S, έχει στοιχεία αξεπέραστα 
προς τα επάνω. 
 Απόδειξη. Αν S = {x}, το x είναι και στοιχείο αξεπέραστο προς τα επάνω του S. Έστω τώρα, 
ότι το S έχει m+1 στοιχεία, και ότι η πρόταση ισχύει για το υποσύνολο εκείνο Α του S, που έχει 
m το πλήθος στοιχεία. Έστω x∈S. Αν το x είναι αξεπέραστο προς τα επάνω εν S, δεν έχουµε 
τίποτα να δείξουµε. Έστω, λοιπόν, ότι το x δεν είναι αξεπέραστο προς τα επάνω εν S, και Α = 
S−{x}. Υπάρχουν τότε στοιχεία α εν S, α ≠ x, µε α > x. Όµως, α∈Α, και το Α από υπόθεση έχει 
στοιχεία αξεπέραστα προς τα επάνω. Υπάρχουν, λοιπόν, στοιχεία αi∈Α, τέτοια ώστε, ∀α∈A, α 
< iα . Άρα και x < iα . Όµως, iα ∈S, και η προηγούµενη ανισότητα δείχνει ότι, τα iα  είναι και 

αξεπέραστα στοιχεία του S. Κακώς, λοιπόν, υποθέσαµε ότι το S δεν έχει αξεπέραστα στοιχεία 
προς τα επάνω.  
 
     Αν το Α είναι µία άλυσσος, τότε αν έχει στοιχείο αξεπέραστο προς τα επάνω, αυτό θα είναι 
και µέγιστο στοιχείο του Α.  
 
Πόρισµα. Κάθε µη κενή πεπερασµένη άλυσσος, έχει µέγιστο στοιχείο. 
 
Πρόταση. Κάθε άλυσσος µε m στοιχεία, είναι ισόµορφος ως προς την διάταξη, µε κάποιο Nm. 

1x 2x

1α

3α 4α

4α

3x 4x
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Απόδειξη. Αν m = 1, δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε.  
Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για m = m−1, και έστω µία άλυσσος Α µε m στοιχεία. Έστω 
α το µέγιστο στοιχείο της Α. Η άλυσσος Α−{α} έχει m−1 το πλήθος στοιχεία. Άρα αυτή είναι 
ισόµορφος του Nm−1, µέσω κάποιου ισοµορφισµού φ. Θέτουµε α a m+1. Η απεικόνιση φ΄, 
τώρα, η οποία επί του Α−{α} συµπίπτει µε τον ισοµορφισµό φ και έχει φ΄(α) = m+1, ορίζει τον 
ζητούµενο ισοµορφισµό. 
 
11. Συνθήκες µεγίστου-ελαχίστου.   
Θεώρηµα. Έστω S διατεταγµένο σύνολο. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες. α) 
Υπάρχει µη κενό υποσύνολο του S, που να είναι αύξουσα άλυσσος.  β) Υπάρχει µη κενό 
υποσύνολο του S, που δεν έχει αξεπέραστα προς τα άνω στοιχεία. 
Απόδειξη. Έστω ότι ισχύει η β). Ότι, δηλαδή, το µη κενό υποσύνολο Α του S δεν έχει 
αξεπέραστα προς τα άνω στοιχεία. Θεωρούµε την συνάρτηση επιλογής F, που ορίζεται πάνω 
στο P(S), και έστω ότι F(A) = 1α , 1α ∈Α. Επειδή το Α δεν έχει στοιχεία αξεπέραστα προς τα 

επάνω, το σύνολο 1Α  = {x | x∈A ∧ 1α < x} είναι σίγουρα µη κενό. Έστω F( 1Α ) = 2α , 

2α ∈ 1Α , και για τους ίδιους λόγους, το 2Α  = {x | x∈ 1Α  ∧ 2α  < x} είναι µη κενό. Η διαδι-

κασία αυτή ορίζει το σύνολο { 1α , 2α , . . . }, που εκ κατασκευής, είναι µία αύξουσα άλυσσος. 

Άρα η β) → α). 
     Έστω ότι το µη κενό υποσύνολο Α του S είναι µία αύξουσα άλυσσος. Είναι τότε ισόµορφο 
του N. Άρα δεν έχει αξεπέραστα προς τα επάνω στοιχεία. Άρα η α) → β). 
 
Πόρισµα. Έστω S διατεταγµένο σύνολο. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες. α) ∆εν 
υπάρχει µη κενό υποσύνολο του S, που να είναι αύξουσα άλυσσος.   
Ή: “Κάθε αύξουσα άλυσσος του S είναι πεπερασµένη”.   
       β) Κάθε µη κενό υποσύνολο του S, έχει αξεπέραστα προς τα άνω στοιχεία. 
       α΄) ∆εν υπάρχει µη κενό υποσύνολο του S, που να είναι φθίνουσα άλυσσος. 
Ή: “Κάθε φθίνουσα άλυσσος του S είναι πεπερασµένη” .   
       β΄) Κάθε µη κενό υποσύνολο του S, έχει αξεπέραστα προς τα κάτω στοιχεία. 
 
Οι προτάσεις του πορίσµατος αυτού, είναι η άρνησης των προτάσεων του προηγουµένου 
θεωρήµατος. Η α) καλείται συνθήκη της αυξούσης αλύσσου. (Η α΄) καλείται συνθήκη της 
φθινούσης αλύσσου.) Η β) καλείται συνθήκη του µεγίστου. (Η β΄) καλείται συνθήκη του 
ελαχίστου.) 
 
Πόρισµα. Αν το S πληροί µία από τις παραπάνω συνθήκες, και κάθε υποσύνολό του θα την 
πληροί.  
 
Παράδειγµα. Το σύνολο N των φυσικών αριθµών, πληροί την συνθήκη του ελαχίστου. 
 
Αρχή της επαγωγής. Έστω ότι το διατεταγµένο σύνολο S έχει τις ιδιότητες:  
α) Όλα τα αξεπέραστα προς τα κάτω στοιχεία του (εφ’ όσον υπάρχουν) πληρούν την πρόταση 
φ. β) Αν η φ πληρούται από κάθε x < α, πληρούται και από το α∈S. 
Συµπέρασµα. Η φ πληρούται από όλα τα στοιχεία του S. 
 
Θεώρηµα. Η συνθήκη του ελαχίστου (β΄), η συνθήκη της φθίνουσας αλύσσου (α΄) και η 
συνθήκη της επαγωγής (γ), είναι προτάσεις ισοδύναµες. 
Έχουµε δείξει την ισοδυναµία (α΄) ↔ (β΄). Θα δείξουµε την (β΄) → (γ) και στην συνέχεια, την 
(γ) → (α΄).  
Απόδειξη. α) Η συνθήκη της επαγωγής έπεται από την συνθήκη του ελαχίστου.  
Έστω διατεταγµένο σύνολο S, το οποίο πληροί την συνθήκη του ελαχίστου, και τις προϋπο-
θέσεις της επαγωγής. Έστω ότι η φ δεν ισχύει για όλα τα στοιχεία του S. Θεωρούµε, εκείνο το 
υποσύνολο Α του S, που είναι βέβαια ≠ ∅, για το οποίο δεν ισχύει η φ. Αυτό έχει ένα 
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αξεπέραστο προς τα κάτω στοιχείο. Από υπόθεση όµως, για το στοιχείο αυτό ισχύει η φ. 
Άτοπο. Άρα Α = ∅, δηλαδή, η φ ισχύει για όλα τα στοιχεία του S.  
                β) Η συνθήκη της φθίνουσας αλύσσου, έπεται από την αρχή της επαγωγής. Έστω 
διατεταγµένο σύνολο S, το οποίο πληροί την αρχή της επαγωγής.  Λαβαίνουµε ως φ την 
πρόταση (α΄): Κάθε φθίνουσα άλυσσος του S είναι πεπερασµένη.  
Αρκεί να δείξουµε ότι, η φ πληροί τις προϋποθέσεις της επαγωγής. Πράγµατι, τα αξεπέραστα 
προς τα κάτω στοιχεία του S, αποτελούν από µόνα τους πεπερασµένες αλύσσους. εξ’ άλλου, αν 
η φ πληρούται από το x < α, πληρούται και από το α, µιά και το {x, α} αποτελεί πεπερασµένη 
άλυσσο. Ισχύει, λοιπόν η φ παντού εν S. 
 
12. Καλή διάταξης. Λήµµα Zorn. ¨Ένα ολικά διατεταγµένο σύνολο, το οποίο πληροί την 
συνθήκη του ελαχίστου καλείται καλά διατεταγµένο. Το σύνολο N, όπως και κάθε ισόµορφη 
εικόνα του, είναι, λοιπόν, ένα καλά διατεταγµένο σύνολο.  
Έστω S διατεταγµένο σύνολο και Α τυχόν υποσύνολό του. Θα καλούµε το Α αρχικό τµήµα, ή 
απλά τµήµα, αν και µόνον αν, ∀α∈Α ∧ x∈S (x ≤ α → x∈A). 
 
Λήµµα. Έστω καλά διατεταγµένο σύνολο Α, και C ⊂ A ένα τµήµα. Υπάρχει τότε κάποιο α∈Α, 
τέτοιο ώστε C = {x | x∈A ∧ x < α}. 
Απόδειξη. Αρκεί να λάβουµε α = το ελάχιστο στοιχείο του Α−C. 
 
Λήµµα. Έστω  A  ένα σύνολο από καλά διατεταγµένα σύνολα. Αν Α∈A, µε “ Α≤ ” συµβο-

λίζουµε την καλή διάταξη του Α. Έστω ότι, για κάθε Α, Β∈A, είτε το Α είναι ένα τµήµα του Β 
ως προς τον περιορισµό της “ Β≤ ” είτε αντίστροφα. Υπάρχει τότε, µία διάταξη “≤* ” επί του 

συνόλου Α* = U A
A

, τέτοια ώστε: 

     α) Το Α* είναι καλά διατεταγµένο ως προς την “≤* ”. 
     β) Ο περιορισµός της “≤* ” πάνω σε κάθε Α∈A, συµπίπτει µε την “ Α≤ ”. 

     γ) Κάθε Α∈A, είναι ένα τµήµα του Α*. 
Απόδειξη. Έστω τα α, β∈Α*, µε α∈Α, β∈Β, όπου Α, Β∈A, και το Α είναι τµήµα του Β. 
Οιαδήποτε, συνεπώς, δύο τµήµατα του Α, ευρίσκονται στο ίδιο σύνολο Β. Επιπλέον, αν 
αµφότερα τα α, β∈C, C∈A, τότε η “ C≤ ” είναι ο περιορισµός της “ B≤ ” επί του C. Μπορούµε, 

συνεπώς, να ορίσουµε την “≤* ” ως εξής: ∀α, β∈Β, α ≤* β ↔ α B≤ β. Η “≤* ” διατάσει καλώς το 

Α*, και συµπίπτει µε την “ Α≤  ” για κάθε Α∈A. 

Έστω x∈Α, και y∈A*, τέτοιο ώστε, y ≤* x. Και πάλι, τα x, y είναι δυνατόν να θεωρηθεί ότι 
ανήκουν σε κάποιο Β∈A, τέτοιο ώστε, το Α να είναι τµήµα του Β. Άρα y B≤  x, και επειδή το 

Α τµήµα, y∈Α. Άρα το Α τµήµα του Α*. 
Θα δείξουµε ότι, (γ) → (α). Έστω Τ ⊆ Α*, µιά ισόµορφη εικόνα του N. Αρκεί να δείξουµε ότι 

Τ = N, δηλαδή, ότι Α*−Τ ≠ ∅. Το Α*−Τ είναι τµήµα. Αν λοιπόν α∈Α*−Τ, τότε, λόγω 

κατασκευής του (Α*, ≤*  ) το α άνω φράγµα του N . Άτοπο. 
 
Το τυχόν σύνολο A, είναι δυνατόν να θεωρηθεί ως σύνολο Α*. Το σύνολο Α*, καλά 
διατεταγµένο µε την διάταξη “≤* ”, καλείται µεγίστη άλυσσος. 
 
Κάθε µία από τις παρακάτω προτάσεις, είναι ισοδύναµος προς το αξίωµα της επιλογής. 
 
Θεώρηµα του Zermelo. Κάθε σύνολο µπορεί να διαταχθεί καλά. 
Θεώρηµα του Hausdorff. Κάθε άλυσσος διατεταγµένου συνόλου S, περιέχεται σε µία µεγίστη 
άλυσσο. 
Θεώρηµα των Kuratowski-Zorn. Αν κάθε άλυσσος του S είναι άνω φραγµένη, τότε κάθε 
στοιχείο του S, είναι και στοιχείο µιάς µεγίστης αλύσσου. 
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     Αξίωµα επιλογής →→→→ Θεώρηµα Zermelo 
Απόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση επιλογής F: P(S)−{∅} → S.  
Το σύνολο f(P(S)−{∅}) είναι τέτοιο ώστε, κάθε α = f(Α)∈f(P(S)−{∅}) να περιέχεται σε ένα 
και µόνο υποσύνολο Α∈P(S)−{∅}. Θα λέµε το µη κενό υποσύνολο Α του S διαφοροποιηµένο 
από το α, αν µπορεί να διαταχθεί καλά κατά τέτοιο τρόπο, ώστε ∀α∈Α το α = f(S−Α΄) όπου Α΄ 
ένα τµήµα του Α ως προς την διάταξη, που διατάσει καλά το Α. Τέτοια υποσύνολα του S 
υπάρχουν. Είναι για παράδειγµα όλα τα µονοσύνολα του S. Έστω 1A  και 2A  δύο 
διαφοροποιηµένα από το α υποσύνολα του S. Αµφότερα έχουν το α κοινό στοιχείο και 
συνεπώς έχουν ένα τµήµα κοινό. Η ένωση Γ όλων των κοινών τµηµάτων των συνόλων αυτών, 
είναι κοινό τµήµα αυτών. Θα δείξουµε ότι, η ένωση αυτή, συµπίπτει µε το 1A  και το 2A . 

Πράγµατι, αν η ένωση αυτή Γ ήταν έστω διαφορετική από το 1A , τότε το στοιχείο  

f(S−Γ) θα προσδιόριζε εν 1A  ένα τµήµα, που θα περιείχε το Γ. Άτοπο. Τα σύνολα συνεπώς 1A  

και 2A  είναι έτσι ώστε, το ένα να είναι τµήµα του άλλου. Θεωρούµε, τώρα, την ένωση όλων 
των διαφοροποιηµένων συνόλων του S. Αυτή είναι ένα διαφοροποιηµένο σύνολο Λ. Πράγµατι, 
αν α, β∈Λ µε α∈Α, β∈Β, τα Α, Β ⊆ Λ, τότε αµφότερα τα α, β, κείνται στο µεγαλύτερο από τα 
Α, Β, έστω το Α. Θέτοντας β ≤ α εν Λ αν και µόνον αν β ≤ α εν Λ, επεκτείνουµε την καλή 
διάταξη εν Λ. Τέλος, µε κάθε α∈Λ, το α περιέχεται σε κάποιο διαφοροποιηµένο υποσύνολο Α, 
και προσδιορίζει εν Λ και εν Α το ίδιο τµήµα Α΄, όπου  
α = f(S−Α΄). Το Λ τέλος ταυτίζεται µε το S, µιά και σε άλλη περίπτωση, θα µπορούσαµε να 
κατασκευάσουµε ένα διαφοροποιηµένο σύνολο εν S µεγαλύτερο από το Λ, πράγµα άτοπο. 
 

Θεώρηµα Zermelo →→→→ Θεώρηµα Hausdorff. 
Απόδειξη. Το τυχόν σύνολο A, είναι δυνατόν να θεωρηθεί ότι αποτελείται από υποσύνολα Α, 
κάθε ένα από τα οποία, λόγω του θεωρήµατος του Zermelo, διατάσσεται καλά από κάποια 
διάταξη “ Α≤ ”. Από το λήµµα όµως, έπεται ότι, το A είναι δυνατόν να θεωρηθεί ως µία µεγίστη 

άλυσσος Α*, µε διάταξη την “≤*  ”. 
 

Θεώρηµα Hausdorff →→→→ Θεώρηµα Kuratowski-Zorn. 
Απόδειξη. Έστω S ένα διατεταγµένο σύνολο, του οποίου κάθε άλυσσος έχει άνω φράγµα. 
Έστω το στοιχείο α∈S. Η άλυσσος {α} περιέχεται από υπόθεση, σε µία µεγίστη άλυσσο C. Αν 
c άνω φράγµα της C, τότε α ≤ c. Το c είναι και αξεπέραστο προς τα επάνω στοιχείο του S. Η C 
∪ {c} είναι άλυσσος περιέχουσα την C. Άτοπο. Άρα c∈C, αλλά και κάθε x∈S µε x ≤ c, ανήκει 
στο C, µιά και κάθε υποσύνολο του C είναι τµήµα. 
 

Θεώρηµα Kuratowski-Zorn →→→→ Αξίωµα της επιλογής. 
Απόδειξη. Έστω A τυχόν σύνολο. Υπάρχουν υποσύνολα Α του A, πάνω στα οποία είναι 
δυνατόν να ορισθεί µία συνάρτηση επιλογής. Π.χ. τα µονοσύνολα του A. Θεωρούµε όλα τα 
τέτοιου τύπου υποσύνολα του A, και έστω Φ όλες οι δυνατές συναρτήσεις επιλογής, που 
ορίζονται πάνω σ’ αυτά. Το σύνολο Φ διατάσσεται ως εξής: 21 FF ≤ , αν και µόνον αν, 21 ΣΣ ⊆  

όπου 21 F,F συναρτήσεις επιλογής, που ορίζονται πάνω σε σύνολα υποσυνόλων 1Σ , 2Σ του A. 

Έστω τυχούσα άλυσσος Γ µέσα στο σύνολο Φ. Αν αF τα στοιχεία της Γ, και αΣ τα σύνολα επί 

των οποίων ορίζονται οι αF , θεωρούµε το Σ = U
α

αΣ , και πάνω σ’ αυτό, ορίζουµε τη F, η 

οποία συµπίπτει µε κάθε µία αF  επί κάθε ενός αF . Φανερά F∈Φ, και είναι άνω φράγµα της Γ. 

Από υπόθεση, η Γ περιέχεται σε µεγίστη άλυσσο. Αν, τώρα, το A−Σ ≠ ∅, πάνω σ’ αυτό, είναι 
δυνατόν να ορίσουµε µία συνάρτηση βF , έτσι ώστε, βF (A−Σ)∈A−Σ Όµως, στην περίπτωση 

αυτή, η Γ ∪{ βF } θα ήταν µία άλυσσος που θα περιείχε την µεγίστη άλυσσο Γ. Άτοπο. 

   
 
Βιβλιογραφία. “General Algebra”, A.G. Kurosh, έκδοση Chelsea, σελίς 26. 
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13. Σύντοµο χρονικό της Θεωρίας συνόλων. Η θεωρία συνόλων ξεκίνησε µε τις εργασίες του 
Georg Cantor το 1894. (Υπάρχουν στην βιβλιοθήκη, µεταφρασµένες στα αγγλικά, στις 
εκδόσεις Dover, µε τίτλο Contributions to the foundation of the Theory of Transfinite 
Numbers). 
Η πρώτη αξιωµατική θεµελίωση της θεωρίας των συνόλων δόθηκε από τον Zermelo το 1908. 
Στα αξιώµατα αυτά, περιλαµβάνεται και το αξίωµα της επιλογής. Η τελική µορφή των 
αξιωµάτων αυτών δόθηκε από τους Fraenkel και Scolem το 1922. 
Η εισαγωγή των αξιωµάτων αυτών από τον Zermelo, έγινε στην προσπάθειά του να 
αντιµετωπίσει τις αντινοµίες που προέκυψαν µέσα στην θεωρία των συνόλων, και που ήταν 
γνωστές ήδη από το 1879 (αντινοµία Burali-Forti). Η αντινοµία αυτή µελετήθηκε από τον 
Russell, από τον οποίο και διατυπώθηκε στην παρακάτω µορφή: Όπως είδαµε, υπάρχουν 
σύνολα, τα οποία είναι ισοδύναµα προς κάποιο υποσύνολό τους. Ας θεωρήσουµε εµείς, το 
“σύνολο” όλων των συνόλων, (το παριστάνουµε µε S), που δεν είναι ισοδύναµα προς κάποιο 
υποσύνολό τους. Μπορούµε άραγε να θεωρούµε ένα τέτοιο σύνολο; Η απάντηση είναι 
αρνητική. Πράγµατι, το S είτε θα είναι ένα σύνολο που είναι ισοδύναµο προς κάποιο 
υποσύνολό του, είτε δεν θα είναι κάποιο τέτοιο σύνολο. Στην α) περίπτωση, που το S είναι 
ισοδύναµο προς κάποιο υποσύνολό του, η σχέση SS⊆  οδηγεί σε άτοπο, µια και το S είναι εξ 
ορισµού το σύνολο όλων των συνόλων, που δεν είναι ισοδύναµα προς κάποιο υποσύνολό  τους. 
Στην περίπτωση β), που το S είναι ένα σύνολο που δεν είναι ισοδύναµο προς κανένα 
υποσύνολό του, οδηγούµεθα και πάλι σε άτοπο, µια και το S θα έπρεπε να περιέχεται στο S, 
λόγω ακριβώς του τρόπου µε τον οποίο ορίσαµε το S. 
Οι Russell και Whitehead παρατήρησαν ότι ο ορισµός των συνόλων εκείνων που οδηγούν σε 
αντινοµίες, καταστρατηγεί την αρχή του “Φαύλου Κύκλου”. Σύµφωνα µε την αρχή αυτή, ένα 
στοιχείο, του οποίου ο ορισµός απαιτεί το σύνολο των στοιχείων ενός συνόλου, δεν είναι 
δυνατόν να ανήκει στο σύνολο. Οι Russell και Whitehead για να αποφύγουν την αρχή αυτή, 
επινόησαν την Θεωρία των Τύπων, η οποία εκτίθεται εν εκτάσει στο σύγγραµµά τους Principia 
Mathematica. 
 
Βιβλιογραφία. N. Bourbaki, Éléments de Mathématique. Théorie des Ensembles, Chapitre 4. 
                         Jean Dieudonné, Abregé d’Histoire des Mathématiques. 
 
14. Πληθάριθµος συνόλου. Παραδεχόµεθα ότι τα σύµβολα 1, 2, κλπ. συµβολίζουν σύνολα 
που περιέχουν ένα, δύο, κλπ. Αντικείµενα. }  2, ,1{ K=N το σύνολο των φυσικών αριθµών. 

 

Ορισµός. Ονοµάζουµε ένα σύνολο Α αριθµήσιµο ανν υπάρχει αντιστοιχία s ένα – ένα και επί 
ανάµεσα σ' αυτό και το N. Πεπερασµένο καλείται το Α ανν υπάρχει αντιστοιχία s ένα – ένα 

και εντός του  N. Την εικόνα του συνόλου Α, συνήθως, την γράφουµε υπό την µορφή 

ακολουθίας N⊆∈ I  ,)a( Iii  Το πολύ αριθµήσιµο, ανν είναι ή πεπερασµένο ή αριθµήσιµο. Ο 
πληθάριθµος ενός αριθµησίµου συνόλου είναι ο αριθµός που αντιστοιχεί στο πλήθος των 
στοιχείων του συνόλου. Συµβολίζεται µε το )A(P . Αν το σύνολο Α έχει ν το πλήθος στοιχεία, 

είναι, τότε, ν=)A(P . 
 
Πρόταση. Για τα σύνολα Α και Β, ισχύει η σχέση, )BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪  και 

)BA(P)B(P)A(P)BA(P ∪−+=∩ . Για µια ακολουθία πεπερασµένων συνόλων iA , 

N∈i , ισχύει η σχέση KU  )AAA(P)AA(P)A(PAP
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Λήµµα 1. Κάθε µη κενό υποσύνολο αριθµησίµου συνόλου είναι το πολύ αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Αφού το σύνολο είναι αριθµήσιµο, µπορεί να γραφεί σαν ακολουθία. Φανερά, κάθε 
υποσύνολό του µπορεί να γραφεί σαν υπακολουθία αυτής της ακολουθίας. Άρα, είναι ή 
πεπερασµένο ή αριθµήσιµο. 
Λήµµα 2. Το NN×  είναι αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. (G. Cantor). Παριστάνουµε µε (µ,ν) το τυχόν στοιχείο του NN× .∆ίνουµε στο 
µ+ν, διαδοχικά, τις τιµές 2, 3, . . .  . Γιά κάθε φυσικό n ≥ 2, το µ (αντ. ν) µπορεί να πάρει, το 
πολύ, n-1 διαφορετικές τιµές. Άρα, η ως προς (µ,ν) εξίσωση µ+ν = n έχει πεπερασµένο πλήθος 
λύσεων. που, εποµένως, το σύνολό τους µπορεί να γραφεί σαν µιά πεπερασµένη ακολουθία. 
Από αυτό έπεται, µε τελεία επαγωγή, ότι, το σύνολο των NN×∈),( νµ  µπορεί να γραφτή 
σαν άπειρη ακολουθία. και, εποµένως, είναι αριθµήσιµο. 
 
Σχόλιο. ∆ιατυπώσαµε την απόδειξη του G. Cantor µε τρόπο, που να υπογραµµίζεται το ότι 
είναι "κατασκευαστική", δηλαδή, µετά από κάποιες συµφωνίες ως προς τις υπ' όψη 
πεπερασµένες ακολουθίες, µπορούµε, για κάθε (µ,ν), να βρίσκουµε µε ποιόν όρο της τελικής 
(άπειρης) ακολουθίας αυτό συµπίπτει. 
 
Πορίσµατα των παραπάνω δύο ληµµάτων είναι τα επόµενα κλασικά αποτελέσµατα (G. 
Cantor). 
 
Ορολογία. Μιά οικογένεια (αi)i∈I καλείται αριθµήσιµη όταν, και µόνον όταν, το Ι είναι 
αριθµήσιµο. Αντ. για το, "το πολύ αριθµήσιµο". 
 
Λήµµα 3. Η ένωση µιάς το πολύ αριθµήσιµης ακολουθίας από το πολύ αριθµήσιµα σύνολα 
είναι το πολύ αριθµήσιµη. 
Απόδειξη. Λόγω του Λήµµατος 1, αρκεί να αποδείξουµε το Λήµµα 3 για µιά αριθµήσιµη 
ένωση από αριθµήσιµα σύνολα. Τώρα, αφού η οικογένεια είναι αριθµήσιµη, µπορεί να γραφεί 
σαν ακολουθία. επίσης, και το καθένα από τα σύνολα αυτά. Άρα, το σύνολο των στοιχείων της 
ενώσεως µπορεί να γραφτή σαν {αµ,αν)}, όπου NN×∈),( νµ . Τώρα, η αντιστοίχηση του 
(αµ,αν) στο (µ,ν) εγκαθιστά, φανερά, µιά αντιστοιχία 1-1 ανάµεσα στην ένωση, που θεωρούµε, 
και το NN× . Άρα, η ένωση αυτή αποτελεί αριθµήσιµο σύνολο.  
 

Πόρισµα. Το σύνολο 






 ∈= NQ νµ
ν

µ
 ,   , των ρητών αριθµών είναι αριθµήσιµο. 

 
Είναι όλα τα σύνολα αριθµήσιµα; Όχι, καθώς απέδειξε ο G. Cantor.  
 
Λήµµα 4. Το σύνολο των απείρων ακολουθιών από δύο διαφορετικά γράµµατα δεν είναι 
αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Ας είναι α και β αυτά τα γράµµατα. Έστω ότι το υπ' όψη σύνολο είναι αριθµήσιµο. 
Τότε, µπορεί να γραφεί σαν ακολουθία Α1, Α2, . . . 

. όπου: 
                    Α1 η ακολουθία α11, α12, . . .         όπου αα =j,1  είτε βα =j,1  

                    Α2 η ακολουθία α21, α22, . . .         όπου αα =j,2   είτε  βα =j,2  

                    . . .         . . .             . . .  . 
Για να φτάσουµε σε άτοπο, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει άπειρη ακολουθία από τα γράµµατα 
α και β που δεν συµπίπτει µε καµιά από τις Α1, Α2, . . . . Φανερά, µιά τέτοια ακολουθία είναι η 
γ1, γ2, . . . , που ορίζεται έτσι: Για κάθε φυσικό ν ≥ 1, γν ≠ ανν

. δηλαδή,  
αν ανν = α, γν = β και αν ανν = β, γν = α. Με τον τρόπο που ορίστηκε η γ1, γ2, . . . , διαφέρει από 
την Αν, τουλάχιστον ως προς τον ν-οστό όρο της

. και αυτό για κάθε φυσικό ν ≥ 1. Εποµένως, το 
υπ' όψη σύνολο δεν είναι αριθµήσιµο. 
 



17 
 

Σχόλιο. Ο λόγος που αρχίσαµε µε αυτό το αποτέλεσµα, είναι πως δείχνει καθαρά ότι η µη 
αριθµησιµότητα οφείλεται στην απειρία των αυθαιρέτων εκλογών τιµών α ή β και όχι σε 
λόγους "αριθµο-θεωρητικού" κλπ. τύπου. 
 
Πόρισµα. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι µη αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Λαβαίνουµε πιο πάνω α = 0 και β = 1 και τους εκφράζουµε, στο δυαδικό σύστηµα. 


