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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο   ∆ Ε Υ Τ Ε Ρ Ο 
 

Θεωρία συνόλων � Πληθάριθµοι 
 

Τα αντικείµενα που θίγονται εδώ, αναπτύσσονται αναλυτικά στα 
κεφάλαια πρώτο, έβδοµο και όγδοο του βιβλίου του Σ.Π. Ζερβού 
"Καθολική Άλγεβρα - Ι. Από τα σύνολα και την τοπολογία ώς την 
καθολική άλγεβρα και την θεωρητική πληροφορική." (Αθήνα, 1994, 
Εκδόσεις Μ. Καρδαµίτσα, Ιπποκράτους. Στις παραποµπές σ' αυτό, το 
αναφέρουµε µε το γράµµα Ζ. 
 
∆ιατακτικοί αριθµοί. Γιά µία συστηµατική παρουσίαση της 
καντοριανής θεωρίας των πληθαρίθµων και των διατακτικών αριθ-
µών, παραπέµπουµε στο έβδοµο κεφάλαιο του Ζ. Στο όγδοο κεφά-
λαιο του Ζ, προσπαθούµε να εξηγήσουµε µε τρόπο, γενικά κατά-
νοητό, βασικές ιδέες στα θέµατα της θεµελιώσεως της θεωρίας 
συνόλων (και έτσι, έµµεσα, όλων των Μαθηµατικών). Νοµίζω ότι 
ξεκαθαρίζονται σ' αυτό θέµατα γιά τις αξιωµατικές θεωρίες συνόλων 
περισσότερο απ' ότι γίνεται, συνήθως (γιά το γενικό µαθηµατικό 
κοινό). 
     Εδώ, είµαστε συνοπτικοί. Χρησιµοποιούµε το µοντέλλο της 
καντοριανής θεωρίας συνόλων γιά οποιαδήποτε αξιωµατική θεωρία 
τύπου John von Neumann. "πρακτικοποιώντας" την κεντρική ιδέα του 
να χρησιµοποιούµε "κλάσεις" και "σύνολα" (= "µικρές") κλάσεις. 
     Κλάση, θα ονοµάζουµε κάθε σύνολο αντικειµένων της σκέψης που 
ικανοποιεί τα εξής: 1) Ο ορισµός του δεν περικλείει λογική αντίφαση. 
2) Τα στοιχεία του είναι όλα διαφορετικά το ένα από το άλλο. 
     Επιτρέπεται: Να θεωρούµε ενώσεις και τοµές οικογενειών από 
κλάσεις, µε σύνολα δεικτών, σύνολα. 
     ∆εν επιτρέπεται: Να χρησιµοποιούµε, άµεσα ή έµµεσα, την έννοια 
"κλάση των υποκλάσεων µιάς κλάσης Α" εφ' όσον δεν έχουµε 
εξασφαλίσει ότι η Α είναι ό,τι θα ονοµάσουµε, πιό κάτω, "σύνολο". 
      
Παραδείγµατα από κλάσεις που δεν είναι "σύνολα": 1) Η κλάση 
όλων των αντικειµένων της σκέψης. 2) Η κλάση όλων των συνόλων 
που το καθένα τους έχει από δύο αντικείµενα της σκέψης. 3) Η κλάση 
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όλων των συνόλων που το καθένα τους έχει ένα πεπερασµένο πλήθος 
αντικειµένων της σκέψης. 
      
    Την ορολογία γιά σύνολα που αναφέραµε στο πρώτο κεφάλαιο, µε 
εξαίρεση το απαγορευµένο πιά "σύνολο των µερών", την µετά-
φέρουµε αυτούσια στις κλάσεις. Προσθέτουµε την επόµενη ορολογία 
(κλασική γιά σύνολα, την εισήγαγε ο G. Cantor): Μιά ολικώς 
διατεταγµένη κλάση καλείται καλώς διατεταγµένη (συντοµογραφία 
κ.δ.) όταν, και µόνον όταν, κάθε µη κενή υποκλάση της έχη αρχικό 
στοιχείο. 
 
Παραδείγµατα: 1) Το Ν.  
2) Η κλάση 1, 2, 3, . . . , 1΄, 2΄, 3΄, . . . 1΄΄, 2΄΄, 3΄΄, . . .  .  
3) Η κλάση, όπου η διαδικασία που ορίζει την 2) επαναλαµβάνεται 
χωρίς να σταµατά ποτέ. (Εδώ, εκφραζόµαστε "απλοϊκά", προκειµέ-
νου να φανή η ιδέα του πράγµατος). 
 
     Τα παραδείγµατα 1) και 2) απ' την µιά µεριά και το 3) απ' την 
άλλη, διαφέρουν, ριζικά, στο εξής: ∆εν υπάρχει τρόπος να σταµατήση 
πουθενά, δεξιά, η διαδοχή στο 3). Γι' αυτό, δεν µπορεί να 
χρησιµοποιηθή η κλάση αυτή σαν "σύνολο". 
 
Παρατήρηση (που, δυστυχώς, δεν γίνεται στα περισσότερα διεθνή 
συγγράµµατα Λογικής και Θεωρίας Συνόλων). Οι "χωρίς σταµα-
τηµό" καλώς διατεταγµένες κλάσεις έχουν τις εξής πολύ καλές 
ιδιότητες: 
1. Είναι, ως προς την διάταξή τους, όλες ισόµορφες µεταξύ τους. 
2. Γιά κάθε στοιχείο α µιάς τέτοιας κλάσης, η κλάση όλων των ≤ α 
στοιχείων του αποτελεί "σύνολο". 
3. Σε µία τέτοια κλάση (στην οποία, φανερά, µεταφέρονται οι έννοιες 
"κατώτερο φράγµα", "ανώτερο φράγµα", "κατώτερο πέρας" και 
"ανώτερο πέρας"), ισχύει το θεώρηµα του Bolzano και εφαρµόζεται, 
σ' αυτό η κατά Kurepa πλήρωση. 
 
Σηµείωση. Όσο ξέρω, η παρατήρηση αυτή 3 έγινε, γιά πρώτη φορά, 
γραπτά, στο Ζ. Την είχα κάνει, προφορικά, στα µαθήµατά µου στο 
Πανεπιστήµιοµιο Αθηνών, το 1991. 
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Αναλογία. Η "χωρίς σταµατηµό" καλώς διατεταγµένη κλάση είναι ως 
προς τα "σύνολα" ό,τι το Ν ως προς τα πεπερασµένα σύνολα. 
 
∆ιαφορά. Το Ν άφηνε, όµως, τα περιθώρια σ' έναν µεγαλοφυά 
πνευµατικό επαναστάτη σαν τον G. Cantor να θεωρήση ότι, µετά απ' 
όλους τους φυσικούς αριθµούς, µπορούµε να γράψουµε κι άλλα 
στοιχεία, προεκτείνοντας το Ν σαν καλώς διατεταγµένο σύνολο πιά, 
µε µερική συντήρηση ιδιοτήτων του. Η "χωρίς σταµατηµό" κ.δ. 
κλάση έχει καταργήσει, από πρώτα, κάθε τέτοια δυνατότητα, γι' αυτήν.. 
γιατί, έχει, εκ των προτέρων, συµπεριλάβει και όλες τις δυνατές 
προεκτάσεις. 
 
Σηµείωση. Το να λεχθούν αυτά αυστηρά, είναι λιγώτερο απλό απ' 
όσο φαίνεται. Εδώ, όµως, µας ενδιαφέρει να τονίσουµε τις ιδέες των 
πραγµάτων. 
 
     Χρησιµοποιήσαµε κι όλας τον όρο "σύνολο", χωρίς να τον έχουµε 
ορίσει. Θα τον ορίσουµε, τώρα, µε τον ίδιο απλουστευτικό τρόπο 
(που, σε καµµιά περίπτωση, δεν αντικαθιστά τον αυστηρό ορισµό). 
     Θεωρούµε την ακολουθία: Ν, Ρ(Ν), Ρ(Ρ(Ν)), . . .  . Καλούµε Α1 
την ένωσή της και την προεκτείνουµε µε την ακολουθία Α1, Ρ(Α1), 
Ρ(Ρ(Α1)), . . .  . Θεωρούµε την ένωση της κ.δ. κλάσης Ν, Ρ(Ν), . . . , 
Α1, Ρ(Α1), . . .  και την καλούµε Α2

. κ.ο.κ. Όταν εξαντληθούν τα Αν (ν 
φυσικός), ορίζουµε τις ενώσεις Βν, κ.ο.κ. Χρησιµοποιούµε ένα 
αλφάβητο που δεν τελειώνει ποτέ. Ορίζεται έτσι, µιά κ.δ. κλάση, 
"χωρίς σταµατηµό". 
 
Ορισµός. "Σύνολο", ονοµάζουµε κάθε κλάση, γιά την οποία υπάρχει 
αντιστοιχία 1-1 ανάµεσα σ' αυτήν και σε υποκλάση µέλους (= στοι-
χείου) της παραπάνω κ.δ. κλάσης. 
 
Παρατήρηση. Ο ορισµός αυτός είναι, φανερά, λογικά συµβιβαστός 
µε την ιδιότητα 2 στην προηγούµενη παρατήρηση. 
 
     Ερχόµαστε, τώρα, σε µερικούς κλασικούς ορισµούς και µερικά 
κλασικά θεωρήµατα του G. Cantor. (Γράφουµε, πάντα, G. Cantor, 
γιατί, την ίδια εποχή, υπήρχε στην Γερµανία και ο µεγάλος ιστορικός 
των µαθηµατικών Moritz Cantor.) 
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Συµβολισµός. Ν* = Ν\{0}. 
 
Ορισµός. Ονοµάζουµε ένα σύνολο Α αριθµήσιµο όταν, και µόνον 
όταν, υπάρχη αντιστοιχία 1-1 ανάµεσα σ' αυτό και το Ν*΄το πολύ 
αριθµήσιµο, αν, και µόνον αν, είναι ή πεπερασµένο ή αριθµήσιµο. 
 
Οι αποδείξεις γιά το ότι διάφορα αξιόλογα σύνολα είναι αριθµήσιµα, 
στηρίζονται όλες σε δύο λήµµατα. 
 
Λήµµα 1. Κάθε µη κενό υποσύνολο αριθµησίµου συνόλου είναι το 
πολύ αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Αφού το σύνολο είναι αριθµήσιµο, µπορεί να γραφτή σαν 
ακολουθία. Φανερά, κάθε υποσύνολό του µπορεί να γραφτή σαν 
υπακολουθία αυτής της ακολουθίας. Άρα, είναι ή πεπερασµένο ή 
αριθµήσιµο. 
 
Λήµµα 2. Το Ν*××××Ν* είναι αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. (G. Cantor). Παριστάνουµε µε (µ,ν) το τυχόν στοιχείο του 
Ν*××××Ν*. (Οι µ, ν, φυσικοί > 0). ∆ίνουµε στο µ+ν, διαδοχικά, τις τιµές 
2, 3, . . .  . Γιά κάθε φυσικό τ ≥ 2, το µ (αντ. ν) µπορεί να πάρη, το 
πολύ, τ-1 διαφορετικές τιµές. Άρα, η ως προς (µ,ν) εξίσωση µ+ν = τ 
έχει πεπερασµένο πλήθος λύσεων. που, εποµένως, το σύνολό τους 
µπορεί να γραφτή σαν µιά πεπερασµένη ακολουθία. Από αυτό έπεται, 
µε τελεία επαγωγή, ότι, το σύνολο των (µ,ν)∈ Ν*××××Ν* µπορεί να 
γραφτή σαν άπειρη ακολουθία. και, εποµέ-νως, είναι αριθµήσιµο. 
ο.ε.δ. 
 
Σχόλιο. ∆ιατυπώσαµε την απόδειξη του G. Cantor µε τρόπο, που να 
υπογραµµίζεται το ότι είναι "κατασκευαστική". δηλαδή, µετά από 
κάποιες συµφωνίες ως προς τις υπ' όψη πεπερασµένες ακολουθίες, 
µπορούµε, γιά κάθε (µ,ν), να βρίσκουµε µε ποιόν όρο της τελικής 
(άπειρης) ακολουθίας αυτό συµπίπτει. 
 
Πορίσµατα των παραπάνω δύο ληµµάτων είναι τα επόµενα κλασικά 
αποτελέσµατα (G. Cantor). 
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Ορολογία. Μιά οικογένεια (αi)i∈I καλείται αριθµήσιµη όταν, και 
µόνον όταν, το Ι είναι αριθµήσιµο. Αντ. γιά το, "το πολύ αριθµή-
σιµο". 
 
Λήµµα3. Η ένωση µιάς το πολύ αριθµήσιµης ακολουθίας από το πολύ 
αριθµήσιµα σύνολα είναι το πολύ αριθµήσιµη. 
Απόδειξη. Λόγω του Λήµµατος 1, αρκεί να αποδείξουµε το Λήµµα 3 
γιά µιά αριθµήσιµη ένωση από αριθµήσιµα σύνολα. Τώρα, αφού η 
οικογένεια είναι αριθµήσιµη, µπορεί να γραφτή σαν ακολουθία. 
επίσης, και το καθένα από τα σύνολα αυτά. Άρα, το σύνολο των 
στοιχείων της ενώσεως µπορεί να γραφτή σαν {αµ,αν)}, όπου 
(µ,ν)∈Ν*××××Ν*. Τώρα, η αντιστοίχιση του (αµ,αν) στο (µ,ν) εγκαθιστά, 
φανερά, µιά αντιστοιχία 1-1 ανάµεσα στην ένωση, που θεωρούµε, και 
το Ν*××××Ν*. Άρα, η ένωση αυτή αποτελεί αριθµήσιµο σύνολο. ο.ε.δ. 
 
Θεώρηµα Α.1. Το σύνολο Q των ρητών αριθµών είναι αριθµήσιµο. 

Απόδειξη. Η αντιστοίχιση του 
ν
µ

 στο (µ,ν) εγκαθιστά µιά 

αντιστοιχία 1-1 ανάµεσα στο σύνολο των > 0 ρητών, το Q*\{0}, και 
το Ν*××××Ν*. Άρα το Q*\{0} είναι αριθµήσιµο και, εποµένως, µπορεί να 
γραφτή σαν ακολουθία α1, α2, . . . . Τώρα, η ακολουθία  
0, α1, -α1, α2, -α2, . . . έχει σαν σύνολο στοιχείων της το Q. ο.ε.δ. 
 
Ορισµός. Αλγεβρικός αριθµός καλείται κάθε ρίζα αλγεβρικής 
εξισώσεως µε συντελεστές ακεραίους αριθµούς (δηλαδή, στοιχεία του 
Ζ). 
 
Λήµµα 4. Γιά κάθε φυσικό µ ≥ 2, το Ν*µ είναι αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Με τελεία επαγωγή, από το Λήµµα 2. 
 
Πόρισµα. Γιά κάθε φυσικό µ ≥ 1, το σύνολο των αλγεβρικών 
εξισώσεων βαθµού ≤ µ, µε ακέραιους συντελεστές, είναι αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Ας είναι α0xµ+ . . . +αµ = 0 η τυχαία τέτοια εξίσωση. Το 
σύνολο αυτό είναι, φανερά, άπειρο υποσύνολο συνόλου σε 
αντιστοιχία 1-1 µε το καρτεσιανό γινόµενο Ζµ, που κι αυτό, είναι σε 
αντιστοιχία 1-1 µε το Ν*µ. Άρα, είναι αριθµήσιµο. ο.ε.δ. 
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Θεώρηµα Α.2. Το σύνολο των αλγεβρικών αριθµών είναι αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Άµεσο πόρισµα του Λήµµατος 3 και του τελευταίου 
πορίσµατος. 
 
Σχόλιο. Όλες οι αποδείξεις αριθµησιµότητας που είδαµε είναι 
"κατασκευαστικές". ενώ ο ορισµός αριθµησίµου συνόλου, που δώσα-
µε, δεν είναι. Εξηγούµε περί τίνος πρόκειται. Σύµφωνα µε τον ορισµό 
που δώσαµε, γιά να αποδείξουµε ότι ένα σύνολο είναι αριθµήσιµο, 
αρκούσε ν' αποδείξουµε ότι η υπόθεση ότι δεν είναι, οδηγεί σε άτοπο 
(απόδειξη "υπαρξιστική", µη "κατασκευαστική"). Όµως, οι 
(εµπνευσµένες από την σκέψη του G. Cantor) αποδείξεις 
αριθµησιµότητας είναι όλες "κατασκευαστικές" (που, όταν τις 
διαθέτουµε, όλοι τις προτιµούν από τις "υπαρξιστικές"). ∆ηλαδή, 
αποδείξαµε πιό πάνω ότι διάφορα αξιόλογα σύνολα όχι µόνον είναι 
αριθµήσιµα αλλά είναι και εµπραγµάτως (στα γαλλικά, effective-
ment) αριθµήσιµα. 
 
Ιστορική σηµείωση. Η διάκριση ανάµεσα σε "αριθµήσιµα" και 
"εµπραγµάτως αριθµήσιµα" σύνολα οφείλεται στον µεγάλο Γάλλο 
µαθηµατικό και στοχαστή Emile Borel. Στην Ελλάδα, την έφερε ο 
Παναγιώτης Ζερβός, που µετάφρασε και τον όρο "effectivement" σε 
"εµπραγµάτως". Σήµερα, η διάκριση αυτή έχει ξαναγίνει επίκαιρη. 
 
     Είναι όλα τα σύνολα αριθµήσιµα; Όχι, καθώς απέδειξε ο G. 
Cantor. Θα µας εµπνέει και πάλι η σκέψη του αλλά θα ακολουθή-
σουµε µιά κάπως διαφορετική διάταξη, στην παρουσίαση των από-
τελεσµάτων (κάποτε, και µε αναδιατυπώσεις αποδείξεων). 
 
Προκαταρκτική παρατήρηση 1. Οι αποδείξεις θα είναι, τώρα, όλες 
"υπαρξιστικές". δηλαδή, µε "εις άτοπον απαγωγήν" (την θεµελιώδη 
αυτή ανακάλυψη των αρχαίων Ελλήνων). 
 
Προκαταρκτική παρατήρηση 2. Αν ένα σύνολο δεν είναι 
αριθµήσιµο, και κάθε σύνολο που το περιέχει δεν είναι. (Απόδειξη. 
Προφανής συνέπεια του Λήµµατος 1). 
 
Λήµµα 5. Το σύνολο των απείρων ακολουθιών από δύο διαφορετικά 
γράµµατα δεν είναι αριθµήσιµο. 
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Απόδειξη. Ας είναι α και β αυτά τα γράµµατα. Εστω ότι το υπ' όψη 
σύνολο είναι αριθµήσιµο. Τότε, µπορεί να γραφτή σαν ακολουθία Α1, 
Α2, . . . . όπου: 
                    Α1 η ακολουθία α11, α12, . . .  
                    Α2 η ακολουθία α21, α22, . . . 
                    . . .         . . .             . . .  . 
Γιά να φτάσουµε σε άτοπο, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει άπειρη 
ακολουθία από τα γράµµατα α και β που δεν συµπίπτει µε καµµιά από 
τις Α1, Α2, . . . . Φανερά, µιά τέτοια ακολουθία είναι η γ1, γ2, . . . , που 
ορίζεται έτσι: Γιά κάθε φυσικό ν ≥ 1, γν ≠ ανν. δηλαδή,  
αν ανν = α, γν = β και αν ανν = β, γν = α. Με τον τρόπο που ορίστηκε η 
γ1, γ2, . . . , διαφέρει από την Αν, τουλάχιστον ως προς τον ν-οστό όρο 
της. και αυτό γιά κάθε φυσικό ν ≥ 1. Εποµένως, το υπ' όψη σύνολο 
δεν είναι αριθµήσιµο. ο.ε.δ. 
 
Σχόλιο. Ο λόγος που αρχίσαµε µε αυτό το αποτέλεσµα, είναι πως 
δείχνει καθαρά ότι η µη αριθµησιµότητα οφείλεται στην απειρία των 
αυθαιρέτων εκλογών τιµών α ή β και όχι σε λόγους "αριθµο-
θεωρητικού" κλπ. τύπου. 
 
Πόρισµα. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών που είναι ≥ 0 και  ≤ 1 
είναι µη αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Λαβαίνουµε πιο πάνω α = 0 και β = 1 και τους 
εκφράζουµε, µε τον ατέρµονα τρόπο, στο δυαδικό σύστηµα. ' 
 
Πόρισµα 2. Το σύνολο των απείρων ακολουθιών από δέκα διαφο-
ρετικά γράµµατα δεν είναι αριθµήσιµο. 
Απόδειξη. Άµεση συνέπεια της προκαταρκτικής παρατηρήσεως 2 και 
του Λήµµατος 5. Λεπτοµερώς: Αν αυτό ήταν αριθµήσιµο, θα ήταν, 
σύµφωνα µε το Λήµµα 1, και το υποσύνολό του που αποτελούν οι 
ακολουθίες από ορισµένα δύο απ' αυτά τα γράµµατα. Αδύνατον, 
σύµφωνα µε το Λήµµα 5. ' 
 
Παρατήρηση. Αν σαν τέτοια γράµµατα, πάρουµε τα ψηφία 
 0, 1, 2, . . . , 9, έχουµε σαν αποτέλεσµα ότι, το σύνολο των ≥ 0  
και ≤ 1 πραγµατικών αριθµών, εκφρασµένων µε τον ατέρµονα τρόπο 
στο δεκαδικό σύστηµα αριθµήσεως, δεν είναι αριθµήσιµο. δηλαδή, το 
Πόρισµα 1. 
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Ιστορική σηµείωση. Γιά τους έτσι εκφρασµένους πραγµατικούς, 
είσήγαγε ο G. Cantor την αποδεικτική µέθοδο που εφαρµόσαµε στο 
Λήµµα 5. Ονοµάζεται "µέθοδος της δευτέρας διαγωνίου του Cantor". 
 
Πόρισµα 3. Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών δεν είναι 
αριθµήσιµο. 
 
     Πρίν προχωρήσουµε, παραθέτουµε την επόµενη Σηµείωση, που 
αναφέρεται σε µερικά από τα δυσκολώτερα προβλήµατα των κλασι-
κών µαθηµατικών, και, παράλληλα, δείχνει τι υπηρεσίες πρόσφερε 
και προσφέρει σ' αυτά µιά τόσο "αφηρηµένη" θεωρία σαν την θεωρία 
συνόλων. 
 
Σηµείωση. Όταν µας δώσουν έναν πραγµατικό αριθµό σαν όριο µιάς 
(ακολουθίας) σειράς πραγµατικών αριθµών κλπ., είναι, συχνά, πολύ 
δύσκολο να διαπιστώσουµε αν είναι ρητός ή όχι, ή αλγεβρικός ή όχι. 
(Υπενθύµιση ορολογίας: Οι µη αλγεβρικοί αριθµοί καλούνται 
υπερβατικοί.) Θα δούµε, σε λίγο, δύο τέτοια παραδείγµατα. 
Παρατηρούµε, όµως, τώρα, τα εξής: Ότι, ενώ έχουµε τέτοια άγνοια, 
συχνά, στο θέµα αυτό, τα παραπάνω θεωρήµατα του G. Cantor 
αποδεικνύουν ότι το σύνολο των πραγµατικών υπερβατικών αριθµών 
δεν είναι αριθµήσιµο. Έτσι, οι "πολλοί" πραγµατικοί αριθµοί είναι οι 
υπερβατικοί, όχι οι αλγεβρικοί ! 
 
     Παραδείγµατα πραγµατικών αριθµών, γιά τους οποίους δεν 
ξέρουµε αν είναι ρητοί ή όχι. 1) Ο µεγαλοφυής Leonard Euler 
θεώρησε το όριο της ακολουθίας µε γενικό όρο 

                            νlog
�
1

2
11 −+++ L . 

Το όριο αυτό υπάρχει και είναι πεπερασµένος αριθµός. Ονοµάζεται 
"σταθερά του Euler". Κανένας δεν κατόρθωσε, ώς σήµερα, ν' 
αποδείξη αν είναι ρητός ή όχι  . . .  . 
2) Και πάλι ο Euler µελέτησε την σειρά 

                                L+++ νν 3
1

2
11  . 
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Ξέρουµε ότι, γιά ρ πραγµατικό > 1, η σειρά L+++ ρρ 3
1

2
11  

συγκλίνει. (Βλ. Παναγιώτου Ζερβού, Απειροστικός Λογισµός σελ. 
94). Τώρα, γιά ν άρτιο, ο Euler απέδειξε ότι το άθροισµα της σειράς 
είναι αριθµός ασύµµετρος (= άρρητος). Όµως, ώς το 1978, κανείς δεν 
είχε κατορθώσει να βρή τι γίνεται γιά ν περιττό > 1. Τότε, έπειτα από 
εικοσάχρονη προσπάθεια, ο Roger Apery, απέδειξε ότι, γιά ν = 3, 
έχουµε, και πάλι, ότι το άθροισµα της σειράς αυτής είναι αριθµός 
ασύµµετρος. Με το αποτέλεσµά του αυτό, που το βρήκε στο τέλος 
της ακαδηµαϊκής σταδιοδροµίας του, ο Apery καθιερώθηκε σαν 
µεγάλος αριθµοθεωρητικός. ∆ύσκολη και πολυσύνθετη η απόδειξη 
του Apery, χρησιµοποιεί αποκλειστικά κλασικά µαθηµατικά. 
Κατέπληξε τον κόσµο. 
 
Ιστορική σηµείωση. Ο Roger Apery ήτανε γιός Έλληνα, που, στα 
δεκατέσσερα χρόνια του, µετανάστευσε στην Γαλλία και, επειδή 
πολέµησε, σαν Γάλλος στρατιώτης, το 1914-18, απέκτησε την 
Γαλλική υπηκοότητα. Η µητέρα του ήτανε φλαµανδικής κατά-γωγής. 
Όµως, ο ίδιος ήτανε, πολιτιστικά και συνειδησιακά, Γάλλος. φίλος, 
βέβαια της Ελλάδας. Το 1978 οργανώσαµε στην Αθήνα ∆ιεθνές 
Συµπόσιο Θεωρίας Αριθµών προς τιµήν του. (Η οικογένεια Απερή, 
στην Καλλιθέα Αθηνών, είναι συγγενική του). Γιά το πόσο βοηθάει 
έναν τόπο η πνευµατική λάµψη τέκνων του, αναφέρω τα εξής: Στα 
µάτια διεθνών µαθηµατικών κορυφών, "αναβαθµίστηκε" η Ελλάδα, 
άµα άκουσαν ότι ο Apery ήταν ελληνικής καταγωγής. 
 
     ∆ιαπιστώσαµε, πιο πάνω, πόσα αξιόλογα σύνολα µπορούσανε να 
τεθούν σε αντιστοιχία 1-1 µε το Ν*. Όταν το έδειξε ο G. Cantor γιά το 
Q, κατέπληξε τον κόσµο. 
     Ακόµα πιο εκπληκτικά είναι τα αποτελέσµατα γιά το µη 
αριθµήσιµο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών. Ας είναι τα [α,β] 
και [γ,δ] δύο διαστήµατα της πραγµατικής ευθείας, µε α < β και  
γ < δ. Αρκεί να τα τοποθετήσουµε (= µεταφέρουµε) σε παράλληλες, 
µη συµπίπτουσες, ευθείες του επιπέδου R2 και να φέρουµε τις ευθείες 
αδ και βγ, που, αναγκαία, τέµνονται. Από το σηµείο τοµής τους Ο, 
φέρουµε στο R2 µία τέµνουσα. Όταν το επί του [α,β] άκρο της, το 
διαγράφη, το επί του [γ,δ] άκρο της διαγράφει, µε την αντίθετη φορά, 
το [γ,δ]. Η "κινουµένη" αυτή τέµνουσα εγκαθιστά µιά αντιστοιχία 1-1 
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ανάµεσα στο [α,β] και το [γ,δ]. Σηµείωση. Το "κινουµένη" κλπ. 
λέχθηκαν γιά λόγους παραστατικότητας. Η αντιστοίχηση αυτή είναι 
απόλυτα αυστηρή και στηρίζεται στον ισοµορφισµό του επιπέδου 
Ευκλείδη -Hilbert µε το καρτεσιανό. 
     Θέλουµε να αποδείξουµε, τώρα, ότι υπάρχει αντιστοιχία 1-1 
ανάµεσα στο [0, 1] και την ηµιευθεία [0, →[. Η κλασική απόδειξη γι' 
αυτό, είναι η επόµενη: 
 
Συµβολισµός: [0, 1] ∼ [0, →[. 
 
     Αποδεικνύουµε, πρώτα, το βασικό, Λήµµα 6. [0, 1] ∼ [0, →[. 

Παρατηρούµε ότι, [0, 1] = U
Νν

νν
∈

+ 



∪

2
1,

2
1}0{ 1  και  

[0, 1[ = U
Νν

νν
∈

+ 



∪

2
1,

2
1}0{ 1 .  

Αρκεί, λοιπόν, να οριστούν αµφεικονίσεις 

 



→





++ νννν 2
1,

2
1

2
1,

2
1

11 . Αυτό, όµως, είναι εύκολο. Αρκεί να 

θέσουµε x
2

3y 1 −= +ν
. γιατί, η απεικόνιση αυτή είναι φανερά 1-1 και 

αυστηρώς φθίνουσα και αντιστοιχίζει το  εν ++12
1

 στο εν −2
1

 και το 

ν2
1

 στο 12
1
+ν

. εποµένως, είναι αµφεικόνιση του 





+ νν 2
1,

2
1
1  στο 







+ νν 2
1,

2
1
1 . Έτσι, [0, 1] ∼ [0, →[. ο.ε.δ. 

 
Πόρισµα 1΄. [0, 1] ∼ [0, →[. 
 
Πόρισµα 2΄. [0, 1[ ∼ ]0, 1[.  

Απόδειξη. ]0, 1] = UUU L



 +++



 +





8
1

4
1

2
1,

4
1

2
1

4
1

2
1,

2
1

2
1,0  
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               [0, 1[ = UUU L



 +++



 +





8
1

4
1

2
1,

4
1

2
1

4
1

2
1,

2
1

2
1,0  

 

Τώρα, από το Λήµµα, 





2
1,0  ∼ 





2
1,0 .  

Εξ' άλλου, γενικά, ] ]βα,  ∼ [ [βα, , καθώς αποδεικνύει, αυστηρά, η 
γεωµετρική κατασκευή που, ήδη, χρησιµοποιήσαµε γιά να δείξουµε 
ότι [α,β] ∼ [γ,δ].  ' 
 
Παρατήρηση στο Λήµµα 6. Η παραπάνω απόδειξη στηρίζεται στην 
επόµενη γενικώτερη ιδέα: Ας είναι τα γ και δ > γ πραγµατικοί αριθµοί 
- σηµεία του R και η x1, x2, . . . µιά αυστηρά φθίνουσα ακολουθία 
σηµείων του διαστήµατος ]γ,δ[, µε γορ ν

ν

=
∞→

x . 

Αντιστοιχίζουµε στο γ τον εαυτό του. Γιά τα διαστήµατα ]xν+1, xν] και 
[xν+1, xν[, θεωρούµε την µεταξύ τους αντιστοιχία 1-1, που 
εγκαθίσταται µε την αυστηρά γεωµετρική κατασκευή, που έγινε στην 
παραπάνω απόδειξη, µε α = xν+1 και β = xν. Τώρα, το καίριο, γιά την 
απόδειξη αυτή, είναι ότι ν

ν
ν

ν
ορορ xx 1

∞→
+

∞→

= .  

Έτσι, [γ,δ] = {γ} ∪ ] ]U νν x,x 1+ , 

         [γ,δ[ = {γ} ∪ [ [U νν x,x 1+  µε ν = 1, 2, . . . και x1 = δ. 
 
Σχόλιο. Καθώς στην παρατήρηση έχουν µείνει µόνον τα λογικώς 
απαραίτητα γιά την απόδειξη, έχει γίνει ξεκάθαρη η ιδέα της και έτσι 
έχει αληθινό µαθηµατικό όφελος γιά τον αναγνώστη. Τα τεχνάσµατα 
λησµονιούνται, οι ιδέες µένουν. Τα προβλήµατα διδακτικής, διεθνώς, 
δεν οφείλονται σε δήθεν έλλειψη παιδαγωγικών γνώσεων αλλά στο 
ότι, µε το άγχος της εποχής, οι διδάσκοντες δεν διαθέτουν τον χρόνο 
να φθάσουν, οι ίδιοι, στις ιδέες.  
 
     Γιά κάθε δύο µη κενά σύνολα Α, Β, ο G. Cantor έδωσε τους εξής 
θεµελιώδεις ορισµούς: 1. Ο πληθάριθµος του Α είναι ίσος µε τον 
πληθάριθµο του Β όταν, και µόνον όταν, Α ∼ Β (δηλαδή, υπάρχη 
αντιστοιχία 1-1 ανάµεσα στο Α και το Β). 2. Ο πληθάριθµος του Α 
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είναι ≤ από τον πληθάριθµο του Β όταν, και µόνον όταν, υπάρχη 
υποσύνολο Β1 του Β, µε Α ∼ Β1. 3. Ο πληθάριθµος του Α είναι < από 
τον πληθάριθµο του Β όταν, και µόνον όταν, είναι ≤ απ' αυτόν, δεν 
ισχύει, όµως, και το αντίστροφο. 
 
Σηµείωση. ∆εν ορίσαµε, εδώ, έννοια πληθαρίθµου. ορίσαµε, µόνον, 
τις σχέσεις του ∼ και ≤ µεταξύ πληθαρίθµων. Αυτές οι σχέσεις είναι 
που µας ενδιαφέρουν. Αργότερα, βέβαια, θα δώσουµε και κάποιον 
ορισµό πληθαρίθµου, οφειλόµενο, ουσιαστικά, στον John von 
Neumann. 
 
     Η έννοια ∼  είναι, φανερά, σχέση ισοδυναµίας. Τώρα, γιά την 
παραπάνω ≤. η ανακλαστικότητα και η µεταβατικότητά της είναι 
προφανείς. Όχι και η αντισυµµετρία. Πριν έρθουµε σ' αυτήν, 
αναφέρουµε τους συνηθισµένους συµβολισµούς γιά τους 
πληθαρίθµους. 
     Γιά τον πληθάριθµο του Α, χρησιµοποιούνται διάφοροι 
συµβολισµοί: |Α| (χωρίς καµµία σχέση µε τον συµβολισµό γιά την 
απόλυτη τιµή), cardA (στα γαλλικά και τ' αγγλικά, cardinal = 
πληθάριθµος), A  , . . . . Εδώ, θα χρησιµοποιούµε το |Α|. Το ότι η ≤ 
µεταξύ πληθαρίθµων είναι αντισυµµετρική, έπεται από το επόµενο 
θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα. Cantor - Bernstein (άλλη ονοµασία Schröder - Bernstein). 
Γιά δύο µη κενά σύνολα Α, Β, αν υπάρχη αµφεικόνιση του Α σε 
υποσύνολο του Β και του Β σε υποσύνολο του Α, θα υπάρχη και 
αµφεικόνιση του Α στο Β. Γιά την απόδειξη βλ. Ζ, σελ. 156-158. 
Ιστορικό. Το θεµελιώδες αυτό θεώρηµα υπήρξε εικασία του G. 
Cantor, που την απέδειξε, µε ωραιότατο και πολυδύναµο τρόπο (που 
εκτίθεται στο Ζ, σελ. 156-158), ο αντάξιος συνεχιστής του G. Cantor, 
µεγάλος συνολοθεωρητικός F. Bernstein (1878-1956). Τον ίδιο καιρό, 
ανεξάρτητα απ' αυτόν, έδωσε µία απόδειξη που της έµοιαζε ο επίσης 
µεγάλος συνολοθεωρητικός Ε. Schröder (1841-1902). Καίριο ρόλο 
παίζει, στην απόδειξη, το εξής λήµµα, το οποίο, στην πράξη, 
χρησιµοποιείται περισσότερο και από το ίδιο το θεώρηµα: Αν Α, Β 
και Γµη κενά σύνολα, µε Α ⊆ Β ⊆ Γ, και Α ∼ Γ, τότε, θα ισχύη και ότι 
Α ∼ Β ∼ Γ. Μιά εφαρµογή του: Θέλουµε να δείξουµε ότι, αν Α 
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σύνολο µε |Α| = c και D αριθµήσιµο σύνολο, τότε, |Α ∪ D| = c. 
Απόδειξη. Καθώς είδαµε πιο πάνω, το τυχόν ευθύγραµµο τµήµα έχει 
πληθάριθµο c. Παίρνουµε, λοιπόν, ένα τέτοιο τµήµα [α,β] (β ≠ α). 
Αναγκαία, Α ∼ [α,β]. Παίρνουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα [γ,δ] ⊃ [α,β]. 
Τα τοποθετούµε όπως στο σχήµα (ότι κάνουµε είναι εντελώς 
αυστηρό). και παίρνουµε ένα αριθµήσιµο υποσύνολο σηµείων D1 του 
[γ,δ]. Αναγκαία, D1 ∼ D. Φανερά,  

[α,β] ⊂ [α,β] ∪ D1 ⊂ [γ,δ]. 
Τώρα, αφού [α,β] ∼ [γ,δ], από 
το λήµµα έπεται ότι και 
 [α,β] ∼ [α,β] ∪ D1.  
Άρα, |Α| = |Α ∪ D| = c. ο.ε.δ. 
 
Προσοχή ! Χωρίς το θεώρηµα 
Cantor - Bernstein, δεν θα 

είχαµε εξασφαλίσει ότι η ≤ µεταξύ πληθαρίθµων είναι διάταξη.   
 
Αναδιατύπωση του 5.4, που προσφέρεται σε γενίκευση. 
Θεωρήσαµε, εκεί, το σύνολο των απείρων ακολουθιών από τα 
γράµµατα α και β (≠ α). Από τους ορισµούς, η κάθε τέτοια ακολουθία 
είναι µιά συνάρτηση Ν* → {α,β}. Γιά να είµαστε παραστατικοί, 
µπορούµε να θεωρήσουµε τα διάφορα στοιχεία του πεδίου ορισµού 
Ν*, σαν θέσεις. Σε κάθε τέτοια θέση, θα βρίσκεται το α ή το β. Αν, 
τώρα, συνέβαινε να είναι το σύνολο των υπ' όψη συναρτήσεων 
αριθµήσιµο, θα είχαµε, σχηµατικά την εικόνα: 

θέσεις        Τα βέλη a παριστάνουν      
                 µία αµφεικόνιση φ του 
                 Ν* στο σύνολο των 
- » -          συναρτήσεων  
- » -           Ν* → {α,β}  
          ν a θέση 1, θέση 2, θέση 3, . . . 

Μέσα στις θέσεις, που αντιστοιχίζονται  έτσι στο ν, είναι και η θέ-ση 
ν. Σ' αυτήν, θα βρίσκεται ή το α ή το β. Έστω π.χ. ότι είναι  
 
                                      α         α        β         α         β 
                  (ν∈Ν*) ν a θέση 1, θέση 2, θέση 3, θέση 4, θέση 5, . . . 
 

á â

ã ä

N

N

N

N
*

*

*

*

o a o o o L

o a o o o L

o a o o o L

M M M M M M M










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Αν διατηρήσουµε ή αλλάξουµε το καθένα απ' αυτά τα α και β 
(αλλάξουµε = εναλλάξουµε τα α και β), λαβαίνουµε, πάλι, µιά 
συνάρτηση Ν* → {α,β}, που, από την υπόθεση, πρέπει να βρίσκεται 
στον δεξιά απ' τα a "κατάλογο". Αν δεν βρίσκεται, θα έχουµε άτοπο. 
και, εποµένως, κακώς θα έχουµε κάνει την υπόθεση ότι υπάρχει 
αµφεικόνιση φ. Τώρα, γιά να µην βρίσκεται µιά τέτοια συνάρτηση 
στον "κατάλογο", αρκεί να µην µπορή να συµπέση µε καµµιά του 
καταλόγου. και, γι αυτό, αρκεί να διαφέρη, γιά κάθε ν, στην ν-οστή 
θέση. Θεωρούµε, λοιπόν, την εξής συνάρτηση Ν* → {α,β}: Γιά κάθε 
ν, στην ν-οστή θέση, διαφέρει από το φ(ν). αν, σ' αυτό, βρίσκεται α, 
έχει β. και, αντιστρόφως. Συµπληρώθηκε, έτσι, η απόδειξη. 
 
Άµεση γενίκευση της παραπάνω αποδείξεως. Αν όπου Ν* θέσουµε 
το τυχόν µη κενό σύνολο Χ, ο παραπάνω αποδεικτικός συλλογισµός 
εξακολουθεί να ισχύη. ∆ηλαδή: ∆εν υπάρχει αµφεικόνιση του Χ στο 
σύνολο των συναρτήσεων Χ→ {α,β} (β ≠ α). Ας αντιστοιχήσουµε, 
τώρα, σε κάθε συνάρτηση Χ→ {α,β}, το σύνολο των στοιχείων του 
Χ, όπου η συνάρτηση αυτή παίρνει την τιµή α. Ορίζεται, έτσι, µιά 
αντιστοιχία 1-1 ανάµεσα στο σύνολο των συναρτήσεων αυτών και 
στο Ρ(Χ). Εποµένως, δεν υπάρχει αµφεικόνιση του Χ στο Ρ(Χ). Τώρα, 
υπάρχει, φανερά, αµφεικόνιση του Χ στο σύνολο των µονοσυνόλων 
{x}, όπου x∈X. εποµένως, του Χ σε υποσύνολο του Ρ(Χ). Άρα, |Χ| < 
|Ρ(Χ)|. (G. Cantor). 
 
     Πρόθεση του G. Cantor ήταν να επεκτείνη, µε τους πληθαρίθ-
µους, στα άπειρα σύνολα, την έννοια του φυσικού αριθµού, σαν 
αριθµού πλήθους. Εποµένως, γιά πεπερασµένο σύνολο Α, µε ν 
στοιχεία, |Α| = ν. Τότε, το τελευταίο θεώρηµα παίρνει την µορφή  
ν < 2ν. 
 
Σχόλιο. Καθώς είδαµε, οι βαθιές αιτίες µερικών κλασικών θεω-
ρηµάτων της Συνδυαστικής γιά πεπερασµένα σύνολα βρίσκονται στα 
αντίστοιχα θεωρήµατα γιά τυχόντα σύνολα. 
 
Πόρισµα του παραπάνω θεωρήµατος. Υπάρχει απειρία διαφορετικών 
µεταξύ τους πληθαρίθµων απείρων συνόλων. 
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Γενικός ορισµός των πληθαρίθµων. Ο Frege όρισε σαν πληθάριθµο 
ενός συνόλου Α την κλάση όλων των συνόλων Β, µε  
Α ∼ Β. Ο ορισµός αυτός εµπεριέχει τους λογικούς κινδύνους που 
συνεπάγεται η χρήση του όρου κλάση, σ' αυτή την περίπτωση. Ο 
John von Neumann ονοµάζει πληθάριθµο του Α ένα συγκεκριµένο 
µέλος αυτής της κλάσης. Θα το δούµε αυτό, σε λίγο, καλύτερα.  
     Ο ορισµός αυτός του Frege (που, βέβαια, κι αυτός δεν θα υπήρχε 
χωρίς την διαισθητική µεγαλοφυά αφαίρεση της εννοίας του πλήθους 
από τον G. Cantor), πάντως, θα επιτρέψη, αργότερα, σ' έναν John vov 
Neumann να φτάση σε έναν σωστό και "επιχειρη-σιακό" ορισµό των 
πληθαρίθµων. Αυτόν, θα τον δούµε σε λίγο. 
     Μία κλασική, απλή, αλλά πολύτιµη παρατήρηση: Αν από ένα µη 
αριθµήσιµο σύνολο Β αφαιρέσουµε ένα αριθµήσιµο σύνολο Α, το Β\Α 
είναι, κι αυτό, µη αριθµήσιµο. 
     Απόδειξη. Με εις άτοπον απαγωγή. Έστω ότι το Β\Α ήταν 
αριθµήσιµο. Τότε, θα ήταν και το Α ∪ (Β\Α), δηλαδή το Α. Άτοπο. 
 
     Μια άλλη πολύτιµη απλή παρατήρηση. Αν το Α είναι αριθµήσιµο, 
|R\A| = |R| (δηλαδή, υπάρχει αντιστοιχία 1-1 ανάµεσα στο R\A και 
στο R. 
Απόδειξη. Καθώς έχουµε αποδείξει, αν α και β > α τυχόντες 
πραγµατικοί αριθµοί, ]α, β[ ∼ R. Θεωρούµε, τώρα, τα σύνολα ]0, 1[,  
]1, 2[,  ]0, 2[, R και ένα, οποιοδήποτε, αριθµήσιµο υποσύνολο Α΄ του 
[1, 2[. Φανερά, ]0, 1[ ⊂ ]0, 2[\Α΄⊂ R\A ⊂ R.  
Οι αντιστοιχίες 1-1 ]0, 2[ ∼ R και Α΄ ∼ Α δείχνουν ότι και  
]0, 2[\Α΄  ∼ R\Α. Εξ άλλου, ]0, 1[ ∼ R. 
Έτσι, τελικά, ]0, 1[ ⊂ R\Α ⊂ R και ]0, 1[ ∼ R.  
Τώρα, απ' ότι είδαµε στο θεώρηµα Cantor - Bernstein, έπεται ότι, 
|R\A| = |R|. 
     Το γιατί οι κλασικές αυτές απλές παρατηρήσεις είναι πολύτιµες, 
θα το δούµε αµέσως. Να, τώρα, πώς σκεφτόταν ο G. Cantor. Έλεγε 
(µε δικά µας λόγια): Θεωρούµε το R που, αποδεδειγµένα, δεν είναι 
αριθµήσιµο. Αρχίζουµε να παίρνουµε, από ένα, κάθε φορά, στοιχείο 
του (το πάρσιµο αυτό είναι νοερό, όχι υλικό). Του αφαιρούµε, έτσι 
ένα αριθµήσιµο σύνολο, π.χ. τους πραγµατικούς αλγεβρικούς 
αριθµούς. Αφού το R δεν είναι αριθµήσιµο, δεν εξαντλείται µ' 
αυτούς. Κάνουµε την ίδια δουλειά µε τους υπόλοιπους, παίρνοντας 
ένα, ακόµα, αναγκαία αριθµήσιµο (αφού παίρνουµε τα στοιχεία του 
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ένα, ένα κλπ.), σύνολο. κ.ο.κ. Όσο και να προχωρούµε έτσι, το 
αφαιρούµενο από το R σύνολο είναι, πάντα, αριθµήσιµο. Ερχόµαστε, 
τώρα, στο κρίσιµο σηµείο. Λέει, τώρα, ο G Cantor. Όταν εξαντληθή η 
δυνατότητα να προχωρούµε µε αριθµήσιµα σύνολα, εµφανίζεται το 
πρώτο µη αριθµήσιµο σύνολο. (Καλεί, µάλιστα, τον πληθάριθµο του 
αριθµησίµου ℵ0, και του συνόλου αυτού ℵ1.) Η θεώρηση αυτή είναι 
διαισθητικά µεγαλοφυής, όχι, όµως, και µαθηµατικά εντελώς διαυγής. 
Ας προσπαθήσουµε να νιώσουµε τι γίνεται. Αξιοποιώντας την 
τελευταία παρατήρηση, βλέπουµε ότι, αφού η αφαίρεση από το R 
αριθµησίµου συνόλου δεν αλλάζει τον πληθάριθµό του, θα 
συναντήσουµε σύνολα µε τον πληθάριθµο |R| πριν, στην αφαιρετική 
πορεία µας, φθάσουµε στο R. Ας δεχτούµε, γιά δύο λεπτά, τον τρόπο 
σκέψης του G. Cantor. Αυτός είναι: (όσο µένουµε στους φυσικούς, σε 
κάθε βήµα µας (πάρσιµο στοιχείου του R) αλλάζει ο πληθάριθµος του 
αφαιρουµένου συνόλου. Γιατί, ν < ν+1. Όταν φτάσουµε στην 
αφαίρεση του Ν, έχουµε νέα αλλαγή πληθαρίθµου. ν < |Ν|.  
 
Συµβολισµός. (Το θυµίζουµε): |Ν| = ℵ0.  
 
     Τώρα, όσο προχωρούµε µε διαδοχική αφαίρεση αριθµησίµων 
συνόλων, ο πληθάριθµος των αφαιρουµένων συνόλων µένει ℵ0. 
Όµως, ℵ0 < |R|. Άρα, στην αφηρηµένη πορεία µιάς διαδοχικής 
εξαντλήσεως των στοιχείων του R, "κάπου" πρέπει να εµφανιστή, 
σαν πληθάριθµος του αφαιρουµένου συνόλου, ο ℵ1. Καθώς, τώρα, η 
πορεία αυτή δεν µπορεί να θεωρηθή ούτε "αριθµησίµως κατα-
σκευαστική", χρειάζεται να σκεφτούµε κάποιον άλλο τρόπο γιά να 
την στηρίξη λογικά. Τον τρόπο αυτόν τον σκέφτηκε, ουσιαστικά, ο E. 
Zermelo (το 1904-1908). Τονίζουµε πρώτα, πρώτα, πως ο Zermelo 
αναφέρεται αποκλειστικά σε ότι ονοµάσαµε σύνολα, όχι σε κλάσεις -
µη σύνολα (είχε ο ίδιος φτάσει στον "περιορισµό" της καντοριανής 
εννοίας του συνόλου από τότε. Η ουσιαστικώτερη πρωτοτυπία του 
John von Neumann είναι πως είδε ότι µπορούµε να κάνουµε µερικά 
πράγµατα και µε τις κλάσεις µη-σύνολα.) Τώρα, γι' αυτά, ο Zermelo 
εγκαταλείπει την καντοριανή πορεία "να αφαιρούµε το ένα στοιχείο 
µετά το άλλο", και, γιά να εκφραστούµε απλουστευτικά, θεωρεί όλα 
τα µη κενά υποσύνολα ενός δοσµένου µη κενού συνόλου Ε που 
επιδέχεται "δεκτή" καλή διάταξη. Από εκεί, µε καθόλου τετριµµένη 
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λογική διαδικασία, φτάνει στο περιώνυµο θεώρηµά του (εικασία του 
G. Cantor), ότι κάθε µη κενό σύνολο µπορεί να διαταχθή καλώς. 
 
     Από την σκοπιά της θεµελιώσεως, δύο είναι τα καίρια σηµεία στην 
απόδειξη του Zermelo. 1) Ότι η απόδειξή του είναι µε εις άτοπον 
απαγωγή. αλλά, από τους αρχαίους Έλληνες και ύστερα, αδιάκοπα 
κάνουµε αποδείξεις µε εις άτοπον απαγωγή. Χρήσιµο είναι, όµως, 
στην παρούσα συγκεκριµένη περίπτωση, να τονίσουµε τι 
αποδεικνύουµε: Ότι, αν υπάρχη µη κενό σύνολο που δεν µπορεί να 
διαταχθή καλώς, θα έχουµε άτοπο. 2) Υποθέτουµε ότι ισχύει το 
(γενικό) Αξίωµα της Επιλογής. Αυτό λέει: Αν το Ι σύνολο µη κενό και 
τα Αi (i∈I) σύνολα µη κενά, ανά δύο ξένα µεταξύ τους (= µε κενή, την 
τοµή τους), τότε, υπάρχει ένα σύνολο Ε που έχει ακριβώς ένα στοιχείο 
από κάθε Αi (i∈I). 
     Όταν το Ι είναι πεπερασµένο ή υπάρχη κάποιος "νόµος" που 
καθορίζει την επιλογή στοιχείου από το Αi (i∈I), τότε το αξίωµα αυτό 
αποδεικνύεται και, εποµένως, γίνεται θεώρηµα. στην γενική 
περίπτωση, όχι.  
 
Σηµείωση. Το αξίωµα αυτό, το χρησιµοποιούσαν, χωρίς, ακόµη, να 
το συνειδητοποιούν, σε αποδείξεις βασικών θεωρηµάτων του 
Απειροστικού Λογισµού (αυτών που έχουν τοπολογική υφή). Βλ. 
σχετικά την ωραία µελέτη του Ν. Κριτικού, που έχουµε παραθέσει 
στο τέλος του Ζ. 
 
    Σε πρώτη όψη, το παραπάνω αξίωµα φαίνεται "αυτονόητο". Όµως, 
τα εντελώς διαφορετικά ισοδύναµά του δείχνουν πόσο ισχυρό είναι, 
αυτό το αξίωµα. Βλ. σχετικά Ζ, κεφάλαια έβδοµο και όγδοο. Εδώ, 
µας αρκεί το εξής θεώρηµα, που ισχύει µέσα σε όλες τις "λογικές" 
αξιωµατικές θεωρίες συνόλων: Το θεώρηµα της Καλής ∆ιατάξεως και 
το γενικό αξίωµα της επιλογής είναι (λογικά) ισοδύναµα. 
     
     Ας γυρίσουµε στην καντοριανή θεωρία συνόλων. Μιλώντας σε µη 
εντελώς αυστηρή γλώσσα, µπορούµε να αποδείξουµε ότι, και εκεί, τα 
δύο αυτά αξιώµατα είναι (λογικά) ισοδύναµα. 
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Συµπέρασµα. Το Αξίωµα της Επιλογής έχει στην Θεωρία Συνόλων 
την θέση που έχει στην Ευκλείδειο Γεωµετρία το Αίτηµα των 
Παραλλήλων. 
 
Όταν οικοδοµούµε τα Μαθηµατικά επάνω σε µία αξιωµατική θεωρία 
συνόλων, έχουµε δύο δυνατότητες: Μαθηµατικά µε το Αξίωµα της 
Επιλογής και Μαθηµατικά χωρίς αυτό. ακριβώς, όπως είχαµε 
ευκλείδεια και µη ευκλείδειες γεωµετρίες. (Βλ., γενικά, Ζ). 
 
     Ας ξαναγυρίσουµε, τώρα, στο θέµα του ορισµού των πληθαρίθ-
µων. Υπενθυµίζουµε, γιά µεταγενέστερη χρήση, ότι αναφέραµε 
(χωρίς να το αποδείξουµε, εδώ) το θεώρηµα, ότι όλες οι καλώς 
διατεταγµένες κλάσεις χωρίς σταµατηµό είναι ισόµορφες, ως προς τις 
αντίστοιχες διατάξεις τους.  
     Ο G. Cantor ενδιαφερότανε να επεκτείνη την έννοια του φυσικού 
αριθµού και σαν αριθµού που µας λέει την θέση ενός στοιχείου στην 
συνηθισµένη ολική διάταξη ( 1 < 2 < 3 . . . ). Όρισε, έτσι, τους 
διατακτικούς αριθµούς. 
         1, 2, 3, . . . , ω, ω+1, ω+2, . . . , 2ω, 2ω+1, 2ω+2, . . . , ω2, ω2+1, 
. . .  
το νόηµα είναι: Το ω αντιστοιχεί στο Ν*, το ω+1 σε σύνολο της 
µορφής {1, 2, 3, . . . , 1΄}, το ω+2, στο {1, 2, 3, . . . , 1΄, 2΄} κ.ο.κ.. 
σύνολα, όλα, φανερά αριθµήσιµα. Τώρα, µετά την εξάντληση των 
δυνατοτήτων της αριθµήσιµης πορείας, τοποθετείται ο διατακτικός 
αριθµός που αντιστοιχεί στο πρώτο µη αριθµήσιµο σύνολο που 
συναντούµε.  
 
Γενικός ορισµός. Κάθε διατακτικός αριθµός, που είναι ο πρώτος µε 
τον οποίο µεγαλώνει, σ' αυτήν την διαδικασία, ο πληθάριθµος, 
ονοµάζεται αρχικός διατακτικός αριθµός.  
 
     Αξιοποιώντας τις προσφορές του Zermelo και του von Neumann, 
ας τα κάνουµε αυτά σωστά. 
     Γιά τα άπειρα σύνολα που δεν έχουν οριστή µε "νόµους" κλπ., το 
µόνο που µας εξασφαλίζει την δυνατότητα να διαταχθούν καλώς είναι 
το Αξίωµα της Επιλογής. Λόγω της ισοδυναµίας του µε το θεώρηµα 
της Καλής ∆ιατάξεως του Zermelo, µπορούσαµε, απ' την αρχή, να 
δεχτούµε το θεώρηµα αυτό σαν αξίωµα. ∆εν το κάνουµε, µόνο γιατί 
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µας φαίνεται πιό φυσιολογική, σαν γενική υπόθεση, το Αξίωµα της 
Επιλογής. Πάντως, από δώ και πέρα, όταν µιλάµε γιά µη αριθµήσιµα 
κ.δ. σύνολα, θα εννοούµε: µε βάση το θεώρηµα του Zermelo. 
Εµπνεόµενος από την καντοριανή πορεία ορισµού των διατακτικών 
αριθµών, ο von Neumann, τους όρισε έτσι (δίνουµε, απλουστευτικά, 
την ιδέα): ∆ιατακτικός αριθµός του κενού συνόλου είναι το ∅, 

µονοσυνόλου, είναι το {∅}. του δισυνόλου, είναι το {∅,{∅}}. κ.ο.κ. 
Του N, το σύνολο {∅, {∅}, {∅,{∅}}, . . . }. Γενικά, κάθε σύνολο, σ' 
αυτήν την διαδικασία, έχει σαν στοιχεία του όλα τα προηγούµενα 
σύνολα. Η κ.δ. κλάση, που δηµιουργείται έτσι, είναι ισόµορφη, µε την 
κ.δ. κλάση 0, 1, 2, . . . , ω, ω+1, . . .  του G. Cantor. Και οι δυό αυτές 
µπορούν και υπάρχουν, γιατί δεχθήκαµε το Αξίωµα της Επιλογής και, 
εποµένως, και το θεώρηµα του Zermelo. Τους έτσι ορισµένους 
(ισοδύναµα: G. Cantor ή von Neumann), αρχικούς διατακτικούς 
αριθµούς ονοµάζει ο John von Neumann, πληθαρίθµους. Το 
ουσιαστικό είναι, καθώς είπαµε, ότι επιλέγει ένα συγκεκριµένο 
στοιχείο από κάθε κλάση του Frege. Ο ορισµός αυτός των 
πληθαρίθµων είναι πολύ "επιχειρησιακός". Γιά την αριθµητική των 
πληθαρίθµων και των διατακτικών αριθµών, παραπέµπουµε στο 
έβδοµο κεφάλαιο του Ζ. 
 
Σχόλιο. Στα καλώς διατεταγµένα σύνολα, η νοητική εικόνα που 
µπορεί να σχηµατίση ο άνθρωπος εκφράζεται µε τα αριθµήσιµα 
σύνολα. Γιά µη αριθµήσιµο κ.δ. σύνολο, το µόνο που µπορούµε, 
αντικειµενικά, να πούµε είναι ότι δεν µπορούν να εξαντληθούν µε 
αριθµήσιµες διαδικασίες. Αυτή την κατάσταση εκφράζει, ο G. Cantor, 
όταν λέει, ουσιαστικά, τα εξής: Μετά την εξάντληση των 
δυνατοτήτων της αριθµήσιµης διαδικασίας, έχουµε το πρώτο µη 
αριθµήσιµο κ.δ. σύνολο - αντ. τον πρώτο διατακτικό αριθµό µε µη 
αριθµήσιµο πληθάριθµο. αυτόν, που τον ονόµασε ℵ1. Τα µόνα, 
(βασικά) αντικειµενικά δεδοµένα που έχουµε γιά τον ℵ1, είναι ότι 
υπάρχουν µη αριθµήσιµα σύνολα (π.χ. το R) και ότι, εφ' όσον 
δεχθούµε το Αξίωµα της Επιλογής, κάθε µη κενό σύνολο µπορεί να 
διαταχθή καλώς. δεδοµένα, που στηρίζονται σε "υπαρξιστικές" 
αποδείξεις µε εις άτοπον απαγωγή, χωρίς ούτε υποψία "κατά-
σκευαστικότητας". Το θεώρηµα του Zermelo είναι θεµελιώδες, γιατί 
είναι το µόνο που στηρίζει λογικά (έστω και εντελώς "υπαρξιστικά") 
την δυνατότητα µεταβάσεως µε κ.δ. πορεία από το αριθµή-σιµο στο µη 
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αριθµήσιµο. Τα ίδια, βέβαια, και γιά την κ.δ. πορεία προς ολο ένα 
µεγαλύτερους πληθαρίθµους. 
 
Σηµείωση. Το "υπαρξιστικά" δεν έχει καµία σχέση µε την φιλοσο-
φία του υπαρξισµού. 
 
Το πιο φηµισµένο πρόβληµα της θεωρίας συνόλων. Στην καντο-
ριανή θεωρία, στα θεωρήµατα που διαθέτουµε γιά άπειρα υποσύνολα 
του R, αυτά είναι ή αριθµήσιµα ή σε αντιστοιχία 1-1 µε το R. 
Γεννήθηκε, έτσι, στον G. Cantor, το ερώτηµα: µήπως, υποχρεωτικά 
αυτό ισχύει γιά όλα τα υποσύνολα του R; Ο G. Cantor διατύπωσε την 
εικασία ότι, ναι, έτσι είναι. Αυτή ονοµάστηκε Εικασία του συνεχούς. 
και, αντ., Πρόβληµα του συνεχούς. Παρά τις τεράστιες προσπάθειες 
κορυφαίων ερευνητών της καντοριανής θεωρίας συνόλων, δεν 
κατορθώθηκε να αποδειχθή αυτή η εικασία ή η αντίθεσή της. 
Βρέθηκαν, µόνον, διάφορα λογικά ισοδύναµα µ' αυτήν. Μάλιστα, 
προπολεµικά, ο κορυφαίος Πολωνός συνολοθε-ωρητικός W. 
Sierpinski έβγαλε και µιά µονογραφία αποκλειστικά γιά της έρευνες 
στο θέµα αυτό. 
     Με την "κοινή" λογική, εφαρµοσµένη στην καντοριανή θεωρία 
συνόλων, η οποία αναφέρεται σε σύνολα από αντικείµενα (της 
σκέψης), το πρόβληµα αυτό θα πρέπει να έχη απάντηση: Ναι ή όχι. 
Προσοχή όµως καθώς το είπαµε κιόλας, µόλις ξεπεράσουµε, 
πληθαριθµικά, τα αριθµήσιµα σύνολα, βρισκόµαστε µπροτά σε 
φαινόµενα καθόλου διαισθητικά, όπως την λογική ισοδυναµία του (µε 
"αθώα" όψη) Αξιώµατος της Επιλογής µε πολύπλοκα θεωρήµατα της 
θεωρίας συνόλων. Έχουµε, δηλαδή, σε ασυγκρίτως βαθύτερα θέµατα, 
βέβαια, µιά αναλογία µε τα φαινόµενα που παρουσιάστηκαν, όταν 
από τις κλασικές καµπύλες του επιπέδου περάσαµε στις "εψιλοντικά" 
ορισµένες συνεχείς συναρτήσεις y = σ(x), που µπορούσαν π.χ. να 
έχουν σε κάθε διάστηµα του πεδίου ορισµού τους, απειρία σηµείων 
µε τοπικό µέγιστο και τοπικό ελάχιστο. και που, βέβαια, δεν 
µπορούνε να παρασταθούνε γραφικά. Στα 1938-1939, ο κορυφαίος 
ερευνητής τη Λογικής Kurt Gödel απέδειξε τα εξής: Αν η 
αξιωµατική θεωρία συνόλων Zermelo - Fraenkel δεν περικλείη 
λογική αντίφαση, θα εξακολουθήση να µην περικλείη και όταν της 
προσθέσουµε, σαν πρόσθετο αξίωµα, το Αξίωµα της Επιλογής. Το ίδιο, 
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αν στο έτσι επαυξηµένο αξιωµατικό σύστηµα Zermelo-Fraenkel 
προσθέσουµε, σαν αξίωµα, την υπόθεση του συνεχούς.  
     Στα 1963, ο τότε νεαρός αναλύστας (και "ερασιτεχνικά" ερευνη-
τής της λογικής) Paul J. Cohen απέδειξε ότι: Αν η αξιωµατική θεωρία 
Zermelo-Fraenkel δεν περικλείει λογική αντίφαση, θα εξακολουθήση 
να µην περικλείη και όταν της προσθέσουµε, σαν πρόσθετο αξίωµα, την 
άρνηση του Αξιώµατος της Επιλογής. Το ίδιο, αν της προσθέσουµε, σαν 
αξίωµα, µιά άρνηση της υποθέσεως του συνεχούς. Έτσι και το Αξίωµα 
της Επιλογής και η Υπόθεση του συνεχούς είναι αξιώµατα λογικά 
ανεξάρτητα και το ένα απ' το άλλο και από το αξιωµατικό σύστηµα 
Zermelo - Fraenkel. 
     Τα πέτυχε αυτά, ο P. J. Cohen, χάρις στην εισαγωγή απ' αυτόν 
µιάς νέας, ρηξικέλευθα πρωτότυπης και εξαιρετικά ισχυρής, από-
δεικτικής µεθόδου, στην Λογική, του "Forcing". Μ' αυτήν και µε 
διάφορες βελτιώσεις της, ικανοί Λογικοί, Συνολοθεωρητικοί, 
Γενικοτοπολόγοι, απ' όλον τον κόσµο, άρχισαν να αποδεικνύουν 
θεωρήµατα ανεξαρτησίας γιά βασικά θέµατα της θεωρίας συνόλων 
και της γενικής τοπολογίας, πλήθος. Ο κορυφαίος όµως, που άνοιξε 
τον δρόµο ήταν ο P. J. Cohen. Ας προσπαθήσουµε να καταλάβουµε 
περί τίνος πρόκειται. Η εικασία του συνεχούς είναι, ℵ1 = ο 
πληθάριθµος c του R (= ο πληθάριθµος του συνόλου των απείρων 
ακολουθιών από δύο διαφορετικά γράµµατα). Ο Gödel απέδειξε ότι, 
µε την προϋπόθεση της µη αντιφατικότητας της θεωρίας Zermelo- 
Fraenkel, η υπόθεση ℵ1 = c δεν µπορεί να µας οδηγήση σε άτοπο. ο 
P. J. Cohen, ότι ούτε και η ℵ1 < c µπορεί να οδηγήση σε άτοπο. 
     Προσοχή, τώρα, στο εξής: Τα θεωρήµατα αυτού του είδους απο-
δεικνύονται µέσα σε µοντέλλα. ∆ηλαδή, βρίσκουµε κάποιο µαθη-
µατικό µοντέλλο, µη από πρώτα συσχετισµένο µε την υπ' όψη 
αξιωµατική θεωρία συνόλων, και δείχνουµε ότι, µε κατάλληλη 
ερµηνεία του ∈ (ή, αναλόγως, του ⊆ ) αυτής της θεωρίας, τα αξιώ-
µατά της και το προστιθέµενο ικανοποιούνται όλα µαζί µέσα στο 
µοντέλλο. Άρα, είναι, µεταξύ τους, συµβιβαστά. Φανερά, ο Gödel και ο 
P. J. Cohen κινήθηκαν µέσα σε διαφορετικά µοντέλλα. ∆ηλαδή, το 
αποτέλεσµα του P. J. Cohen δεν αφορά την καντοριανή θεωρία 
συνόλων. Αφορά το αξιωµατικό "ανάλογο" της, την θεωρία Zermelo-
Fraenkel. Τι το κοινό έχουν οι δύο αυτές θεωρίες και τι το 
διαφορετικό; Φορµαλιστικά, είναι ίδιες. Και γι' αυτό, οι ερευ-νητές 
της δεν µπορούσαν να αποδείξουν ή να καταρρίψουν την υπόθεση 
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του συνεχούς. γιατί, ό,τι κάνανε µεταφέρεται, αυτούσιο, στην αξι-
ωµατική θεωρία, όπου η υπόθεση του συνεχούς είναι ανεξάρτητη από 
τ' άλλα αξιώµατα (όπως συνέβαινε µε το Αίτηµα των Παραλ-λήλων, 
στον Ευκλείδη). Η διαφορά έγκειται στην ίδια την έννοια του 
συνόλου. Το καντοριανό είναι σύνολο από αντικείµενα (της σκέψης) 
και, αν θα µπορούσε, µε κάποιο τρόπο, να "αποκατασταθή" λογικά, 
θα έπρεπε, σύµφωνα, µε την αντίστοιχη "κοινή" λογική µας, να ισχύη 
ή να µην ισχύη η Υπόθεση του συνεχούς. Όµως, από το θεώρηµα 
Lowenheim - Skolem - Tarski ξέρουµε ότι τα "σύνολα" µιάς (λόγω 
του θεωρήµατος αυτού, µη κατηγορικής) πρωτοβάθµιας αξιωµατικής 
θεωρίας συνόλων (π.χ. της Zermelo-Fraenkel), θεωρού-µενα όλα µαζί  
και µαζί µε το ∈ (ή το ⊆ ), επιδέχονται τις πιό διαφορετικές 
ερµηνείες. Είναι, "εκ γενετής" έννοιες ασυγκρίτως και αδιόρθωτα 
ευρύτερες από την έννοια του συνόλου αντικει-µένων (της σκέψης). 
Αυτή είναι, νοµίζω, η αληθινή αιτία γιά απο-τελέσµατα φαινοµενικά 
παράδοξα, όπως το αποτέλεσµα των Gödel -Cohen. Το ερώτηµα 
είναι, όµως: Υπάρχει τρόπος να αποκατασταθή η "πιό ανθρώπινη" 
καντοριανή διαίσθηση; 
     Μιά τέτοια προσπάθεια µε µεγάλο βάθος και εµβέλεια, άρχισε 
πριν από κάπου 50 χρόνια ο µεγάλος µαθηµατικός και στοχαστής 
Marc Krasner.  
Ό,τι και να συµβή στο µέλλον, πάντως, οι τρόποι σκέψης και τα 
αποτελέσµατα των "αξιωµατικών συνολοθεωρητικών� έπαιξαν και 
παίζουν, γιά τα Μαθηµατικά και τον, εν γένει, στοχασµό έναν ρόλο 
όχι µικρότερο απ' εκείνον που έπαιξε η αξιωµατική του Ευκλείδη. 
Χαρακτηριστική είναι και η αντιστοιχία ρόλων ανάµεσα στο Αίτηµα 
των Παραλλήλων και το Αξίωµα της Επιλογής (αντ. την Υπόθεση του 
συνεχούς). 
     Γιά περισσότερα και Βιβλιογραφία, παραπέµπουµε στο όγδοο 
κεφάλαιο του Ζ. 
 
 
 


