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Οι πραγµατικοί αριθµοί 
 

1. Προλεγόµενα. Η ανάγκη απαρίθµησης αντικειµένων, οδήγησε στην εισαγωγή του 
συνόλου των φυσικών αριθµών. Η ανάγκη µέτρησης µεγεθών, οδήγησε στην 
εισαγωγή του συνόλου των ρητών αριθµών. Γεννήθηκαν τα προβλήµατα: Για κάθε 
δοσµένο µέγεθος, υπάρχει µονάδα µέτρησης, ως προς την οποία , ο λόγος του 
µεγέθους προς αυτήν, να είναι ρητός αριθµός; Ως προς όλα τα οµοειδή µεγέθη 
υπάρχει µονάδα µέτρησης, ως προς την οποία ο λόγος κάθε µεγέθους να είναι ρητός 
αριθµός; Στην περίπτωση αυτή, τα µεγέθη καλούνται σύµµετρα. Στον Πυθαγόρα 
αποδίδεται η ανακάλυψη της υπάρξεως µη συµµέτρων µεγεθών. Πράγµατι, αν 
λάβουµε ένα ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο πλευράς 1, η υποτείνουσά του θα έχει 
µήκος x, µε 2x 2 = . Όµως, η εξίσωση αυτή, δεν έχει λύση στο σύνολο των ρητών 
αριθµών, µια και αν q/px = ,  µε 1)q,p( = , τότε και 22 q2p = , δηλαδή, ο p είναι 
άρτιος αριθµός 1p2p = , οπότε, και 22

1 q2p4 = , άρα, και ο q άρτιος αριθµός, πράγµα 
που αντίκειται στην υπόθεσή µας ότι οι p και q είναι πρώτοι µεταξύ τους. 
Την λύση του προβλήµατος αυτού, έδωσε ο Εύδοξος ο Κνίδιος και περιλαµβάνεται 
στο V βιβλίο των �Στοιχείων �. 
 
2. Πλήρωση των ρητών κατά Dedekind. Μερίζουµε το σύνολο των ρητών Q σε 
δύο �τάξεις�, (δηλαδή, δύο µη κενά υποσύνολα), Α και Β, έτσι ώστε: 
(α) Q=∪ BA  και ∅=∩ BA  (συνθήκη µερισµού). 
(β) Αν Aa ∈  και Bb ∈ , τότε και a < b. 
(γ) Αν Aa ∈  και Q∈x  µε ax ≤ , τότε και Ax ∈ . Αν Bb ∈  και Q∈x µε bx ≥ , 
τότε και Bx ∈ . 
Το ζεύγος )B,A( , για το οποίο ισχύουν τα παραπάνω, ονοµάζεται τοµή των ρητών 
αριθµών Q.  
Θα εργασθούµε, τώρα, µε το σύνολο των θετικών ρητών. Ότι θα πούµε, επεκτείνεται 
άµεσα σε όλους τους ρητούς.  
Σε κάθε Q∈u  αντιστοιχίζουµε την εξής τοµή )B,A( : }ux|x{A ≤∈= Q , 

AB −= Q . Η αντιστοιχία αυτή είναι ένα προς ένα και καλείται ρητή τοµή. Στην 
ρητή αυτή τοµή, το σύνολο Α έχει στοιχείο µέγιστο, το u, ενώ το σύνολο Β δεν έχει 
στοιχείο ελάχιστο. Πράγµατι, αν το u΄ ελάχιστο στοιχείο του Β, τότε Q∈∃ w , π.χ. ο 

2/)wu΄( + , τέτοιος ώστε u΄wu << . Τότε όµως, Bw ∈ , πράγµα άτοπο. 
Το σύνολο των ρητών, εµφανίζει και τοµές, οι οποίες δεν είναι ρητές. Μία τέτοια 
τοµή, είναι η εξής: }2x|x{A 2 <∈= Q , AB −= Q . Στην τοµή αυτή, το σύνολο Α 
δεν έχει στοιχείο µέγιστο, και το σύνολο Β δεν έχει στοιχείο ελάχιστο. Για το πρώτο, 
αρκεί να προσδιορίσουµε έναν ρητό, π.χ. τον h, 1h0 << , έτσι ώστε ο ahap >+=  
να ανήκει στο Α, για κάθε Aa ∈ . Θέλουµε, λοιπόν, να έχουµε 2)ha( 2 <+    (1).  
Είναι, )ha2(a)ha2(hahah2a)ha( 22222 ++<++=++=+ . Για να ισχύει λοιπόν η 
(1) αρκεί να λάβουµε )a21/()a2(h 2 +−≤ . Το Α δεν έχει, λοιπόν, στοιχείο µέγιστο. 
Με τον ίδιο τρόπο, µπορούµε να δείξουµε ότι, και το Β δεν έχει στοιχείο ελάχιστο. 
Τοµές του τύπου αυτού, καλούνται άρρητες τοµές.  
Σε κάθε, τώρα, ρητή τοµή, αντιστοιχίζουµε τον µοναδικό ρητό u που την προσδι-
ορίζει. Σε κάθε άρρητη τοµή, αντιστοιχίζουµε ένα νέο στοιχείο ξ, το οποίο και θα 
καλούµε ασύµµετρο ή άρρητο αριθµό. Το σύνολο των ρητών και ασύµµετρων  
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αριθµών, καλούµε, σύνολο R των πραγµατικών αριθµών. Έχουµε, συνεπώς, την ένα 
προς ένα αντιστοιχία )()()B,A(r QQR PP ×∈∋ a , όπου R∈r , και Q⊂B,A .  
Το σύνολο αυτό διατάσσεται ολικώς, αν θέσουµε R∈∀ 21 r,r : (α) 2121 AArr =↔= . 
(β) 2121 AArr ⊂↔<  και, τέλος, 2121 AArr ⊃↔> .  
Με τον τρόπο αυτό, η δοµή (Q, <) εµβυθίζεται ισόµορφα µέσα στην (R, <). 
 
Πόρισµα. Ανάµεσα σε δύο πραγµατικούς αριθµούς, υπάρχει ένας τουλάχιστον ρητός. 
 
Θεώρηµα 1. Το σύνολο R εµφανίζει µόνο ρητές τοµές. 
Απόδειξη. Μερίζουµε το σύνολο R σε δύο τάξεις Α και Β. Θα δείξουµε ότι η τοµή 
(Α,Β) είναι ρητή. Ότι, δηλαδή, είτε το σύνολο Α έχει στοιχείο µέγιστο, είτε το σύνολο 
Β έχει στοιχείο ελάχιστο. Με )B,A( ρρ  συµβολίζουµε την τοµή των ρητών αριθµών 
Q, η οποία προσδιορίζεται από τα σύνολα AA,AA ρρ ⊂∩= Q  και 

BB,BB ρρ ⊂∩= Q . Αν η τοµή αυτή είναι ρητή, δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε. 
Έστω, λοιπόν, ότι πρόκειται για άρρητη τοµή. Προσδιορίζει, τότε, τον ασύµµετρο 
αριθµό ξ. Τότε, ba,BA)b,a( <<×∈∀ ξρρ   (1). Εξ� άλλου, ο ξ ανήκει είτε στο Α, 
είτε στο Β. Έστω Aξ ∈ . Θα δείξουµε ότι ο ξ είναι µέγιστο στοιχείο του Α. Πράγµατι, 
αν είχαµε και τον A΄ξ ∈  µε ξ΄> ξ, τότε, Q∈∃ u , µε ξ > u > ξ΄. Άρα ρAu ∈ . Τούτο 
όµως, είναι αδύνατον, λόγω της (1). 
 
Πόρισµα. Έστω (Α,Β) µία τοµή του R. Προσδιορίζεται, τότε, ένας και µόνον 
πραγµατικός αριθµός ξ, έτσι ώστε ba,BA)b,a( <<×∈∀ ξρρ . 
Απόδειξη. Έστω ότι προσδιορίζονται δύο πραγµατικοί αριθµοί α΄ και β΄. Είναι, τότε, 
α΄ < β΄. Η µοναδική δυνατότητα που έχουµε είναι, ο α΄ να είναι µέγιστο στοιχείο του 
Α, και ο β΄ ελάχιστο στοιχείο του Β. Έστω ο ρητός u, µε α΄ < u < β΄. Ο u 
προσδιορίζει την τοµή )B,A( ρρ . Αν ρAu ∈ , ο α΄ δεν είναι µέγιστο στοιχείο του Α. 
Αν ρΒu ∈ , ο β΄ δεν είναι ελάχιστο στοιχείο του Β. Άτοπον. 
 
Ορισµός. Κάτω φραγµένο καλείται κάθε υποσύνολο Ε του R, κάθε στοιχείο του 
οποίου είναι y≥ , R∈y . Ο y καλείται κάτω φράγµα του E. Κάτω πέρας (infimum, 
συµβολικά Einf ) του συνόλου Ε καλείται εκείνος ο R∈γ , για τον οποίον ισχύουν 
(α) το Ε φράσσεται κάτω από τον γ, και, (β) για κάθε x > γ, R∈x , ο x δεν είναι άνω 
φράγµα του Ε. Ισοδύναµα µπορούµε να λέµε ότι, (α) δεν υπάρχει Ex ∈ , µε x < γ, 
και, (β) ανάµεσα στον εγx +=  και τον γ, υπάρχει ένα τουλάχιστον στοιχείο του Ε. 
Αντίστοιχα εισάγεται και ο ορισµός του άνω πέρατος, (supremum, συµβολικά Esup ) 
του συνόλου Ε. Ο γ είναι, δηλαδή, άνω πέρας του Ε, αν και µόνον αν, (α) δεν υπάρχει 

Ex ∈ , µε x > γ, και, (β) ανάµεσα στον εγx −=  και τον γ, υπάρχει ένα τουλάχιστον 
στοιχείο του Ε. Φραγµένο είναι το Ε, αν είναι άνω και κάτω φραγµένο. 
 
Θεώρηµα 2. Κάθε κάτω φραγµένο υποσύνολο Ε του R, έχει κάτω πέρας. 
(Αντίστοιχα, για άνω φραγµένα υποσύνολα Ε του R). 
Απόδειξη. ∆ιαιρούµε το σύνολο των πραγµατικών αριθµών σε δύο τάξεις Α και Β. 
Στο σύνολο Α τοποθετούµε όλους τους R∈α , για τους οποίους δεν υπάρχει Ex ∈ , 
µε x < α. Η τάξη Α, λοιπόν, περιλαµβάνει και όλα τα κάτω φράγµατα του Ε. 
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AB −= R . Η Β περιλαµβάνει, λοιπόν, κάθε R∈α , για τον οποίο υπάρχει ένας 
τουλάχιστον Ex ∈ , µε x < β. Η Β περιλαµβάνει, βέβαια, και το Ε. Φανερά, κάθε 

Αα ∈  είναι < από κάθε Ββ ∈ . Έστω γ ο πραγµατικός αριθµός, που ορίζεται από την 
τοµή (Α,Β). Θα δείξουµε ότι, Einf=γ . Πράγµατι, αν Ex ∈∃ , µε x < γ, τότε, 
ανάµεσα στον x και τον γ θα υπήρχε και ένας Ββ ∈ , πράγµα άτοπον. Άρα, (α) 
κανένας  Ex ∈  δεν είναι µικρότερος του γ. Θεωρούµε, τώρα, τον γ+ε. Είναι, 

Bεγ ∈+ . Άρα (β) ανάµεσα σ� αυτόν και τον γ, υπάρχει ένα τουλάχιστον Ex ∈ . 
 
Επεκτείνουµε τις πράξεις που καθιστούν το Q σώµα και στο R, έτσι ώστε ο 
ισοµορφισµός  των δοµών ),( ≤Q ,  ),( ≤R , να επεκταθεί κι αυτός, σε έναν ισοµορ-
φισµό ανάµεσα στα διατεταγµένα σώµατα Q  και R. Η επέκταση αυτή γίνεται 
εύκολα, αν παρατηρήσουµε ότι, αν ),( 111 ΒΑξ = , ),( 222 ΒΑξ = , και 11́ ΑΑ ⊆ , 

22΄ ΑΑ ⊆ , 11́ ΒΒ ⊆ , 22́ ΒΒ ⊆ , τα αντίστοιχα υποσύνολα των ρητών, τότε τα σύνολα 
΄΄A΄ 21 ΑΑ += , ΄΄΄ 21 ΒΒΒ += , (όπου ορίζουµε το Α + Β = {α + β µε α∈ Α και β∈ Β}, 

αποτελούν τοµές του συνόλου Q  των ρητών. Στην περίπτωση, που η τοµές αυτές 
είναι ρητές, και αντιστοιχούν στους 1u , 2u  τότε σ� αυτήν αντιστοιχεί ο ρητός 

21 uuu += . Αν η τοµές είναι άρρητες, και ορίζουν τους ασύµµετρους 1ξ , 2ξ , 
θέτουµε 21 ξξξ += . Αποδεικνύεται ότι, ),( ΒΑξ = . Ανάλογα έχουµε και στην 
περίπτωση ρητής και αρρήτου τοµής. Ο πολλαπλασιασµός, τέλος, ορίζεται κατά τον 
ίδιο τρόπο. 
 
Το σύνολο R, είναι, λοιπόν, ένα πλήρες ολικά διατεταγµένο σώµα (πλήρες = 
παρουσιάζει µόνον ρητές τοµές). Είναι και Αρχιµήδειο. 
 
Θεώρηµα 3. (Αξίωµα του Αρχηµίδους). Για κάθε δύο θετικούς πραγµατικούς α < β, 
υπάρχει φυσικός αριθµός n, τέτοιος ώστε nα > β. 
Απόδειξη. Έστω ότι δεν υπάρχει τέτοιος n. Τότε, N∈∀ n , βα ≤n . Έστω E το 
σύνολο όλων των nα. Το σύνολο αυτό, είναι άνω φραγµένο. Άρα, έχει το Esup΄=β . 
Είναι, αβ n΄ ≥  για κάθε n. Άρα, και αβ )1n(΄ +≥  ή αnα΄β ≥− , πράγµα αδύνατον. 
 
Πόρισµα. Κάθε πραγµατικός αριθµός, είναι άνω πέρας κάποιου υποσυνόλου των 
ρητών. Αρκεί για τον R∈ξ , να θέσουµε }n/m,n/m{E ξµε <= . 
 
Παρατηρήσεις. α) Αν το R⊂A  είναι άνω φραγµένο, το },R{A Ααµεα ∈−∈=−  
είναι κάτω φραγµένο.  
β) Αν Asup=ξ , Αξ −=− inf . Τα πέρατα ενός φραγµένου υποσυνόλου του R, είναι 
µοναδικά.  
γ) Αν R⊂⊆ BA , τότε, BsupAsup ≤  (αντίστοιχα για το infimum). 
δ) Αν Α, Β φραγµένα υποσύνολα του R, τότε, BsupAsup)BAsup( +=+ . 
 
Ο Dedekind µετά την ανάπτυξη της θεωρίας του, παρατήρησε ότι, ενώ είχε την 
δυνατότητα σε κάθε ευθύγραµµο τµήµα να αντιστοιχίζει έναν και µόνον πραγµατικό 
αριθµό, το αντίστροφο, δεν είχε την δυνατότητα να το επιτύχει. Το θεώρησε κατόπιν 
τούτο, ως αξίωµα. «Σε κάθε σηµείο της Ευκλειδείου ευθείας, αντιστοιχεί ένας και 
µόνον ένας πραγµατικός αριθµός». Μετά την εισαγωγή του αξιώµατος του Dedekind, 
µπορούµε να χρησιµοποιούµε αναφορικά µε το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, 
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ορολογία που έχουµε από την Γεωµετρία. Έτσι, θα καλούµε το σύνολο R, πραγµα-
τική ευθεία, τα στοιχεία του σηµεία, και θα διακρίνουµε µέσα σ� αυτό υποσύνολά 
του, που κατά περίπτωση θα καλούµε ανοικτά και κλειστά διαστήµατα. 
Ανοικτό διάστηµα είναι εκείνο το υποσύνολο (α,β) του R, για το οποίο έχουµε ότι, 

),(x βα∈ , αν και µόνον αν α < x < β. Κλειστό διάστηµα είναι εκείνο το υποσύνολο 
[α,β] του R, για το οποίο έχουµε ότι, ],[x βα∈ , αν και µόνον αν βα ≤≤ x . 
 
Πόρισµα. Φανερά, ββαβα == ],sup[),sup( , και, αβαβα == ],inf[),inf( . 
 
Ορισµός. Περιοχή ),x(V 0 ρ  του σηµείου 0x  µε ακτίνα ρ, καλείται το ανοικτό 
διάστηµα )x,x( 00 ρρ +− . 
Σηµείο συσσωρεύσεως (σ.σ.) ξ του υποσυνόλου R⊂A , καλείται εκείνο το σηµείο 

R∈ξ , για το οποίο, κάθε περιοχή του V(ξ) έχει την ιδιότητα ∅≠−∩ }{)(V ξΑξ . 
Εσωτερικό σηµείο ξ του υποσυνόλου R⊂A , καλείται εκείνο το σηµείο R∈ξ , για 
το οποίο, υπάρχει περιοχή V(ξ) µε την ιδιότητα A)(V ⊆ξ . Συνέπεια του ορισµού 
αυτού, είναι η Αξ ∈ . 
Μεµονωµένο σηµείο ξ του υποσυνόλου R⊂A , καλείται εκείνο το σηµείο R∈ξ , 
για το οποίο, ύπαρχοι περιοχή V(ξ) µε την ιδιότητα }{)(V ξΑξ =∩ .  
 
Παρατηρήσεις. α) Κάθε περιοχή ενός σ.σ. ξ του Α, περιέχει άπειρο πλήθος 
στοιχείων του συνόλου Α. β) Ένα πεπερασµένο σύνολο δεν έχει σ.σ. 
 
Ανοικτό καλείται εκείνο το σύνολο, κάθε σηµείο του οποίου, είναι εσωτερικό σηµείο. 
Κλειστό καλείται εκείνο το σύνολο, κάθε σηµείο του οποίου, είναι σ.σ. αυτού. 
 
Πρόταση 1. α) Το συµπλήρωµα ανοικτού συνόλου είναι κλειστό σύνολο.  
                     β) Το συµπλήρωµα κλειστού συνόλου είναι κλειστό σύνολο. 
Απόδειξη. Έστω το ανοικτό σύνολο R⊂A . Έστω R∈ξ , σ.σ. του συνόλου A−R . 
Θα δείξουµε ότι, Αξ ∉ . Πράγµατι, αν Αξ ∈ , τότε και κάθε περιοχή V(ξ) θα ήταν 
υποσύνολο του Α. Άρα, καµία περιοχή αυτού, δεν θα έχει τοµή µη κενή µε το A−R . 
Άρα το ξ δεν θα είναι σ.σ. του συνόλου αυτού, αντίθετα µε την υπόθεσή µας. Το 
υπόλοιπο της πρότασης έπεται από τους νόµους του de Morgan. 
 
Θεώρηµα 4. Η ένωση οιουδήποτε πλήθους ανοικτών συνόλων είναι ανοικτό σύνολο. 
Η τοµή πεπερασµένου πλήθους ανοικτών συνόλων είναι ανοικτό σύνολο. Η ένωση 
πεπερασµένου πλήθους κλειστών συνόλων, είναι κλειστό σύνολο. Η τοµή οιουδήποτε 
πλήθους κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο.  
Απόδειξη. Έστω F η ένωση οιουδήποτε πλήθους ανοικτών συνόλων, και Fx ∈ . Το x 
είναι, τότε, και στοιχείο κάποιου ανοικτού συνόλου Α, απ� αυτά που αποτελούν την 
ένωση F. Τότε, όµως, και µία ολόκληρη περιοχή του x είναι υποσύνολο του Α. Άρα, 
και του F. Άρα η F ανοικτό σύνολο. Το υπόλοιπο του θεωρήµατος έπεται από τους 
νόµους του de Morgan. 
 
Πρόταση 2. Τα ανοικτά διαστήµατα είναι ανοικτά σύνολα. Τα κλειστά διαστήµατα 
είναι κλειστά σύνολα. 
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Θεώρηµα 5. (Bolzano � Weierstrass). Κάθε άπειρο και φραγµένο υποσύνολο της 
πραγµατικής ευθείας, έχει ένα τουλάχιστον σ.σ. 
Απόδειξη. Έστω το άπειρο και φραγµένο υποσύνολο Ε του R Υπάρχει, τότε, 
(Θεώρηµα 2), το Einfa =  και το Esupb = . Είναι, τότε, ]b,a[E ⊆ . ∆ιαιρούµε το 
κλειστό διάστηµα [a,b] σε δύο µέρη, και καλούµε 1δ  το διάστηµα εκείνο, που 
περιέχει µία απειρία σηµείων του Ε. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο, και βρίσκουµε 

ότι, N∈∀ n , το κλειστό διάστηµα ]b,a[ nnn =δ , µε nnn 2
abab −=− , περιέχει µία 

απειρία σηµείων του Ε. Το σύνολο },a,a{A 1 K=  είναι άνω φραγµένο. Το σύνολο 
},b,b{B 1 K=  είναι κάτω φραγµένο. Φανερά, τα σύνολα των πραγµατικών αριθµών 

Α΄ και Β΄ που ορίζονται αντίστοιχα από την σχέση Aa΄A΄x ∈∃↔∈ , µε a΄x < και 
ανάλογη σχέση για το Β΄, αποτελούν τοµή των πραγµατικών αριθµών. Ορίζουν, 
συνεπώς, τον R∈ξ . Φανερά, το ξ είναι σ.σ. του Ε, µιά και για κάθε περιοχή του 

),(V ρξ , µπορούµε να βρούµε έναν δείκτη n, τέτοιον ώστε, 
22

ab
n

ρ<− , οπότε, 

),(Vn ρξδ ⊂ , και, συνεπώς, η V(ξ) θα περιέχει άπειρα σηµεία του Ε, διαφορετικά από 
το ξ. 
 
Θεώρηµα 6. (Cantor). Μία φθίνουσα ακολουθία µη κενών κλειστών και φραγµένων 
συνόλων έχει τοµή ένα µη κενό, κλειστό και φραγµένο σύνολο. 
Απόδειξη. Έστω N∈nn )(δ η φθίνουσα ακολουθία των κλειστών συνόλων. Το ότι η 
τοµή τους είναι κλειστό σύνολο, έπεται από προηγούµενο θεώρηµα. Το ότι είναι 
φραγµένο σύνολο, είναι προφανές. Αποµένει να δείξουµε ότι, δεν είναι το κενό 
σύνολο. Πράγµατι, από κάθε nδ , επιλέγουµε ένα σηµείο nx . Το σύνολο }x{X n=  
είναι ένα άπειρο φραγµένο υποσύνολο της πραγµατικής ευθείας. Άρα, έχει ένα 
τουλάχιστον σ.σ., το ξ. Κάθε περιοχή του ξ, περιέχει άπειρα σηµεία ix , τα οποία 
ανήκουν όλα, αναγκαστικά, σε κάποιο iδ . Το ξ είναι, λοιπόν, τελικά, σ.σ. κάθε iδ . 

Όµως, τα iδ  κλειστά σύνολα. Άρα, I
∞

∈
n

nδξ  

 
Ορισµός. Ορικό σηµείο του R⊂E  καλείται εκείνο το σ.σ. του Ε, που, τελικά, κάθε 
περιοχή του, περιέχει όλα τα σηµεία του Ε.  
 
Πόρισµα. Το ορικό σηµείο του Ε, είναι αναγκαστικά µοναδικό. 
 
Πόρισµα. Μία εγκυβωτισµένη φθίνουσα ακολουθία κλειστών διαστηµάτων, έχει ένα ορικό 
σηµείο. 
 
Θεώρηµα 7. Κάθε φραγµένο ανοικτό υποσύνολο R⊂F  είναι δυνατόν να γραφεί ως 
ένωσης αριθµησίµου το πλήθος διακεκριµένων ανοικτών διαστηµάτων. 
Απόδειξη. Έστω το Fx ∈ . Επειδή το F ανοικτό, υπάρχουν R∈z,y , τέτοια ώστε 

F)x,y( ⊂  και F)z,x( ⊂ . Θέτουµε }y|)x,yinf{(a R∈=  και }z|)z,xsup{(b R∈= . 
Το ανοικτό διάστηµα )b,a(Ix =  περιέχει το σηµείο x και είναι FIx ⊂ . Πράγµατι, έστω το 

xIw ∈ , xw ≠ . Τότε, ή xwa <≤ , ή xwb >≥ . Στην πρώτη περίπτωση, από τον ορισµό 
του infimum έπεται ότι υπάρχει wy ≤ , τέτοιο ώστε F)x,y( ⊂ , άρα, και, Fw ∈ . Ανάλογα 
ισχύουν και στην δεύτερη περίπτωση. ∆είξαµε, λοιπόν, ότι FIx ⊂ .  
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Θα δείξουµε, τώρα, ότι Fa ∉ . Προς τούτο, έστω Fa ∈ . Επειδή το F ανοικτό R∈∃ ρ , µε 
F)a,a( ⊂+− ρρ , ή F]x,a( ⊂−ρ , πράγµα αδύνατον. Όµοια έχουµε και ότι Fb ∉ . 

Θεωρούµε την οικογένεια των ανοικτών διαστηµάτων xI . Φανερά, η ένωση της οικογένειας 
αυτής, είναι ένα ανοικτό σύνολο, που καλύπτει το F. Έστω )b,a(  και )d,c(  δύο στοιχεία της 
οικογένειας αυτής, και )c,b()b,a(x ∩∈ . Τότε και, dxa << , και bxc << . Επειδή, 
όπως δείξαµε, Fa ∉ , είναι ca < . Επειδή, Fc ∉ , είναι ac < . Άρα, ac = . Ανάλογα είναι 
και bd = . Άρα, αν δύο διαστήµατα της οικογένειας των ανοικτών διαστηµάτων, που 
καλύπτουν το ανοικτό σύνολο F έχουν τοµή µη κενή, συµπίπτουν. Τα στοιχεία συνεπώς της 
οικογένειας αυτής, είναι όλα διακεκριµένα. Άρα και αριθµήσιµα το πλήθος. 
 
Θεώρηµα  8 (Heine � Borel). Αν R∈= xx )I(Φ  ανοικτή κάλυψη του κλειστού και φραγµένου 
υποσυνόλου R⊂F , µπορούµε, τότε, να διαλέξουµε απ� αυτήν, µία πεπερασµένη 
υποκάλυψη του F. 
Απόδειξη. Από το προηγούµενο θεώρηµα, έχουµε µίαν αριθµήσιµο ανοικτή κάλυψη του F, 
την N∈= nn )(΄ ΙΦ . Θεωρούµε την ένωση m1m IIS ∪∪= K . Το σύνολο mS  είναι ανοικτό 
σύνολο, ως ένωση πεπερασµένου πλήθους ανοικτών συνόλων. Θα δείξουµε ότι, για κάποια 
τιµή του m, η ένωση αυτή, καλύπτει το F. Προς τούτο, θεωρούµε το σύνολο mm SFQ −= . 
Κάθε σύνολο mQ  είναι κλειστό σύνολο. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάποιον m, η τοµή όλων 
των mQ  είναι κενή. Για την οικογένεια των mQ  παρατηρούµε ότι, είναι µία φθίνουσα 
οικογένεια από κλειστά και φραγµένα σύνολα. Η τοµή, λοιπόν, όλων των στοιχείων της 
οικογένειας αυτής, είναι ο ορικός αριθµός F∈ξ . Τούτο όµως είναι αδύνατον, µιά και 
θάπρεπε επίσης να είναι mS∪∈ξ . 
 
∆ίδουµε άλλη µία απόδειξη του θεωρήµατος αυτού. 
 
Θεώρηµα 8 (Heine � Borel).  Για κάθε κλειστό και φραγµένο υποσύνολο R⊂G , που 
καλύπτεται από την ένωση απείρου πλήθους ανοικτών διαστηµάτων, αρκεί ένα πεπερασµένο 
πλήθος απ� αυτά, για να το καλύψει. Και αντιστρόφως. 
Απόδειξη. Από υπόθεση, κάθε Gx ∈  καλύπτεται από κάποιο ανοικτό διάστηµα xδ . Αν, 
λοιπόν, το G είχε πεπερασµένο πλήθος σηµεία, δεν θα είχαµε τίποτα να αποδείξουµε. Το G 
έστω, λοιπόν, ότι έχει άπειρο πλήθος από σηµεία. Το G σαν φραγµένο σύνολο, είναι τέτοιο 
ώστε, GsupGGinf << . Χωρίζουµε το ]Gsup,G[inf  στα δύο. Κάποιο από τα 
προκύπτοντα υποδιαστήµατα, περιέχει απειρία σηµείων του G, και καλύπτεται από άπειρο 
πλήθος ανοικτών διαστηµάτων. Με την ίδια διαδικασία, κατασκευάζουµε µία φθίνουσα 
ακολουθία κλειστών διαστηµάτων nd , που περιέχουν άπειρα σηµεία του G, και που για κάθε 
ένα απ� αυτά απαιτείται άπειρο πλήθος ανοικτών διαστηµάτων για να το καλύψει. Τούτο 
όµως είναι αδύνατον, για G κλειστό σύνολο, µιά και η ακολουθία των κλειστών διαστηµάτων 
που κατασκευάσαµε, έχει ορικό σηµείο, το οποίο ανήκει στο G, και το οποίο καλύπτεται από 
ένα ανοικτό διάστηµα, στο εσωτερικό του οποίου υπάρχουν, τελικά, όλα τα nd . Αρκεί, 
λοιπόν, ένα και µόνον ανοικτό διάστηµα για να καλύψει το nd , αντίθετα µε την υπόθεσή 
µας. 
 
Ορισµός. Συµπαγές καλείται ένα υποσύνολο της πραγµατικής ευθείας, που είναι κλειστό και 
φραγµένο. 
 
Παρατήρηση. Ισοδύναµα, έχουµε τις προτάσεις: 
                         (α) Το Ε είναι συµπαγές. 
                         (β) Ισχύει το θεώρηµα Bolzano � Weierstrass. 
                         (γ) Ισχύει το Θεώρηµα Heine Borel. 
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Έχουµε δείξη τις )()( βα → , και )()( γα → . Θα δείξουµε και τις αντίστροφες προτάσεις. 
Για την )()( αγ → . Έστω ότι, το σύνολο S είναι τέτοιο ώστε, από µία κάλυψη ανοικτών 
διαστηµάτων του, είναι δυνατόν να επιλέξουµε κάποια πεπερασµένη υποκάλυψη αυτού. Το S 
είναι, λοιπόν, φανερά φραγµένο σύνολο. Θα δείξουµε ότι είναι και κλειστό. Πράγµατι, αν το 
S  δεν είναι κλειστό, υπάρχει ορικό σηµείο του y, που δεν ανήκει σ� αυτό. Για κάθε Sx ∈ , 

θεωρούµε την ),x(V xx ρ , µε 
2

|yx|
x

−<ρ . Η οικογένεια όλων των περιοχών αυτών, 

αποτελεί, φανερά, µιά ανοικτή κάλυψη του S. Απ� αυτήν, επιλέγουµε µίαν πεπερασµένη 
υποκάλυψη, }V,,V{ k1 K . Θέτουµε },,min{ k1 ρρρ K= , και θεωρούµε την ),y(V ρ . Είναι, 
για κάθε δείκτη ki1 ≤≤ , ∅=∩ ),x(V),y(V ii ρρ . Άρα το y δεν είναι ορικό σηµείο του S. 
Για την )()( αβ → . Αν το σύνολο S δεν είναι φραγµένο, τότε, για κάθε n, |x| n  > n.  
Θεωρούµε το σύνολο },x,x{E 21 K= . Το άπειρο υποσύνολο αυτό του S, έχει από υπόθεση 
ένα τουλάχιστον σ.σ. y. Αλλά για n > |y|1+ , 1|y||x||yx| nn >−≥− , σχέση, που 
αντίκειται στο γεγονός ότι το y υπετέθη σ.σ. του Ε. Το S είναι, λοιπόν, φραγµένο. Θα 
δείξουµε ότι, είναι και κλειστό. Για το σκοπό αυτό, έστω x ένα σ.σ. του S. Εκλέγουµε τις 
περιοχές )k/1,x(V , και από κάθε τέτοια περιοχή, εκλέγουµε το σηµείο kx , το οποίο ανήκει 
και στο S. Έστω Ε το σύνολο των σηµείων αυτών. Το x είναι ορικό σηµείο του συνόλου Ε. 
Από υπόθεση, γνωρίζουµε, ότι το Ε έχει ένα τουλάχιστον ορικό σηµείο εν S. Αρκεί λοιπόν να 
δείξουµε, ότι το Ε δεν έχει άλλο ορικό σηµείο, πλην του x. Προς τούτο, έστω xy ≠  άλλο 
ορικό σηµείο του Ε. Είναι, τότε, k/1|xy||xx||xy||xy| kkk +−<−+−≤− . Ας  

λάβουµε το k τόσο µεγάλο ώστε το 
2

|xy|
k
1 −< . Τότε, για όλα τα kk n >  θα είναι, και 

2/|xy| −  < |xy|
nk− , και, άρα, |)xy|,y(Vx

nk −∈ , οπότε το y δεν είναι ορικό σηµείο 
του Ε. 
 
Παρατήρηση. Τα πέρατα ενός υποσυνόλου της πραγµατικής ευθείας, είναι σ.σ. του συνόλου 
αυτού. Άρα, κάθε συµπαγές υποσύνολο της πραγµατικής ευθείας, περιέχει τα πέρατά του. 
Τούτο βέβαια σηµαίνει, ότι κάθε κλειστό διάστηµα αυτής, περιέχει τα άκρα του. 
 
Βιβλιογραφία. 1) Π. Ζερβού, �Απειροστικός Λογισµός� 
                          2) Walter Rudin �Principles of Mathematical Analysis� 
                           


