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VII.   Π Ο Λ Υ Ω Ν Υ Μ Ι Κ Ο Ι    Μ Ε Τ Α Σ Χ Η Μ Α Τ Ι Σ Μ Ο Ι. 
 

1. Γενικά. Οι µετασχηµατισµοί Τ που θα θεωρούµε, θα είναι όλοι γραµµικοί µετασχη-
µατισµοί ενός διανυσµατικού χώρου V(F) στον εαυτό του. dimV = n. 
     Θεωρούµε το πολυώνυµο α(u)∈F[u] βαθµού m: 
                         0
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m

m uuuu)u( α+α++α+α=α −
− L  

 Στο πολυώνυµο αυτό, αντιστοιχίζουµε τον πίνακα: 
                         0
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m AαAαΑαΑαAα ++++= −
− L)(  

όπου IA0 = , και nnFA ×∈ . Παρατηρούµε ότι, αν αντί του πίνακα Α λάβουµε πίνακα Β 
όµοιο προς τον Α, Β = 1PAP−  (βλέπε σελ. 45), τότε, ο πίνακας που αντιστοιχεί στο πολυώ-
νυµο α(u) είναι όµοιος προς τον πίνακα α(Α). Πράγµατι, είναι 
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Όµως, 1kk1 PPAPAP −− =)( . Αρα και 11 PAαPPAPα −− = )()( . 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ. 1) Ο Πολυωνυµικός µετασχηµατισµός α(Τ) είναι καλά ορισµένος. 

                 2) Ισχύει ότι, α(Τ)β(Τ) = β(Τ)α(Τ)  
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Ενας υπόχωρος U του V θα λέγεται αναλλοίωτος ως προς τον Τ, ανν Τ(U) ⊆ U. 
Χρησιµοποιούµε και την ορολογία "Τ-αναλλοίωτος υπόχωρος". 
 
Εστω },,,{ k21 uuu K  µία βάση του U. Επεκτείνουµε την βάση αυτή, σε µία βάση του V, 
δια της προσθήκης των n−k γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων jv . Επειδή, κάθε u∈U 
έχει εικόνα uT∈U, µε uT = n1kkk2211 v0v0uλuλuλ ++++++ + LL , έπεται ότι, ο 
πίνακας Α που αντιστοιχεί στον Τ ως προς αυτήν την βάση,  έχει την µορφή: 

                                           
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Ο περιορισµός UT  επί του U του γραµµικού µετασχηµατισµού Τ, είναι ο καλά ορισµένος 
µετασχηµατισµός UT :U → U, που δίδεται από την σχέση )()(U uTuT = , ∀u∈U. 
     Αν V = U⊕W και οι υπόχωροι U, W αναλλοίωτοι ως προς Τ, ο πίνακας του Τ ως προς 
µία βάση της µορφής },,,{ k21 uuu K ∪ }w,,w,w{ k΄21 K , όπου u και w βάσεις των 
υποχώρων U και W αντίστοιχα, έχει την µορφή 

                                            
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Στην περίπτωση αυτή, αν UT  και WT  είναι οι περιορισµοί του Τ πάνω στους U και W 
αντίστοιχα, γράφουµε και Τ = UT ⊕ WT .  
     Αντίστροφα, αν ο Τ έχει πίνακα Α ως προς την βάση }w,u{  τότε οι χώροι U, W είναι 
αναλλοίωτοι ως προς Τ. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Αν U αναλλοίωτος υπόχωρος του V ως προς Τ, τότε ο U είναι και αναλ-
λοίωτος υπόχωρος του V ως προς κάθε πολυωνυµικό µετασχηµατισµό f(Τ). Και αντίστροφα. 
Απόδειξη. α) Εστω U αναλλοίωτος υπόχωρος του V ως προς Τ. Είναι τότε, ∀u∈U, λuT∈U. 
Αρα και λu 2T ∈U, και, επαγωγικά, kuTλ ∈U. Συνεπώς, από τις υποθέσεις µας ότι ο Τ 
γραµµική απεικόνιση και ο U υπόχωρος, uf(T)∈U. 
                 β) Εστω U αναλλοίωτος υπόχωρος του V ως προς f(Τ). Είναι τότε, ∀u∈U 
uf(T)∈U. Τότε όµως, κάθε όρος k

kuTλ ∈U, άρα και ο όρος uTλ1 , διότι άλλως ο kT  δεν θα 
οριζότανε, µιά και uT∉U. 
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2. Ελάχιστο πολυώνυµο. Κάθε φορά, που µας δίδεται ένας µετασχηµατισµός Τ, υπάρχει 
κάποιο µη µηδενικό πολυώνυµο f(T), το οποίο να είναι ο µηδενικός µετασχηµατισµός. Το 
ότι υπάρχει ένας τέτοιος µετασχηµατισµός, αρκεί να θυµηθούµε ότι, ο χώρος των n×n 
πινάκων επί του F, αποτελεί διανυσµατικό χώρο, µε διάσταση 2n . Αρα, 1n2 +  πίνακες µέσα 
σ� αυτόν τον χώρο, αποτελούν σύνολο γραµµικά εξαρτηµένο. Λαβαίνουµε λοιπόν, τους 

1n2 +  πίνακες, },,,{ k10 AAA K , k = n2, και γράφουµε την γραµµική έκφραση, που τους 
συνδέει: 0AαAαΑαΑα 0

01
1k

1k
k

k =++++ −
− L . Στην έκφραση αυτή, αντιστοιχεί ένα 

πολυώνυµο f(u), τέτοιο ώστε, xf(T) = 0 ∀x∈V. Το ερώτηµα, που τίθεται είναι: Μήπως 
υπάρχει και άλλο τέτοιο πολυώνυµο βαθµού < k; Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό, 
παρατηρούµε ότι, το σύνολο J όλων αυτών των πολυωνύµων, αποτελεί κύριο ιδεώδες. Κατ� 
αρχήν είναι ιδεώδες, µια και, φανερά, αν f(u), g(u)∈J, τότε και, f(u)±g(u)∈J και ∀φ(u)∈F[u], 
φ(u)f(u)∈J. Το ιδεώδες αυτό, είναι κύριο, µια και όπως είδαµε, (βλέπε Θεώρηµα,  σελ. 83), η 
F[u] είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. Είναι λοιπόν, (g) = J. Στο ελαχίστου βαθµού αυτό 
πολυώνυµο, αντιστοιχούµε εκείνο το πολυώνυµο m(u), το οποίο προκύπτει από το g(u), αν 
διαιρέσουµε όλους τους συντελεστές και τον σταθερό του όρο, µε τον συντελεστή του 
µεγιστοβαθµίου όρου του g(u), έτσι ώστε να προκύψει ένα monic πολυώνυµο. Το 
πολυώνυµο αυτό m(u) είναι τότε, µονοσήµαντα ορισµένο. 
 
Ορισµός. Το πολυώνυµο αυτό, 01

1k
1kk αuαuαuum ++++= −
− L)(  καλείται ελάχιστο πο-

λύώνυµο του µετασχηµατισµού Τ. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1. Το m(u) έχει τις ιδιότητες: 
                        α) Ο συντελεστής του µεγιστοβαθµίου όρου, είναι η µονάς. 
                        β) m(A) = 0, για κάθε πίνακα Α, που αντιστοιχεί στον  
                            µετασχηµατισµό Τ. Λέµε ότι, o m(Τ) µηδενίζει τον V. 
                        γ) Κάθε άλλο πολυώνυµο f(u) για το οποίο ισχύει f(A) = 0, είναι 
                            πολλαπλάσιο του m(u), δηλαδή m(u) | f(u). 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1. Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό Τ �στροφή του επιπέδου�, βλέπε σελ. 37, 
µε θ = 90 µοίρες. Ο πίνακας του µετασχηµατισµού αυτού, ως προς την κανονική βάση του 

2R  είναι ο 
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Παρατηρούµε ότι,  
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Είναι δηλαδή, 2A  = −Ι. Αρα 0IA2 =+ . Το 1uum 2 +=)( , m(u)∈ [u]R , είναι, λοιπόν, το 
ελάχιστο πολυώνυµο του Τ. 
     Αν ο Τ ήταν �κατοπτρισµός του επιπέδου ως προς τον Ox άξονα�, τότε, 
                                      

            Α = 
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A2 ,   και 1uum 2 −=)(  = (u−1)(u+1). 

Παρατηρούµε ότι, τώρα, το m(u) έχει αναλυθεί σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Οµως, 
κανένας από τους πολυωνηµικούς µετασχηµατισµούς, που αντιστοιχούν στους παράγοντες 
αυτούς, (που είναι αντ. οι Α−Ι και Α+Ι), δεν µηδενίζει τον χώρο 2R . 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2. Αν q(u) κάποιο πολυώνυµο, για το οποίο είναι xq(T) = 0 ∀x∈V, τότε θα 
είναι και xq( UT ) = 0, ∀x∈U. Αν, λοιπόν, µ(u) το ελάχιστο πολυώνυµο του U ως προς UT  το 
µ(u) | q(u). Ιδιαίτερα, µ(u) | m(u), όπου m(u) το ελάχιστο πολυώνυµο του V ως προς Τ. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3. Θεωρούµε, τώρα, και το χώρο V/W. (Βλέπε σελ. 16). Η προβολή p του 
V επί του V/W είναι η απεικόνιση, που σε κάθε x∈V, p(x) = xC , όπου xC  η κλάση 
ισοδυναµίας που περιέχει το x modW (βλέπε σελ. 24). Γράφουµε και, xp = x+W.  
Αν ο W Τ-αναλλοίωτος υπόχωρος του V, ορίζεται η επέκταση T : V/W → V/W της Τ από 
την σχέση: TCx  = (x+W)T = xT+WT = xT+W = xTC . Η T  είναι καλά ορισµένη 

Πράγµατι, yxyTxT CCCC ≠⇒≠  µιά και αλλιώς, θα είχαµε ότι 
x = y modW, δηλαδη, y−x∈W οπότε και yT−xT∈W, δηλαδή, 

yTxT CC = . Ισχύει ότι: x(p T ) = (xp) T  = (x+W) T   
                                                 = xT+W = (xT)p = x(Tp). 
Είναι, λοιπόν, p T  = Tp, και γενικότερα,  p(λ

k
T ) = (λ kT )p.  

Συνεπώς, το ελάχιστο πολυώνυµο m(u) του V ως προς T, είναι 
πολλαπλάσιο, του ελαχίστου πολυωνύµου του χώρου V/W ως προς T .  
Πράγµατι, είναι, ∀x∈V, 0 = x(m(T))p = (xp)m( T ). Αρα το pm( T ) = pm(T), µηδενίζει τον 
V/W. Αρα είναι πολλαπλάσιο του ελαχίστου πολυωνύµου του V/W.  
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4. Αν g(u) | f(u), τότε και Kerg(T) ⊆ Kerf(T). Πράγµατι, x∈Kerg(T) 
σηµαίνει ότι, xg(T) = 0 άρα, και xg(T)q(T) = 0, ∀q(u)∈F[u]. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Εστω ότι έχουµε την περίπτωση, που Τ = UT ⊕ WT . Αν Um  και Wm  τα ελά-
χιστα πολυώνυµα των υπόχωρων U και W, τότε το ελάχιστο πολυώνυµο m του V είναι το 
ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο (= ε.κ.π.) των Um  και Wm . 
Απόδειξη. Κάθε ένα από τα Um  και Wm  πρέπει να διαιρεί το m. Εστω g κάποιο πολλαπλά-
σιο αµφοτέρων των Um  και Wm . Τότε, Ug(T) = 0 και Wg(T) = 0. Εστω το τυχόν διάνυσµα 
v∈V. Είναι, τότε, v = u+w όπου u∈U και w∈W. Θεωρούµε, την εικόνα του v διά της g(T). 
Είναι vg(T) = (u+w)g(T) = ug(T)+wg(T) = 0. Η g(T) µηδενίζει λοιπόν τον V. Αρα, το g(u) 
διαιρείται από το m(u). 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 3. Εστω f(u) = g(u)h(u) πολυώνυµα, τέτοια ώστε  το f(T) µηδενίζει τον V και τα 
g και h είναι µεταξύ τους πρώτα. Tότε V = U⊕W όπου U = Kerg και W = Kerh. 
Απόδειξη. Κατ' αρχήν παρατηρούµε ότι, οι U και W είναι αναλλοίωτοι υπόχωροι ως προς Τ, 
µιά και Uh(T) = 0, και {0} ⊆ U. Οµοια γιά τον W  (βλέπε πρόταση 1).  
     Από υπόθεση έχουµε, rg+sh = 1. Αρα και την r(T)g(T)+s(T)h(T) = ο ταυτοτικός 
µετασχηµατισµός. Για το τυχόν v∈V είναι v = vr(T)g(T)+vs(T)h(T). Είναι, 
                 vr(T)g(T) = w∈Kerh(T), µια και vr(T)g(T)h(T) = vr(T)f(T) = 0. 
Οµοια,        vs(T)h(T) = u∈Kerg(T). Αρα, v = u+w, άρα, είναι, V = U+W.  
Αποµένει να δείξουµε ότι U ∩ W = {0}. Προς τούτο, έστω x∈U ∩ W. Τότε είναι και  
x = x(rg)+x(sh). Οµως, x∈U. Αρα και x(rg)+(xr)g = 0. (Το xr(u)∈U, µιά και U αναλλοίωτος 
ως προς Τ). Επίσης, x∈W. Αρα, όµοια, και x(sg) = (xs)g = 0. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ. α) Τα g και h, (αν είναι monic), είναι και τα ελάχιστα πολυώνυµα των 
υπόχωρων U και W. Είναι, dimV = dimU+dimW = άθροισµα των βαθµών των αντιστοίχων 
ελαχίστων πολυωνύµων. β) Η έκφραση V = U⊕W είναι µοναδική. 
 

p

p

V

V

T T

V/W

V/W
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ΘΕΩΡΗΜΑ (της πρωταρχικής αναλύσεως). Με επαγωγή, αποδεικνύεται το Θεώρηµα: Εστω 
ότι το ελάχιστο πολυώνυµο m(u) του V έχει την παρακάτω ανάλυση σε γινόµενο πρώτων 
(monic) παραγόντων:  
                                  m(u) = n1 k

n
k

1 ufuf )()( L .  
Τότε n21 WWWV ⊕⊕⊕= K , όπου Wi = ik

ii TKerf )( . Επιπλέον, κάθε ik
i uf )( είναι το 

ελάχιστο πολυώνυµο ως προς τον περιορισµό iT  της Τ επί τον iW .  
Απόδειξη. Η περίπτωση n = 1 είναι τετριµένη. Εστω, ότι το θεώρηµα έχει αποδειχθεί γιά  
n−1. Λόγω της προτάσεως 3, γράφουµε τον V = 11 VW ⊕ , όπου, 1k

111 TKerf )(W =  και  
})()({V n2 k

n
k

2l TfTfKer L= , όπου T  ο περιορισµός της Τ επί του V1. Είναι όµως,  
)(uf j  | n2 k

n
k

2 ufuf )()( L  γιά κάθε j = 2, . . . ,n.  

                Αρα και Ker )( jj Tf  ⊂ })()({ n2 k
n

k
2 TfTfKer L . Αρα, Ker )( jj Tf  = jW . 

ΠΟΡΙΣΜΑ. dimV = ∑
=

n

1i
ik . 

3. Κυκλικοί υπόχωροι. Θεωρούµε κάποιο στοιχείο w∈V, το οποίο και στην συνέχεια, το 
διατηρούµε σταθερό. Το σύνολο },,,{ k10 wTwTwT K  αποτελεί φανερά γραµµικώς 
εξαρτηµένο σύνολο. Υπάρχει, συνεπώς, εκθέτης k ≤ n τέτοιος ώστε, 
                         )( 0

01
1k

1k
k TαTαTαwwT +++= −

− L           (1). 
Ο k λαβαίνεται βέβαια, ο µικρότερος εκθέτης, για τον οποίο ισχύει η (1). Το πολυώνυµο 

)()(W
0

01
1k

1k
k uαuαuαuuµ +++−= −

− L  καλείται  ελάχιστο πολυώνυµο του Τ ως προς το 
στοιχείο w. Ο χώρος },,,{K 1k10

w wTwTwTL −= K  καλείται κυκλικός υπόχωρος του V πα-
ραγόµενος από το w. Γράφουµε και Κ, µ(u) αντί των wK , )(uµ w , αν γνωρίζουµε περι 
ποίου w πρόκειται. Ο Κ είναι ο µεγίστης διαστάσεως υπόχωρος του V που έχει την µορφή 

},,,{ 1k10 wTwTwTL −K .  
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5. Είναι, dimK = k, ο βαθµός του ελαχίστου πολυωνύµου )(uµ w . 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 4. Ο υπόχωρος },,,{K 1k10 wTwTwTL −= K , είναι Τ-αναλλοίωτος υπόχωρος 
του V.  

Απόδειξη. Είναι, ∀x∈K, ∑
−

=
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j
jwTγx . Αρα, και ∑

−

=

+=
1k

0j

1j
jwTγxT  . Οµως, κάθε όρος του 

αθροίσµατος αυτού ανήκει στον Κ. Αρα και xT∈K. 
      
ΠΡΟΤΑΣΗ 5. Ο µετασχηµατισµός )(Τµw µηδενίζει τον κυκλικό υπόχωρο Κ. 
Απόδειξη. Εξ� ορισµού, 1k

1k
1

1
0

0
k wTαwTαwTαwTΤµw −

−−−−−= K)(   = 0 (σχέση (1)).  

     Εστω, τώρα, τυχόν x∈K. Είναι τότε, ∑
−
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=
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j
jwTγx . Αρα και 

              )()( 1k
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ΠΡΟΤΑΣΗ 6.  Kerµ( KT ) = Κ, KT  ο περιορισµός του Τ επί τον Κ. 
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Απόδειξη. i) K ⊆ Kerµ( KT ). Εστω το x∈K. Θα πρέπει, xµ( KT ) = 0. Τούτο όµως ισχύει, µια 
και xµ( KT ) = xµ(Τ) = 0 (λόγω της προηγούµενης πρότασης).  
              ii) Kerµ( KT ) ⊆ K. Εστω x∈Kerµ( KT ). Είναι τότε, 
                         )( 1k

1k
1

1
0

0
k TαTαTαTx −

−−−−− K = 0.  
∆ηλαδή, kxT  = γραµµική σχέση των jxT . Για τον περιορισµό όµως KT  του µετασχη-
µατισµού Τ επί το Κ κάθε jxT  εκφράζεται γραµµικά από τα jwT . Αρα και το kxT  εκφρά-
ζεται γραµµικά από τα jwT . Αρα και το x εκφράζεται γραµµικά από τα jwT , µια και ο 
χώρος αναλλοίωτος ως προς Τ. Αρα x∈K. 
                  
ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ. 1) Το ελάχιστο πολυώνυµο m(u) του KT  είναι το µ(u). 
                         2) Το σύνολο των πολυωνύµων g(u), τα οποία παρέχουν πολυωνυµικό 
µετασχηµατισµό g(T), ο οποίος µηδενίζει τον Κ, αποτελεί κύριο ιδεώδες Ι = (µ(u)). Είναι 
δηλαδή, µ(u)|g(u), ∀g(T) που µηδενίζει τον Κ. 
                         3) Το ελάχιστο πολυώνυµο m(u) του V, διαιρείται από κάθε πολυώνυµο 

)(uµx , x∈V. 
                         4) Αν V = },,,{ n21 eeeL K , τότε το m(u) είναι το ελάχιστο κοινό πολλα-
πλάσιο των πολυωνύµων )(uµe . 
                         5) Ο Κ, είναι ο µεγίστης διαστάσεως κυκλικός υπόχωρος του V, που 
παράγεται από το w. Αν δηλαδή, Κ = },,,{ 1kwTwTwL −K , τότε δεν υπάρχει άλλος 
υπόχωρος Κ΄ του V, µε Κ΄ ⊃ Κ, και ο οποίος να παράγεται και αυτός από το w. 
                         6) Αν wµ  και vµ  µε ( wµ , vµ ) = 1, είναι τα ελάχιστα πολυώνυµα των κυκλι-
κών υπόχωρων wK  και vK  που παράγονται από τα διανύσµατα w και v αντίστοιχα, τότε, 

vK ∩ wK  = {0}. ∆ιότι σε αντίθετη περίπτωση, ο χώρος vK ∩ wK  θα είχε διάσταση > 0, 
οπότε και το ελάχιστο πολυώνυµο αυτού δεν θα ήταν µηδενικού βαθµού. Το πολυώνυµο 
αυτό, θα διαιρούσε αµφότερα τα wµ  και vµ , αντίθετα µε την υπόθεσή µας, ότι αυτά είναι 
πρώτα προς άλληλα. 
                          7) Αν x = w+v, τότε το x παράγει τον υπόχωρο xK  = vK ⊕ wK  µε ελάχιστο 
πολυώνυµο το γινόµενο wµ vµ , που είναι το ε.κ.π. των wµ  και vµ .  
             Η έκφραση xK  = vK ⊕ wK  είναι µοναδική. 
                      8) Αν τα wµ  και vµ  δεν είναι µεταξύ τους πρώτα, τότε vK ∩ wK  ≠ {0} και 
αντί της  xK  = vK ⊕ wK  έχουµε την xK  = vK + wK . 
                      9) Επαγωγικά, τα πορίσµατα 6) και 7) ισχύουν γιά n κυκλικούς υπόχωρους. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 6. Εδείξαµε ότι, αν ο wK  Τ-αναλλοίωτος κυκλικός υπόχωρος παραγόµενος 
από το w, τότε το ελάχιστο πολυώνυµο wµ (u) συµπίπτει µε το m(u).  
Ισχύει όµως και το αντίστροφο: Αν ο υπόχωρος Κ έχει ελάχιστο πολυώνυµο το m(u), τότε, 
υπάρχει w∈K, τέτοιο ώστε, ο Κ να παράγεται απ� αυτό.  
Να είναι δηλαδή, Κ = },,,{ 1kwTwTwL −K , όπου k = dimK. Πράγµατι, αν θεωρήσουµε 
µία βάση },,,{ k21 eee K  του Κ, τότε, έχουµε ότι, 0Tmei =)( . Ο Κ είναι συνεπώς Τ-αναλ-
λοίωτος. Κατά συνέπεια j

iTe ∈K γιά κάθε τιµή του j. Υπάρχουν συνεπώς, k γραµµικώς 
ανεξάρτητα διανύσµατα της µορφής αυτής, που παράγουν τον Κ. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2. Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό Τ: 3R  → 3R  µε πίνακα ως προς την 
κανονική βάση, τον Α. 
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Παρατηρούµε ότι, AA2 = . Εχουµε, λοιπόν, τον πολυωνυµικό µετα-
σχηµατισµό m(T) = TT2 − , ο οποίος µηδενίζει τον 3R .  
Το m(u) = )( 1uuuu2 −=−  είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του Τ, µιά 
και κανένας από τους παράγοντες u και u−1 δεν παρέχει µετασχη-

µατισµό, που να µηδενίζει ολόκληρο τον χώρο. 
     Υπολογίζουµε τους υπόχωρους 1K = KerT και 2K = Ker(T− 0T ). Γιά τον KerT είναι: 
∀x∈ 1K , xT = 0. 
Αρα και Txxx 321 ),,(  = TexTexTex 332211 ++  = 1x (3,−2,1)+ 2x (2,−1,1)+ 3x (−2,2,0) = 0. 
Οδηγούµεθα, λοιπόν, στο σύστηµα,  
                             0x2x2x3 321 =−+                 
                          0x2xx2 321 =+−−     
                             0xx 21 =+ . 
 
Αν λάβουµε 1x  = − 2x  = 2, 3x  = 1, ο ζητούµενος υπόχωρος είναι ο 1K  = L{(2,−2,1)} µε 
dm 1K  = 1. Γιά τον 2K  έχουµε, ∀x∈ 2K , x(T− 0T ) = xT−x = 0. Η σχέση αυτή δίδει το 
σύστηµα 
                       0x2x2x2 321 =−+         
                     0x2x2x2 321 =+−−        
                        0xxx 321 =−+              
 
Είναι, λοιπόν, 2K  = L{(1,0,1), (1,1,2)} µε dim 2K  =  2. 
Εκφράζουµε τώρα, τον µετασχηµατισµό Τ στην βάση Β = {(2,−2,1), (1,0,1), (1,1,2)} του 

3R . Είναι:  
              (2,−2,1)Τ = Te1Te2Te2 321 +−   
                              = 2(3,−2,1)−2(2,−1,1)+(−2,2,0) = (0,0,0) 
                              =0(2,−2,1)+0(1,0,1)+0(1,1,2). 
(Το γεγονός ότι, (2,−2,1)Τ = 0, το γνωρίζαµε, µιά και το (2,−2,1)∈

1
TKer K ) 

               (1,0,1)T = Te1Te0Te1 321 ++  
                             = (3,−2,1)+(−2,2,0) = (1,0,1) 
Εκφράζουµε το (1,0,1) στην βάση µας: 
                   (1,0,1) = α(2,−2,1)+β(1,0,1)+γ(1,1,2). Φανερά, είναι, α = 0, β = 1, γ = 0. 
Αρα,        (1,0,1)Τ = 0(2,−2,1)+1(1,0,1)+0(1,1,2).  
Τέλος      (1,1,2)Τ = Te2Te1Te1 321 ++  = (3,−2,1)+(2,−1,1)+2(−2,2,0) = (1,1,2). 
Εκφράζουµε, το (1,1,2) στην βάση Β: 
               (1,1,2) = α(2,−2,1)+β(1,0,1)+γ(1,1,2). Φανερά είναι α = 0, β = 0, γ = 1. 
Ο πίνακας Α λοιπόν, του µετασχηµατισµού Τ στη βάση Β, είναι ο πίνακας, 
 

Οι σηµειούµενοι υποπίνακες, είναι οι πίνακες που αντιστοιχούν στους περι-
ορισµούς του µετασχηµατισµού Τ, αντιστοίχως, στους υποχώρους 1K  και 2K  
στην βάση Β του χώρου. 
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3. Θεωρούµε τον 3R  και τον µετασχηµατισµό Τ: 3R  → 3R  µε πίνακα ως 
προς την κανονική βάση, τον Α. 
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Ζητάµε να βρούµε το ελάχιστο πολυώνυµο του Τ ως προς το  
w = (1,0,0). Υπολογίζουµε τα wT = (3,−1,3) = Te3Te1Te3 321 ++  και 

Te3Te1Te3wT 321
2 +−=  = (5,−2,6).  

Οµως, (5,−2,6) = −(1,0,0)+2(3,−1,3)  ή 02 wTwT2wT −= .  
Αρα, το ελάχιστο πολυώνυµο του Τ ως προς w, είναι το 22 1u1u2uuµ )()( −=+−= .  
Ο κυκλικός υπόχωρος που παράγει το w, είναι ο Κ = L{ 0wT ,wT} = L{(1,0,0), (3,−1,3)} µε 
dimK = 2. Παρατηρούµε ότι, ο πίνακας του 21T )( −  είναι ο µηδενικός πίνακας. Ο 21T )( −  
µηδενίζει ολόκληρο τον χώρο 3R . Είναι, λοιπόν, µ(u) = m(u). Το γεγονός αυτό, δεν έρχεται 
σε αντίφαση µε την παρατήρηση 5, µιά και το w δεν παράγει τον 3R . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4. Θεωρούµε τον 4R  και τον µετασχηµατισµό Τ: 4R  → 4R  µε πίνακα ως 
προς την κανονική βάση, τον Α. 
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Εκλέγουµε και τα διανύσµατα, 
1w  = (1,−1,−1,0), 2w  = (0,0,1,0), 3w  = (1,0,−1,−1), 4w  = (0,0,0,1).  

Υπολογίζουµε τους κυκλικούς υποχώρους, που παράγονται απ� τα iw .  
Είναι, 0

1Tw  = (1,−1,−1,0) 
          1

1Tw  = (1,−1,−1,0)T = (1,−2,0,0) 
         2

1Tw  = (1,−2,0,0)T = (1,−3,1,0). Παρατηρούµε ότι, 0
11

2
1 TwTw2Tw −= . Το 1w  πα-

ράγει συνεπώς, έναν κυκλικό υπόχωρο, 1K  = L{ 1w , Tw1 } µε dim 1K  = 2 και ελάχιστο 
πολυώνυµο 22

1 1u1u2uuµ )()( −=+−= . 
Είναι, 0

2Tw  = (0,0,1,0) 
          1

2Tw  = (0,0,1,0)T = (1,0,0,−1) 
          2

2Tw = (1,0,0,−1)T = (3,0,−2,−3). Παρατηρούµε ότι, 0
2

1
2

2
2 Tw2Tw3Tw −= . Το 2w  

παράγει συνεπώς ένα κυκλικό υπόχωρο 2K = L{ 2w , Tw2 } µε dim 2K = 2 και ελάχιστο 
πολυώνυµο ))(()( 2u1u2u3uuµ 2

2 −−=+−= .  
Είναι, 0

3Tw  = (1,0,−1,−1). 
          1

3Tw  = (1,0,−1,−1)T = 2(1,0,−1,−1). Παρατηρούµε ότι, 33 w2Tw = . Το 3w  παράγει   
ένα κυκλικό υπόχωρο 3K = L{ 3w } µε dim 3K = 1 και ελάχιστο πολυώνυµο 2uuµ3 −=)( . 
Είναι, 0

4Tw  = (0,0,0,1) 
          1

4Tw  = (0,−1,1,1) 
         2

4Tw  = (0,−1,1,1)T = (0,−2,2,1). Παρατηρούµε ότι, 44
2

4 wTw2Tw −= . Το 4w  
παράγει συνεπώς έναν κυκλικό υπόχωρο, 4K  = L{w4,w4T} µε dim 4K = 2 και ελάχιστο 
πολυώνυµο 22

4 1u1u2uuµ )()( −=+−= . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ. α) Οι κυκλικοί υπόχωροι 1K , 2K , 3K , και 4K  αποκλείεται να έχουν 
ευθύ άθροισµα τον 4R . ∆εν έχουν λοιπόν, κενή τοµή. 
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                            β) Κανένα από τα ελάχιστα πολυώνυµα iµ  δεν µηδενίζει ολόκληρο τον 
χώρο. 
                           γ) Αν λάβουµε το διάνυσµα 31 www +=  = (2,−1,−1,−1)  
[αντ. 34 www +=  = (1,0,−1,0)] θα έχουµε, 
         0wT  = (2,−1,−2,−1) 
          wT  = (3,−2,−2,−2) 
         2wT  = (5,−3,−3,−4) 
         3wT  = (9,−4,−6,−8) = 4 2wT  −5wT+2w. Υπολογίζουµε, λοιπόν,  
                           )()()( 2u1u2u5u4uuµ 223

w −−=−+−=  = m(u) 
[Αντίστοιχα, γιά το 34 www +=  είναι, 
         0wT  = (1,0,−1,0) 
          wT  = (2,−1,−1,−1) 
         2wT  = (4,−2,−2,−3) 
         3wT  = (8,−3,−5,−7) = 4 2wT  −5wT+2w. Υπολογίζουµε, λοιπόν,  
                          )()()( 2u1u2u5u4uuµ 223

w −−=−+−=  = m(u)] 
                          δ) Το ε.κ.π. αυτών, είναι το )()()( 2u1uum 2 −−= , το οποίο και είναι το 
ελάχιστο πολυώνυµο του 4R , µιά και ο µετασχηµατισµός m(Τ) µηδενίζει τον χώρο. 
Παρατηρούµε ότι, ο βαθµός του ελαχίστου πολυωνύµου είναι < από την διάσταση του 
χώρου. Ο 4R  δεν είναι λοιπόν, το ευθύ άθροισµα των ευρεθέντων κυκλικών υποχώρων. Θα 
πρέπει να υπάρχει ένας ακόµα κυκλικός υπόχωρος, µε διάσταση 1 και µε ελάχιστο 
πολυώνυµο, ή το u−1 ή το u−2. 
 
4. Συνοδεύων πίνακας. Κανονική µορφή πίνακος. Εστω, τώρα, ότι ζητάµε να βρούµε τον 
πίνακα του περιορισµού KT  του Τ επί τον Κ. Προς τούτο, λαβαίνουµε την βάση  

},,,{ 1kwTwTw −K  του Κ, και λαβαίνουµε τις εικόνες των στοιχείων της. Είναι: 
                 1k2100 wT0wT0wT1wT0wTTΤw −++++== K)(  
               1k21021 wT0wT1wT0wT0wTTΤw −++++== K)(  
                     . . .         . . .            . . .               . . .        . . . 
            1k

1k
2

2
1

1
0

0
k1k wTαwTαwTαwTαwTTΤw −

−
− ++++== K)(       (λόγω (1)). 

Ο ζητούµενος πίνακας είναι συνεπώς ο k×k πίνακας, 
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Ο C καλείται συνοδός πίνακας (companion matrix) του µετασχηµατισµού Τ. Στην 
περίπτωση, που ο χώρος µας V = 1K ⊕  . . .  ⊕ rK , ο πίνακας του µετασχηµατισµού Τ, 
εκφρασµένος σε µία βάση, που αποτελείται από τα στοιχεία των βάσεων των iK  λαβαίνει 
την µορφή 
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όπου iC  ο συνοδός πίνακας του iK . Ο C είναι βέβαια όµοιος προς τον πίνακα Α του Τ ως 
προς την αρχική βάση του χώρου. 
 
Ορισµός. Ο πίνακας C καλείται ρητή κανονική µορφή (rational canonical form) ή κανονική 
µορφή Jordan (Jordan canonical form) ή κανονικός πίνακας του Jordan (Jordan canonical 
matrix), και λαβαίνεται ως εκπρόσωπος της ισοδυνάµου τάξεως των οµοίων πινάκων, που 
αντιστοιχούν στον µετασχηµατισµό Τ. 
Τα πολυώνυµα ik

i uf )( εις τα οποία αναλύεται το ελάχιστο πολυώνυµο του µετασχηµατισµού 
Τ, καλούνται αναλλοίωτοι παράγοντες(invariant factors) ως προς Τ. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 7. Επειδή η ανάλυση του V σε ευθύ άθροισµα κυκλικών υπόχωρων είναι 
µοναδική, και κάθε κυκλικός υπόχωρος έχει µοναδικό ελάχιστο πολυώνυµο, έπεται ότι, και 
ο C είναι µοναδικός (βλέπε πόρισµα 7), σελ. 88). Η σειρά βέβαια των iC  δεν είναι καθορι-
σµένη. Συνεπώς, δύο πίνακες (επί του ιδίου σώµατος F) είναι όµοιοι, ανν έχουν την ίδια 
ρητή κανονική µορφή. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 (συνέχεια). Οπως είδαµε το ελάχιστο πολυώνυµο m(u) του Τ είναι το 

)()()( 2u1uum 2 −−= . Στο πολυώνυµο αυτό, αντιστοιχεί κάποιος κυκλικός υπόχωρος wK  
µε dim wK = 3. Ενας τέτοιος υπόχωρος, παράγεται, όπως εύκολα µπορούµε να 
διαπιστώσουµε, και από το e = (1,0,0,0).  
     Το ερώτηµα που τίθεται είναι: Με ποιά µέθοδο µπορούµε να βρούµε ένα διάνυσµα, που 
να παράγει µεγίστης διαστάσεως κυκλικό υπόχωρο του V; Προς τούτο, εκτελούµε τα 
βήµατα: 
 α) Εκλέγουµε µία βάση },,,{ k21 eee K  του χώρου V.  
β) Υπολογίζουµε τα σχετικά ελάχιστα πολυώνυµα iλi2i1 k

�
k

2
k

1i upupupuµ )()()()( K= , ως 
προς τα στοιχεία της εκλεγήσης βάσης.  
γ) Γιά j = 1, . . . ,λ, έστω  κk  ο µεγαλύτερος εκθέτης, που βρίσκεται στο σύνολο  

},,,{ jλj2j1 kkk K  και κw  το διάνυσµα, που έχει σχετικό ελάχιστο πολυώνυµο το κk
κ up )( .  

               Αν π.χ. 111 kk = , τότε, λ11312 k
λ

k
3

k
211 TpTpTpew )()()( K= .  

δ) Το διάνυσµα }λ21 wwww +++= K  έχει σχετικό ελάχιστο πολυώνυµο το  
λ21 k

λ
k

2
k

1w upupupuµ )()()()( K=  και παράγει κυκλικό υπόχωρο µεγίστης διαστάσεως. 
               Στο παράδειγµα 4, έχουµε: 
α) Εκλογή βάσεως, την 1e = (1,−1,−1,0), 2e = (0,0,1,0), 3e = (1,0,−1,−1), 4e  = (0,0,0,1). 
β) Σχετικά ελάχιστα πολυώνυµα, τα 
                      2

1 1uµ )( −= , )2u)(1u(2 −−=µ , )( 2uµ3 −= , 2
4 1uµ )( −=  

γ) Θεωρούµε τα αντίστοιχα σύνολα των εκθετών 
            {2, 0}, {1, 1}, {0, 1} και {2, 0}. Οι µεγαλύτεροι εκθέτες, που βρίσκονται στα σύνολα 
{2, 1, 0, 2} και {0, 1, 1, 0} είναι οι 2 και 1. Εχουµε, λοιπόν το )()( 2u1u 2 −− , που είναι το 
ε.κ.π. των iµ . (Η διαδικασία γ), µας παρέχει ακριβώς το ε.κ.π. των iµ ). 
Στο 21u )( −  αντιστοιχεί το 11 ew = , και στο (u−2) το 33 ew = . 
δ) Το w = 31 ww +  παρέχει µέγιστο κυκλικό υπόχωρο, εδώ, µε διάσταση 3. 
Γιά να έχουµε την έκφραση 4R = wK ⊕ xK , θα πρέπει να βρούµε ένα διάνυσµα x του 
χώρου, το οποίο να παράγει κάποιον µονοδιάστατο υπόχωρο, αναλλοίωτο ως προς Τ. Θα 
πρέπει δηλαδή, να είναι ∀x∈ xK , xT = λx. Εξ� άλλου, επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο του 
περιορισµού του Τ πάνω στον xK  διαιρεί το m(u) και είναι πρωτοβάθµιο, θα είναι, όπως 
παρατηρήσαµε, ή το (u−1) ή το (u−2). Τέλος, το x∉ wK . Εστω, λοιπόν, x = ),,,( 4321 xxxx .  
Είναι, xT = λx, ή  
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                          ),,,(),,,( 43214321 xxxxλ
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απ� όπου λαβαίνουµε το σύστηµα, 
                               0x0x1x1xλ3 4321 =+++− )(  
                                0x1x0xλ1x1 4321 =−+−+ )(  
                                0x1xλx1x1 4321 =+−−  
                               0xλ1x1x1x2 4321 =−+−− )(  
Το οµογενές αυτό σύστηµα, έχει λύση µη µηδενική, ανν η ορίζουσα των συντελεστών των 
αγνώστων είναι ίση µε µηδέν. Είναι, 02λ1λ∆ 3 =−−= )()( .  
Επειδή ο µέγιστος κυκλικός υπόχωρος wK  έχει ελάχιστο το 02u1u 2 =−− )()( , τo u−1 
πρέπει να αντιστοιχεί στο διάνυσµα, που θα µου δίδει τον xK . Πράγµατι, γιά λ = 1, το προ-
κύπτον σύστηµα έχει λύση την κ(0,1,−1,0). Είναι, λοιπόν, xK = L{(0,1,−1,0)}. 
Η ρητή κανονική µορφή του πίνακα Α είναι, λοιπόν, η  
 
 
 
 
 
 
 
 
5. Κλασσική µορφή. Αν τώρα, στο σώµα F[u], το wµ  αναλύεται και αυτό σε πρώτους 
παράγοντες  n21w µµµuµ K=)(  όπου ik

ii pµ = , είναι πρώτα προς άλληλα, τότε, ο συνοδός 
πίνακας που αντιστοιχεί στον µετασχηµατισµό )( K i

Tµi , λαβαίνει µιά ακόµα πιό απλή 
έκφραση. Γιά να την βρούµε αυτήν, ας υποθέσουµε ότι,  
                                            0

2q
2q

1q
1q

q
i αuαuαuup −−−−= −

−
−

− K)( , 
οπότε ο βαθµός του πολυωνύµου )(uµ i  είναι, qk i  Θεωρούµε τα διανύσµατα:  
                     1k

i1
iTxpe −= )( ,   TTxpe 1k

i2
i−= )( ,     . . . ,   1q1k

iq TTxpe i −−= )(    

                    2k
i1q

iTxpe −
+ = )( ,  TTxpe 2k

i2q
i−

+ = )( ,   . . .  , 1q2k
iq2 TTxpe i −−= )(  

                        . . .                      . . .                     . . .           . . .  
                     xe 1q1ki

=+− )( ,        xTe 2q1ki
=+− )( ,          . . .  ,  1q

qk xTe
i

−=  . 
Τα διανύσµατα αυτά e, που είναι της µορφής eφ(Τ), όπου φ(u) πολυώνυµο βαθµού < kiq, θα 
τα χρησιµοποιήσουµε ως βάση γιά τον iK . Πράγµατι, αυτά είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και 
παράγουν τον χώρο, µιά και: α) ∆εν υπάρχουν δύο οµοιόβαθµα φ(u), άρα δεν έχουµε 
συγγραµµικά e. β) Αν είχαµε κάποια µη µηδενική γραµµική έκφραση ανάµεσα στα e, τότε 
θα είχαµε και πολυώνυµο φ(u) βαθµού < kiq, τέτοιο ώστε eφ(Τ) = 0, πράγµα, που αντίκειται 
στο γεγονός ότι ο βαθµός kiq είναι ο ελάχιστος, γιά τον οποίο, έχουµε eµ(Τ) = 0. γ) Τέλος, το 
πλήθος αυτών, είναι kiq, δηλαδή, όση ακριβώς η διάσταση του χώρου.  
     Γιά να βρούµε την µορφή του πίνακα Α στην βάση αυτή, παρατηρούµε ότι, 
                21 eTe =  
                32 eTe =  
              . . .       . . .  
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              q1q eTe =−  

                q1k
iq TTxpe i −= )( = )}({)( TpTTxp i

q1k
i

i −−   

                                        = }{)( 1q
1q

1
1

0
0

1k
i TαΤαTαTxp i −

−
− +++ K  

                                        = q1q2110 eαeαeα −+++ K  
             2q1q eTe ++ =   
              3q2q eTe ++ =  
              . . .       . . .  
              q21q2 eTe =−  

                q2k
iq2 TTxpe i −= )( = 1k

ii
q2k

i
ii TxpTpTTxp −− +− )()}({)(   

                                        = 1q21q2q11q0 eeαeαeα ++++ −++ K  
               . . .       . . .  
            2q1k1q1k ii

eTe +−+− = )()(  
             . . .        . . .           
            qk1qq1k ii

eTe =−+− )(  
                     1q2k1q1k0qk1q2q1k11q1k0qk iiiiii

eeαeαeαeαe +−+−−+−+− +++++= )()()()( L   
Αρα, ο πίνακας Α λαβαίνει την µορφή 
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όπου )( iµC  ο συνοδός πίνακας του ik

ii pµ =  και Μ ένας k×k πίνακας, που έχει στην κάτω 
αριστερή γωνία το 1 και όλα τ� άλλα στοιχεία του ίσα µε µηδέν. 
Προσοχή ! Την προηγούµενη κλασσική µορφή, την γράφουν και ως εξής, (εφ� όσον 
λαβαίνουν ως εικόνα του x το Τ(x)): 
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όπου tC  ο ανάστροφος πίνακας του C, και ο Ν ένας k×k πίνακας, που έχει στην άνω δεξιά 
γωνία το 1 και όλα τ� άλλα στοιχεία του ίσα µε µηδέν. 
 
Ορισµός. Η παραπάνω µορφή, καλείται κλασσική µορφή. Τα πολυώνυµα ik

ii pµ =  κα-
λούνται στοιχειώδεις διαιρέτες (elementary divisors) του m(u). 
 
Ιδιαίτερα απλή µορφή λαβαίνει ο πίνακας )( iµC , όταν βρισκόµαστε σε ένα σώµα F 
αλγεβρικά κλειστό. Στην περίπτωση αυτή, οι στοιχειώδεις διαιρέτες είναι πρωτοβάθµια 
πολυώνυµα, οπότε, αν π.χ. kλxµ )( −= , είναι και, 
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Ο Πίνακας C(µ) είναι ένας k×k πίνακας, που καλείται και 
πίνακας του Jordan. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5. Εστω F = Q το σώµα των ρητών 
αριθµών. Το ελάχιστο πολυώνυµο m(u) ενός µετασχη-
µατισµού, έστω ότι είναι το 21µµum =)(  όπου  

3
1 1uµ )( −=  και 22

2 2uµ )( −= . Ο πίνακας του µετασχηµα-
τισµού, είναι ένας 7×7 πίνακας, µιά και η τάξη του είναι ίση µε το άθροισµα των βαθµών 
των πολυωνύµων 1µ  και 2µ . Γιά να βρούµε πρώτα την ρητή µορφή του πίνακα, γράφουµε,  
                   1u3u3uµ 23

1 −+−=  και   4u0u4u0uµ 234
2 ++++= . 

Είναι, τότε,  
                    
 
Κάθε ένας από τους σηµειουµένους υποπί-
νακες, λαβαίνει την ισοδύναµο µορφή: 

 
 
 
και 
 

 
  
  
  
                                                  αντιστοίχως,  
 
  
Η κλασσική µορφή του πίνακα είναι συνεπώς, η: 
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Αν αντί του σώµατος Q είχαµε το σώµα F, τότε, κάθε παράγων 2u2 −  αναλύεται σε 
γινόµενο πρώτοβαθµίων παραγόντων, ))(( 2u2u2u2 +−=− . Είναι, τότε,  

223 2u2u1uum )()()()( +−−=  και ο προηγούµε-
νος πίνακας, λαβαίνει την ισοδύναµο µορφή, που 
εµφανίζεται δίπλα.  
Κάθε ένας από τους σηµειούµενους υποπίνακες, είναι 
ο πίνακας του Jordan, που αντιστοιχεί στους στοι-
χειώδεις διαιρέτες 
           3

1 1uµ )( −= ,    2
2 2uuµ )()( −=   

και      2
3 2uuµ )()( +=  
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Στην περίπτωση, λοιπόν, που γνωρίζουµε τους αναλλοίωτους παράγοντες, είναι εύκολη η 
αναγραφή της κανονικής ρητής µορφής και αν αναλύσουµε κάθε ένα αναλλοίωτο παράγοντα 
σε στοιχειώδεις διαιρέτες, της κλασσικής µορφής του πίνακα. Παρατηρούµε ότι, η κλασσική 
µορφή, την οποία θα λάβει ο πίνακας, εξαρτάται από το σώµα F µέσα στο οποίο 
δουλεύουµε, ενώ η ρητή µορφή αυτού, όχι. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 8. Οι στοιχειώδεις διαιρέτες, προσδιορίζουν µονοσήµαντα τους 
αναλοίωτους παράγοντες. Ετσι, αν κάποιος πίνακας έχει στοιχειώδεις διαιρέτες τους 

32 2u )( + , )( 2u2 + , 31u )( + , 21u )( + , και (u+1), τότε, έχει αναλλοίωτους παράγοντες τους   
µ1 = 332 1u2u )()( ++ , µ2 = 22 1u2u ))(( ++ , µ3 = (u+1). 
 
6. Χαρακτηριστικό πολυώνυµο. Θεώρηµα των Cayley-Hamilton. Ιδιοδιάνυσµα ή χαρα-
κτηριστικό διάνυσµα (eigenvector, characteristic vector) του µετασχηµατισµού Τ∈L(V) 
καλείται κάθε µη µηδενικό διάνυσµα x∈V, που παράγει Τ-αναλλοίωτο µονοδιάστατο 
υπόχωρο του V. Το x είναι λοιπόν ιδιοδυάνυσµα του Τ, ανν α) x ≠ 0 και β) xT = λx, λ∈F. Το 
λ καλείται ιδιοτιµή ή χαρακτηριστική ρίζα ή χαρακτηριστικός αριθµός του µεταχηµατισµού 
Τ. Λέµε ότι, το x αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ. Ο υπόχωρος που παράγεται από το 
ιδιοδυάνυσµα x, γιά την ιδιοτιµή λ, καλείται και ιδιόχωρος  V(λ) της λ.  
Είναι, V(λ) = Ker(T−λ 0T ). Πράγµατι, x∈V(λ), ανν xT = λx, ή x(T−λ 0T ) = 0. Είναι, βέβαια, 
dimKer(T−λ 0T ) ≥ 1. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6. α) Η προβολή p: 2R  → R , που ορίζεται από τις σχέσεις 

και µε πίνακα 







=

00
01

A έχει τα µη µηδενικά διανύσµατα 1e  και 2e  ως 

χαρακτηριστικά, µε αντίστοιχες ιδιοτιµές, λ = 1 και λ = 0. 
                           β) Εστω ο Τ: 3R  → 3R , που ορίζεται από την σχέση  

),,(),,( 321321 x2x2xTxxx = . Κάθε διάνυσµα της µορφής (x,0,0), x ≠ 0, είναι χαρακτηρι-
στικό διάνυσµα, µε ιδιοτιµή λ = 1. Επίσης, κάθε διάνυσµα ),,( 32 xx0  µε 2x , 3x  όχι αµφό-
τερα µηδέν, είναι χαρακτηριστικό διάνυσµα µε ιδιοτιµή λ = 2. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 7. Γιά διαφορετικές ιδιοτιµές λ, οι λαµβανόµενοι ιδιόχωροι V(λ) έχουν τοµή τον 
{0}. 
Απόδειξη. Κατ� αρχήν παρατηρούµε ότι, επειδή 0Τ = 0 = λ0 γιά κάθε λ, 0∈V(λ). 
α) Το λ δεν είναι ιδιοτιµή. Τότε, δεν υπάρχει άλλο διάνυσµα εκτός από το 0, που να πληροί 
την σχέση xT = λx. Αρα, στην περίπτωση αυτή, V(λ) = {0}. β) Το λ είναι ιδιοτιµή. Τότε, γιά 
τα x, y∈V(λ) είναι και (αx+βy)T = αxT+βxT = λ(αx+βy)Τ∈V(λ) και συνεπώς, ο V(λ) 
υπόχωρος. γ) Εστω τα x∈V( 1λ ) και y∈ V( 2λ ) µε 21 λλ ≠ . Αν z ένα στοιχείο της τοµής των 
δύο αυτών ιδιόχωρων, τότε αφ� ενός zT = 1λ z και αφ� εταίρου, zT = 2λ z.  
Αρα και, 1λ z− 2λ z = ( 1λ − 2λ )z = 0. Αν λοιπόν το z ≠ 0, τότε, αναγκαστικά, 21 λλ = , άτοπο. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ. Ο υπόχωρος L{x}, που παράγεται από κάποιο ιδιοδυάνυσµα x του µε-
τασχηµατισµού Τ, είναι Τ-αναλλοίωτος υπόχωρος. 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Να ευρεθούν όλα τα ιδιοδυανύσµατα του Τ∈L(V). 
Λύση. Η σχέση xT = λx γράφεται ισοδύναµα, x(A−λΙ) = 0, όπου Α ο πίνακας του 
µετασχηµατισµού Τ σε κάποια βάση του χώρου. και Ι είναι ο µοναδιαίος πίνακας, που αντι-
στοιχεί στον ταυτοτικό µετασχηµατισµό 0Τ . Η σχέση αυτή, είναι µε την σειρά της, ισο-
δύναµος προς το σύστηµα 0xλδα jijij =− )( . Το σύστηµα αυτό, είναι οµογενές γραµµικό. 
Εχει συνεπώς µη µηδενική λύση x, ανν η 0λδαdet ijij =− )( . Η ορίζουσα αυτή, καλείται 

211 e0e1pe +=  

212 e0e0pe +=
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χαρακτηριστική ορίζουσα, και είναι, βέβαια, ένα πολυώνυµο του λ, που κι αυτό καλείται 
χαρακτηριστικό πολυώνυµο φ(λ). Η εξίσωση φ(λ) = 0, καλείται χαρακτηριστική εξίσωση 
του πίνακα Α του µετασχηµατισµού Τ. Οι ρίζες του πολυωνύµου αυτού, είναι οι ιδιοτιµές ή 
οι χαρακτηριστικές ρίζες, του µετασχηµατισµού Τ. Το πολυώνυµο αυτό, έχει την µορφή, 
                    n

n
1n

1n2n
2

1n
1

n p1λp1λpλpλλφ )()()( −+−+++−= −
−−− L                   (1). 

όπου: ∑
=

=
n

1i
ii1 αp , το ίχνος (trace) του πίνακα Α (το άθροισµα των διαγωνίων στοιχείων 

του), ∑
<

=
ji jjji

ijii
2 αα

αα
p  το άθροισµα, όλων των δευτέρας τάξεως οριζουσών  του πίνακα Α, 

p3 = ∑
<<

=
kji

kkkjki

jkjjji

ikijii

3

ααα
ααα
ααα

p  το άθροισµα όλων των τρίτης τάξεως οριζουσών του πίνακα 

Α, κ.ο.κ, np = det(Α). 
 
Σηµείωση. Σε κάθε χαρακτηριστική ορίζουσα, αντιστοιχεί ένα χαρακτηριστικό πολυώνυµο 
φ(λ). Αντίστροφα, αν µου δίδεται κάποιο πολυώνυµο, µπορούµε αµέσως να γράφουµε την 
ορίζουσα, της οποίας αυτό είναι χαρακτηριστικό. Προς τούτο Γράφουµε το (1) ως εξής: 
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Ο πίνακας Ρ, που έχει την προηγούµενη ορίζουσα ως χαρακτηριστική ορίζουσα, είναι όµοιος 
του πίνακα Α του µετασχηµατισµού, που έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο το φ(λ), µιά και 
όπως θα δούµε αµέσως παρακάτω, η τάξη ισοδυναµίας των οµοίων πινάκων, έχει το ίδιο 
χαρακτηριστικό πολυώνυµο. Ο πίνακας αυτός Ρ, είναι ο                                                         

 
Ο πίνακας  
αυτός καλείται,  
πίνακας του 
Frobenius.        
 

 
Είναι, βέβαια, P = AQQ 1− . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7. Γιά το πολυώνυµο φ(λ) = 20λ56λ40λ4λλφ 234 −−−−=)(  είναι, 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8. Γιά τον µετασχηµατισµό Τ, που ορίζεται από την σχέση: 
)xx,,xx,x(T)x,,x,x( n01n20110n21 λλλ ++= −KK , υπολογίζουµε τον πίνακά του Α, 

στην κανονική βάση, βρίσκοντας τις εικόνες της βάσεως εκφρασµένες στην βάση αυτή. 
Είναι,  

     Ο Α είναι ένας πίνακας του Jordan. 
Εχει φ(λ) = det(A−λΙ) = n

0
n λλ1 )()( −− . 

 
 
 
 
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9. Εστω ο Τ: 2R  → 2R , µε )xx,x2x(T)x,x( 212121 ++= . Ο πίνακας του 

Τ στην κανονική βάση, είναι ο 
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άρα και 1λ2λλφ 2 −−=)( . Εχουµε ιδιοτιµές 21λ1 += , 21λ2 −= . Στην 1λ  αντιστοιχεί 

το ιδιοδυάνυσµα ),( 21 xx , µε ),(),( 21121 xxλ
12
11

xx =



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


. Η ισότης αυτή, µας παρέχει το 

σύστηµα, 0x2xλ1 211 =+− )(  και 0xλ1x 211 =−+ )( . Το οµογενές αυτό σύστηµα, γιά την 

ευρεθείσα τιµή του 21λ1 +=  γίνεται, 0x2x2 21 =+−  και 0x2x 21 =− , και έχει 

µονοπαραµετρική λύση την ),(),( 02κxx 21 = .  
Ο ιδιόχωρος που παράγεται είναι ο V( 1λ ) = L{( 2 , 0)}. Με τον ίδιο τρόπο, υπολογίζουµε 

ένα δεύτερο ιδιοδιάνυσµα, γιά την τιµή 21λ2 −= , το (0, − 2 ).  
Είναι, λοιπόν, V( 2λ ) = L{(0, − 2 )}. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 9. Εφ� όσον το σώµα F του χώρου V είναι αλγεβρικώς κλειστό, το φ(λ) έχει 
πάντα λύση µέσα σ� αυτό. Κάθε µετασχηµατισµός Τ∈L(V), έχει συνεπώς, ένα τουλάχιστον 
ιδιοδυάνυσµα. Ιδιαίτερα, αν Τ∈L( 3R ), ο Τ έχει µία τουλάχιστον πραγµατική ιδιοτιµή λ. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 8. Τα χαρακτηριστικά διανύσµατα, που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές 
ενός µετασχηµατισµού Τ, αποτελούν γραµµικώς ανεξάρτητο σύνολο. 
Απόδειξη. Εστω ότι οι ιδιοτιµές jλ  (j = 1, . . . , n), είναι νµ λλ ≠  όταν είναι, µ ≠ ν. Ας  υπο-
θέσουµε, τώρα, ότι τα ιδιοδιανύσµατα jx , που αντιστοιχούν στις jλ , αποτελούν σύνολο 

γραµµικά εξαρτηµένο. Είναι, τότε, 0xα
n

1j
jj =∑

=

,  (1) µε 0α
n

1j
j ≠∑

=

|| . Ιδιαίτερα, έστω 0α n ≠ . 

Από την (1) έχουµε, τώρα, ότι και 0xαλ
n

1j
jj1 =∑

=

   (2), ως επίσης και,  0Txα
n

1j
jj =∑

=

 ή 

                                                       0xαλ
n

1j
jjj =∑

=

   (3). Αφαιρούµε από την (2) την (3) και 

λαβαίνουµε την             0xαλλ
n

2j
jjj1 =−∑

=

)(   (4).     Λαβαίνουµε, τώρα την εικόνα της (4) 
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διά της Τ, που είναι η 0x)(Tx)(
n

2j
jjjj1

n

2j
jjj1 =−=− ∑∑

==

λαλλαλλ  και την αφαιρούµε από την 

σχέση που προκύπτει, αν πολλαπλασιάσουµε την (4) επί λ2, που είναι η  

0xαλλλ
n

2j
jj2j1 =−∑

=

)( . Ετσι, προκύπτει η 0xλλλλ
n

3j
jj2j1 =−−∑

=

))(( . Εργαζόµενη µε τον 

ίδιο τρόπο, λαβαίνουµε τελικά την σχέση, 0xλλλλλλα nn1nn2n1n =−−− − )())(( L . 
Οµως, όλες οι διαφορές, όπως και το 0α n ≠ . Αρα, 0xn = . Ατοπον. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 9. Η τάξη ισοδυναµίας των οµοίων πινάκων του µετασχηµατισµού Τ, έχει το 
ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο. 
Απόδειξη. Εστω Α ο πίνακας του Τ, και Β = APP 1−  ένας όµοιος προς αυτόν πίνακας. Ισχύει 
τότε ότι, det( APP 1− ) = det 1P− detAdetP = detA. Η ορίζουσα συνεπώς, του πίνακα Α, δεν 
αλλάζει, όταν εκφράζουµε τον πίνακα Α σε µία άλλη βάση του χώρου. Το ίδιο ισχύει και γιά 
την ορίζουσα του πίνακα Α−λΙ. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ. Οι συντελεστές του πολυωνύµου φ(λ) παραµένουν αναλλοίωτοι ως προς τις 
αλλαγές της βάσεως του χώρου. Ιδιαιτέρως, αναλλοίωτοι είναι οι συντελεστές  

                         ∑
=

=
n

1i
ii1 αp =  tr(A) [το ίχνος  του Α] και np = detA. 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 10. Αν V = 21 VV ⊕  όπου οι 21 V,V  είναι Τ-αναλλοίωτοι υπόχωροι το V, τότε  

)()()( λφλφλφ 21= , όπου 1φ  και 2φ  τα χαρακτηριστικά πολυώνυµα του περιορισµού του Τ 
επί των 21 V,V  αντίστοιχα. 
Απόδειξη. Εκλέγουµε εκείνη την βάση του χώρου V, στην οποία ο πίνακας Α του µετα-

σχηµατισµού Τ λαβαίνει την µορφή 







=

22

11

A0
0A

A όπου 11Α  και 22Α  οι πίνακες των 

αντίστοιχων περιορισµών του Τ. Είναι, 







−

−
=−

ΙλA0
0ΙλA

ΙλA
22

11   

και det(A−λΙ) = det( 11Α −λΙ)det( 22Α −λΙ). 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του µετασχηµατισµού KT , KT  ο περιορισµός 
του Τ πάνω σε κάποιον Τ-αναλλοίωτο υπόχωρό του Κ, είναι διαιρέτης του χαρακτηριστικού 
πολυωνύµου του Τ. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 10. Αν στην ιδιοτιµή λ αντιστοιχούν τα k γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδι-
ανύσµατα je , τότε, αυτά παράγουν τον ιδιόχωρο V(λ), που είναι Τ-αναλλοίωτος υπόχωρος 
του V. Ο περιορισµός του Τ επί του V(λ) πληροί την σχέση xT = λx, ∀x∈V(λ). 

Απόδειξη. Πράγµατι, γιά το x∈V(λ), ∑
=

=
k

1j
jjeαx  άρα και  

                             )V(λxλeαλeλαTeαxT j

k

1j
jj

k

1j
j

k

1j
jj ∈==== ∑∑∑

===

. 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ των Cayley-Hamilton. Κάθε τετραγωνικός πίνακας Α, πληροί την χαρακτη-
ριστική του εξίσωση. 
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Απόδειξη. Θεωρούµε τους πίνακες Α−λΙ και Β = adj(A−λΙ). Κάθε στοιχείο του Α−λΙ είτε 
περιέχει το 0λ , (αν δεν είναι διαγώνιο στοιχείο), είτε περιέχει το 1λ  (αν είναι διαγώνιο 
στοιχείο). Αρα, κάθε στοιχείο του πίνακα Β, περιέχει το λ, το πολύ εις την n−1 δύναµη. Ενα 
τυπικό στοιχείο του Β, είναι, λοιπόν, το   1n

1n
1

10ij λβλβββ −
−+++= L  όπου οι συντελεστές 

β αυτού, είναι πολυωνυµικές συναρτήσεις των 2n  στοιχείων του πίνακα Α. Τον πίνακα Β, 
µπορούµε συνεπώς να τον γράψουµε στην µορφή  1n

1n
1

10 λBλBBB −
−+++= L . 

Ας υπολογίσουµε τους πίνακες 1n10 BBB −,,, L . Προς τούτο, χρησιµοποιούµε την ταυτό-
τητα det 1A −  = (detadjA)(det nA ) (τύπος του Cauchy, σελ. 35), που την γράφουµε,  
ΑadjA = (detA)I. Αν ως Α λάβουµε τον Α−λΙ, η ταυτότητα αυτή µας παρέχει την  
(Α−λΙ)Β = det(Α−λΙ)Ι = φ(λ)Ι.  Αναλυτικά, έχουµε ότι,  

                            ∑
−

=

=−
1n

0j

j
j ΙλφλBIλA )()(  

                 ή      AB0+∑
=

−−
n

1j

j
1jj λBAB )( −∑

=

n

1j

j
j Iλα − Ια 0     µε 0Βn =  

                ή      (Α 0Β − Ια 0 )+∑
=

− =−−
n

1j

j
j1jj 0λIαBAB )(   µε 0Βn = . 

 
Η σχέση αυτή, ισχύει γιά κάθε τιµή του λ. Αρα έχουµε τις ισότητες, 
                                    Α 0Β  = Ια 0       ή         Α 0Β  = 0

0Αα  
                              ΙαΒΑΒ 101 =−       ή         ΑαΑΒΒΑ 101

2 =−   
                              ΙαΒΑΒ 212 =−       ή        2

21
2

2
3 ΑαΒΑΒΑ =−  

                                       . . .       . . .      . . .      . . .        . . . 
                                    − IαΒ 01n =−        ή          − 1n

nΒA −  = n
nΑα  

Προσθέταουµε τις παραπάνω ισότητες κατά µέλη, και λαβαίνουµε την εξίσωση, φ(Α) = 0. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ. α) Κάθε γραµµικός µετασχηµατισµός Τ, πληροί το χαρακτηριστικό πολυώ-
νυµό του.      
                          β) Ο µετασχηµατισµός φ(Τ) µηδενίζει τον χώρο.         
                          γ) Το ελάχιστο πολυώνυµο m(u) διαιρεί το φ(λ).          
                          δ) Στην περίπτωση, που το σώµα F είναι αλγεβρικά κλειστό, το m(u) και το 
φ(λ) έχουν τις ίδιες ρίζες.          
                          ε) Ολες οι χαρακτηριστικές ρίζες του Τ κείνται εν F, ανν όλες οι ρίζες του 
ελαχίστου πολυωνύµου κείνται εν F. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 10. Εστω ότι στην κανονική βάση του 3R  ο µετασχηµατισµός Τ έχει πίνα-
κα  

 Το φ(λ) του µετασχηµατισµού, είναι το  
               22λ1λλφ ))(()( −−= .  
Το m(u) του µετασχηµατισµού είναι ή το ±φ(λ), ή το ±(λ−1)(λ−2). 
Γιά να βρούµε πιό απ� τα δύο είναι, ξεκινάµε από το απλούστερο, 
που είναι το (λ−1)(λ−2), σχηµατίζουµε τον αντίστοιχο πολυωνυ-

µικό µετασχηµατισµό ))(( 2Τ1Τ −− , και ελέγχουµε αν ο µετασχηµατισµός αυτός, µηδενίζει 
τον χώρο µας. Είναι, 0I2T3Tx 2 =+− )( . Αρα, m(u) = ))(()( 2u1u2u3uum 2 −−=+−= . 
Παρατηρούµε ότι, deg(m(u)) = 2, ενώ η διάσταση του χώρου είναι 3. Ο χώρος λοιπόν, 
γράφεται ως ευθύ άθροισµα δύο κυκλικών υπόχωρων, ενός µε διάσταση 2 και µε µ(u) το 
m(u), και ενός µε διάσταση ένα και µε µ(u) το (u−2). Τα δύο αυτά ελάχιστα πολυώνυµα, 


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είναι και οι αναλλοίωτοι παράγοντες του Τ. Μπορούµε λοιπόν στον Τ, να αντιστοιχίσουµε 
τον πίνακα, 

 
που είναι η ρητή κανονική µορφή του πίνακα Α  
του µετασχηµατισµού Τ. 
 
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 11. Εστω Τ∈L( 2R ). Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του µετασχηµατισµού 
αυτού, θα είναι της µορφής φ(λ) = (λ− 1ρ )(λ− 2ρ ) αν 21 ρρ ≠ , είτε φ(λ) = 2)( ρλ −  αν 

ρρρ == 21 , είτε, τέλος, φ(λ) = 01
2 αλαλ ++ , στην περίπτωση, που δεν έχει πραγµατικές 

ρίζες. Σε κάθε περίπτωση, πρέπει να έχουµε m(u) | φ(λ). 
     Στην πρώτη περίπτωση, είναι m(u) = ±φ(λ) και ο χώρος αναλύεται σε ευθύ άθροισµα δύο 
κυκλικών υπόχωρων 1K  = Ker 1Τ  και 2K  = Ker 2Τ , όπου 1Τ  και 2Τ  οι αντίστοιχει περι-
ορισµοί του Τ επί των 1K  και 2K . Κάθε ένας από τους χώρους Κ, έχει µ(u) το (λ− 1ρ ) και 
(λ− 2ρ ) αντίστοιχα.  
Ο πίνακας του Τ, είναι ισοδύναµος του 
                                               
         Στην δεύτερη περίπτωση. Εδώ, το m(u) είναι δυνατόν να είναι είτε το (λ−ρ), είτε το  

2)( ρλ − . Αντίστοιχα, έχουµε τους ισοδύναµους του Α πίνακες. 
 

                                 
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     Στην τελευταία περίπτωση, m(u) = ±φ(λ) και έχουµε ισοδύναµο 
πίνακα του µετασχηµατισµού, τον πίνακα της ρητής κανονικής 
µορφής του, που αναγράφεται παραπλεύρως. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 12. Εστω ο Τ∈L( 3R ), µε πίνακα Α τον δίπλα. 
Είναι, φ(λ) = )1()2( 2 +− λλ . Επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο έχει τις 
ίδιες ρίζες µε το χαρακτηριστικό, είτε m(u) = ±φ(λ), είτε  
m(u) = ±(λ−2)(λ+1). Αντίστοιχα, ο πίνακας Α είναι ισοδύναµος προς 
τον 
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Υπολογίζουµε, τώρα, ότι (Α−2Ι)(Α+Ι) ≠ 0. Αρα, m(u) = ±φ(λ). 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 13. Εστω ο πίνακας: 
Ο πίνακας Α έχει δύο Jordan υποπί- 
νακες. Ο µετασχηµατισµός Τ∈L( 4R ),   
που αντιστοιχεί στον πίνακα Α, έχει 
δύο αναλλοίωτους υπόχωρους µε δι- 
άσταση 2. Είναι, φ(λ) = 4)2( −λ  και 
m(u) = 2)2u( − . Αναλοίωτοι παράγοντες του µετασχηµατισµού είναι οι 2)2u( − ,  

2)2u( − , και στοιχειώδης διαιρέτης αυτού, ο (u−2). 
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7. ∆ιαγωνοποίηση - Τριγωνοποίηση. Ενας πίνακας Μ λέγεται διαγωνίσιµος, (αντ. τριγωνί-
σιµος), ανν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας Ρ, έτσι ώστε, ο MPP 1−  να είναι διαγώνιος (αντ. 
τριγωνικός) πίνακας. Ο µετασχηµατισµός Τ∈L(V), λέγεται διαγωνίσιµος, (αντ. τριγωνίσι-
µος), ανν υπάρχει βάση του V τέτοια ώστα, ο πίνακας που αντιστοιχεί σ� αυτήν, να είναι 
διαγώνιος (αντ. τριγωνικός). 
     Σε ότι ακολουθεί, θα υποθέτουµε το σώµα F του διανυσµατικού χώρου V είναι αλγεβρικά 
κλειστό. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 11. Ο πίνακας Α του µετασχηµατισµού Τ είναι διαγώνιος, ανν υπάρχει βάση του 
V, που να αποτελείται από ιδιοδυανύσµατα του Τ. 
Απόδειξη. α) Εστω ότι η βάση }e,,e,e{ n21 K  του V αποτελείται από ιδιοδυανύσµατα του 
Τ. Ισχύει τότε, η iiii eTe λ=  γιά όλα τα i = 1, . . . , n. Ο πίνακας συνεπώς, που αντιστοιχεί 
στον µετασχηµατισµό Τ, εκφρασµένος στην βάση αυτή, είναι διαγώνιος, µε διαγώνια στοι-
χεία τις ιδιοτιµές iλ . β) Αντίστροφα, αν στον µετασχηµατισµό Τ αντιστοιχεί ο πίνακας  

),,,(D n21 λλλ K , τότε φανερά, τα ie  είναι ιδιοδυανύσµατα του Τ. 
 
Ορισµός. Φάσµα (spectrum) του µετασχηµατισµού Τ καλείται το σύστηµα των k διαφο-
ρετικών ιδιοτιµών iλ  του Τ. Το φάσµα του Τ µαζί µε τους αναλλοίωτους ιδιόχωρους V( iλ ) 
αποτελούν τα φασµατικά δεδοµένα (spectral data) του Τ. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 10. Οπως είδαµε, η τάξη ισοδυναµίας των οµοίων προς τον Α πινάκων, έχει 
το ίδιο χαρακτηρηστικό πολυώνυµο (πρόταση 9, σελ. 99). ∆εν ισχύει όµως πάντοτε το 
αντίστροφο. ∆ηλαδή, είναι δυνατόν, το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο, να το έχουν και 
πίνακες, που δεν είναι όµοιοι. Γιά παράδειγµα, θεωρούµε τους πίνακες 

                                    Α = 
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. 

Οι πίνακες αυτοί έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο φ(λ) = 2)1( λ−  όµως δεν είναι 
όµοιοι µιά και η σχέση οµοιότητας Β = APP 1−  δίδει την Β = Ι, πράγµα άτοπον. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 11. Αν όλες οι ρίζες του φ(λ) είναι απλές, τότε είναι και διαφορετικές. Οι n 
διαφορετικές αυτές ρίζες του φ(λ), παρέχουν n διαφορετικά ιδιοδιανύσµατα, που παράγουν 
τους µονοδιάστατους ιδιόχωρους V( iλ ) µε ευθύ άθροισµα τον V. Μπορούν συνεπώς, να 
χρησιµοποιηθούν ως βάση του V (βλέπε πρόταση 7, σελ. 97). Ο πίνακας στην περίπτωση 
αυτή διαγωνίζεται, µε διαγώνια στοιχεία τα iλ . 
 Ερχόµαστε, τώρα, στην περίπτωση, που έχουµε και πολλαπλές ρίζες. Παρατηρούµε ότι, ο 
ιδιόχωρος V( iλ ) = Ker(T− iλ Ι). Γιά να µπορεί λοιπόν ο V να γραφεί ως ευθύ άθροισµα των 
V( iλ ), πρέπει και αρκεί, dimV( iλ ) = πολλαπλότητα της ιδιοτιµής iλ . 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ. Ο KT  είναι διαγωνίσιµος ανν η σχέση 0)IT(x k =λ− , συνεπάγεται την  
x(T−λΙ) = 0, ∀x∈V. 
Απόδειξη. Είναι Κ = Ker(T−λΙ) = k)IT(Ker λ− . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 14. Εστω ότι ο πίνακας του µετασχηµατισµού Τ∈L( 3R ) (ως προς την 
κανονική βάση του χώρου), είναι ο  
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Το ελάχιστο πολυώνυµο του Τ είναι το m(u) = (u−2)(u+4), µιά και ένας µικρός λογαριασµός 
δίδει (Α−2Ι)(Α+4Ι) = 0. Ο πίνακας συνεπώς Α χωρίζεται σε δύο υποπίνακες 1Α  και 2Α , που 
κάθε ένας απ� αυτούς, δίδει τον περιορισµό του Τ στους υπόχωρους 1Κ  και 2Κ , όπου  

1Κ  = Ker(T−2I) = 2)I2T(Ker −  και 2Κ  = (Τ+4Ι). Παρατηρούµε ότι, dim 1Κ +dim 2Κ  = 3. O 
T είναι διαγωνίσιµος, και τα διαγώνια στοιχεία του, είναι οι ιδιοτιµές του Τ. Ο Α είναι, 
λοιπόν, όµοιος προς τον D(2,2,−4).  
     Γιά να βρούµε τους ιδιόχωρους 1Κ  και 2Κ , βρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα που τους 
παράγουν. Γιά τον 1Κ  είναι: 
 

                   ),,(
133

313
002

),,( 321321 ξξξλξξξ =
















−
−− ,   µε λ = 2     (1). 

 
Οδηγούµεθα συνεπώς στο σύστηµα:     1321 2332 ξ=ξ+ξ−ξ  

                                                                                        232 23 ξ=ξ+ξ−     
                                                                 331 232 ξ=ξ+ξ  
που είναι διπαραµετρικό, και έχει λύση την )1,1,0()0,0,1( 21 ξ+ξ .  
Αρα, 1Κ  = L{(1,0,0), (0,1,1)}. Γιά τον 2Κ  σχηµατίζουµε την (1) µε λ = −4 και το σύστηµα 
στο οποίο οδηγούµεθα, είναι µονοπαραµετρικό, και έχει λύση την )1,1,1(1 −ξ .  
Αρα, 2Κ  = L{(1,1,−1)}. Ο πίνακας Α λαβαίνει συνεπώς την διαγώνια µορφή του, στην 
βάση που αποτελείται από τα )0,0,1(u1 = , )1,1,0(u2 =  και )1,1,1(u3 −= .  
Η νέα αυτή βάση εκφράζεται συναρτήσει της παλαιάς (αρχική µας βάση είναι η κανονική) 
από τις σχέσεις:                                      
                    3211 e0e0e1u ++=  
                    3212 e1e1e0u ++=  
                    3211 e1e1e1u −+=  Αν Ρ ο πίνακας αλλαγής βάσεως, αυτός δηλαδή, που 
εκφράζει τον µετασχηµατισµό των αρχικών διανυσµάτων βάσεως e στα τελικά u, είναι τότε,  

            


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−
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P 1 . Ισχύει φυσικά ότι, Α = PD(2,2,−4) 1P−
.  

 
Ο τριγωνισµός ενός n×n πίνακα είναι πάντοτε δυνατός. ∆ύνουµε τον αλγόριθµο που 
τριγωνίζει ένα πίνακα Α, µέσα από ένα παράδειγµα. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 15. ∆ίδεται ο πίνακας Α. Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο 

φ(λ). Είναι, φ(λ) = 3)1( −λ . Εδώ έχουµε το 1 ως τριπλή ιδιοτιµή. Ο 
πίνακας Α όµως δεν είναι διαγωνίσιµος, γιατί dimKer(T−I) < 3.  
     Γιά να τριγωνίσουµε τον Α, εργαζόµαστε ως εξής: 
α) Βρίσκουµε ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1. Ενα 

τέτοιο, είναι το 3u  = (1,2,1).  
          β) Θεωρούµε τον χώρο W =L{(1,2,1)} και τον χώρο πηλίκο V/W, , ως και την 
επέκταση T  που ορίζεται σ� αυτόν τον χώρο από τον µετασχηµατισµό Τ του πίνακα Α.  
          γ) Αναζητούµε τον πίνακα της T , το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο, και ένα 
ιδιοδιάνυσµα. Γιά να βρούµε τον πίνακα του T  χρειαζόµαστε µιά βάση γιά τον V/W. Προς 
τούτο, παρατηρούµε ότι το {(1,2,1), 1e , 2e } είναι βάση του χώρου. Αρα τα 1e +W και 

2e +W αποτελούν βάση του V/W (βλέπε σελ. 17). 
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     Είναι:  ( 1e +W)T  = 1e T+W = (8,14,11)+W   = 11κ ( 1e +W)+ 12κ ( 2e +W) 
                 ( 2e +W)T  = 2e T+W = (−3,−5,−5)+W   = 21κ ( 1e +W)+ 22κ ( 2e +W). 
Υπολογίζουµε τα στοιχεία κ του ζητουµένου πίνακα: 
      Εχουµε, (8,14,11)+W = )0,,( 1211 κκ +W και 
                    (−3,−5,−5)+W = )0,,( 2221 κκ +W. Αρα τα διανύσµατα )11,14,8( 1211 κκ −−  και  

)5,5,3( 2221 −−−−− κκ ∈W. Είναι συνεπώς, )11,14,8( 1211 κ−κ−  = )1,2,1(1ξ  και  
                                                                  )5,5,3( 2221 −−−−− κκ  = )1,2,1(2ξ  Από τις ισότητες 
αυτές λαβαίνουµε 111 =ξ , 12 =ξ , 311 −=κ , 812 −=κ , 221 =κ  και 522 =κ . Ο πίνακας 

συνεπώς του T  είναι ο 






 −−
52
83

. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του T  είναι το 2)1( −λ , 

και ένα ιδιοδυάνυσµα αυτού, το (1,2,0)+W. Βάση γιά τον χώρο πηλίκο V/W, επιλέγουµε την 
{(1,0,0)+W, (1,2,0)+W}.       
          δ) Χρησιµοποιούµε ως βάση του V την u: {(1,0,0), (1,2,0), (1,2,1)}.  
Είναι 3211 e0e0e1u ++=  και    3211 u0u0u1e ++=  
         3212 e0e2e1u ++=           3212 u0u1u1e ++=  
         3213 e1e2e1u ++=            3213 u1u1u0e +−= .  
Ο πίνακας Α του Τ στην αρχική βάση ie  είναι όµοιος µε τον πίνακα Β του Τ στην βάση u. 
Είναι Β = 1P− ΑΡ. Αρα και, 
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ΘΕΩΡΗΜΑ. Εστω ότι ο µετασχηµατισµός Τ έχει όλες του τις χαρακτηριστικές ρίζες εν F. 
Υπάρχει τότε µία βάση γιά τον πίνακα του Τ, στην οποία, ο πίνακας αυτός καθίσταται 
τριγωνικός. 
Απόδειξη. Με επαγωγή πάνω στην διάσταση n του χώρου V. Γιά dimV = 1 φανερά 
το προς απόδειξη συµπέρασµα ισχύει. Υποθέτουµε ότι ισχύει γιά n−1, και έστω ο n 
διάστατος χώρος V(F). Εστω λ∈F µία χαρακτηριστική ρίζα του Τ, και 0u  ένα χαρακτη-
ριστικό δiάνυσµα, που αντιστοιχεί στην λ. Θεωρούµε τον W = L{ 0u } και τον χώρο πηλίκο 
V/W. Επεκτείνουµε την Τ στον V/W, ο οποίος έχει διάσταση n−1 και επί του οποίου ο T  
έχει ελάχιστο πολυώνυµο, διαιρέτη του ελαχίστου πολυωνύµου του Τ. Ολες οι ρίζες 
συνεπώς του T , βρίσκονται και αυτές στο F. Ο T  πληροί τις υποθέσεις του θεωρήµατος και 
επειδή dim V/W = n−1, η υπόθεση της επαγωγής µας παρέχει µία βάση u του V/W, ως προς 
την οποία, ο πίνακας του T  είναι τριγωνικός. Είναι, λοιπόν, 
                                2221 uTu α=  
                                3332222 uuTu αα +=  
                                . . .        . . .        . . . 
                                nnn333222n uuuTu ααα +++= K  
Τα στοιχεία u του V, τα οποία έχουν προβολή τα u , µαζί µε το u0 αποτελούν βάση του V. 
Στην βάση αυτή, φανερά ο πίνακας του Τ είναι τριγωνικός. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 12. Σε έναν τριγωνικό πίνακα, τα διαγώνια στοιχεία του, αποτελούνται από 
τις ιδιοτιµές του. 
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Ασκήσεις. 1) Γιά ποιές τιµές του α ο πίνακας Α = 









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


−−
201
111

1 αα
είναι διαγωνίσιµος; 

     Λύση. Εχουµε φ(λ) = det(A−λΙ) = 2)1( −λ (λ−2). Γιά να είναι ο Α διαγωνίσιµος, θα πρέπει 
να έχουµε m(u) = (u−1)(u−2). Θα πρέπει δηλαδή να είναι, m(A) = 0. Η ισότης ισχύει γιά την 
τιµή α = 0. 
 

                    2) Εστω ο πίνακας Α = 



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







γ
β

α

00
10
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 όπου α, β, γ εν R. Ποία συνθήκη πρέπει να 

πληρούν τα α, β, γ γιά να είναι ο Α διαγωνίσιµος; 
     Λύση. Εχουµε φ(λ) = det(A−λΙ) = 2)1( −λ (λ−γ). Γιά να είναι ο Α διαγωνίσιµος, θα πρέπει 
το m(u) = (u−1)(u−γ). Πρέπει συνεπώς να είναι, m(A) = 0. Από την ισότητα αυτή, 
λαβαίνουµε τις σχέσεις αβ = 0 και α(1−γ) = 0. Η τιµή γ = 0 απορρίπτεται, γιατί αν γ = 0,  
φ(λ) = 3)1( −λ  οπότε το m(u) = (u−1), οπότε και m(A) = A−I = 0, δηλαδή, Α = Ι, πράγµα 
άτοπο. 
 
                    3) ΠΡΟΤΑΣΗ 12. Αν ο πίνακας Α έχει το 0 ως ιδιοτιµή, είναι ιδιάζων (µη 
αντιστρέψιµος) πίνακας. 
     Απόδειξη. α) Ο Α έχει το 0 ιδιοτιµή.  
                        Τότε, γιά λ = 0, φ(λ) = det(A−Ιλ) = det(A) = 0. 
                    β) Ο Α είναι ιδιάζων. Ο µετασχηµατισµός Τ που έχει τον Α ως πίνακα σε 
κάποια βάση του χώρου, έχει KerT ≠ {0}. Εστω το V∋u ≠ 0, u∈KerT.  
Είναι τότε, uT = 0 = 0u, δηλαδή, το 0 ιδιοτιµή του Τ.  
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 13. Οταν ο Α είναι ιδιάζων, το φ(λ) έχει 0α  = 0. Είναι, δηλαδή, της µορφής 

κν
κ

νν ρλρλλ )()( 10
1 −− L . Αντίστροφα, αν το φ(λ) έχει σταθερό όρο 0α  ≠ 0, τότε αντι-

στρέφεται. Πράγµατι, αν π.χ. έχουµε το φ(λ) = 12 23 −−+ λλλ , τότε, το θεώρηµα των 
Cayley-Hamilton δίδει την ισότητα φ(Α) = 0 ή 02 23 =−−+ ΙΑΑΑ  οπότε είναι και 

ΙΑΑΑ =−+ 23 2 , ή ΙΙΑΑΑ =−+ )2( 2  ή ΙΑΑΑ −+=− 221 . Υπολογίσαµε έτσι, και τον 
αντίστροφο πίνακα του Α. 
 

                  4) ∆ίδεται ο πίνακας Α = 
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 ο οποίος έχει φ(λ) = 3)1( −λ (λ−2) 

και ιδιοδυάνυσµα, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1, το 4u = (1,1,1,1). Να τριγωνίσεται την 
απεικόνιση >< 4

4 u/:T R   →  >< 4
4 u/R . 

     Λύση. Το }ue,e,e{ 4,321  αποτελεί βάση γιά τον 4R . Τα )u(Le ii + , i = 1, 2, 3, 
αποτελούν βάση του >< 4

4 u/R . Βρίσκουµε τον πίνακα της T . Είναι, 
                    )u(Le ii + T  = ))u(Le())u(Le())u(Le( ii3iii2iii1i +++++ ααα  
άρα και,      )u(Leee)u(LTe 433i22i11iii +++=+ ααα . 
Εχουµε, λοιπόν, 
                          (1,−4,−1,−4) )u(Leee 4313212111 ∈−−− ααα  
                          (2,−0, 5,−4) )u(Leee 4323222121 ∈−−− ααα  
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                          (1, 1,−2, 3) )u(Leee 4333232131 ∈−−− ααα  
οπότε και, 
                          (1,−4,−1,−4)− )0,,,( 131211 ααα  = 1ξ  (1,1,1,1)        άρα 1ξ  = −4 
                          (2,−0, 5,−4)− )0,,,( 232221 ααα  = 2ξ (1,1,1,1)         άρα 2ξ  = −4 
                          (1, 1,−2, 3)− )0,,,( 333231 ααα  = 2ξ (1,1,1,1)        άρα 2ξ  = 3. 
Υπολογίζουµε συνεπώς ότι τα ijα  έχουν τις τιµές 5α11 = , 0α12 = , 3α13 = ,  

6α21 = , 4α22 = , 9α23 =  και τέλος, 4α31 −= , 2α32 −= , 5α33 −= . 

     Ο πίνακας συνεπώς της T  στην βάση )u(Le 4+  είναι ο Β = 





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
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



−−− 524
946
305

. 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Β είναι το 2)1( −λ (λ−2). Στην ιδιοτιµή 1, αντιστοιχεί το 

3u  = (0, 2/3, 1). Στήν ιδιοτιµή 2, αντιστοιχεί το 2u  = (−2/3, 1, 1).  
Είναι, τώρα, 
                   1u  = 1e = (1,0,0) = 321 e0e0e1 ++                   3211 u0u0u1e ++=  
                   2u = (−2/3, 1, 1)  = 321 e1e1e)3/2( ++−           3212 u3u3u2e −+=  
                   3u  = (0, 2/3), 1) = 321 e1e)3/2(e0 ++              3211 u3u2u)3/4(e +−−=  
και τελικά, 
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                 5) ∆ίδεται ο πίνακας 

                                                      33
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×∈
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
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 −
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α
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α) ∆είξτε ότι το 0 είναι ιδιοτιµή του Α γιά κάθε α∈R. 
β) Γιά ποιές τιµές του α, ο Α είναι τριγωνίσιµος. 
γ) Γιά ποιές τιµές του α ο Α είναι διαγωνίσιµος. 
     Λύση Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του α είναι, ]43)4([)( 2 −−++−= αλαλλλφ . Αρα 
η τιµή λ = 0 είναι ιδιοτιµή του Α. Εχουµε ακόµα τις ιδιοτιµές 

             
2

44
2

1612)4()4(
,

22

21 −
−±−−

=
−

−−+±+−
=

αααααα
λλ  

Πρέπει να είναι 042 ≥− αα , ή α(α−4) ≥ 0. Στην περίπτωση, που α = 0,  
)44()( 2 −+−= λλλλφ  = − 2)2( −λλ . Παρατηρούµε τότε, ότι Α(Α−2Ι) ≠ 0 οπότε ο Α είναι 

τριγωνίσιµος, αλλά όχι διαγωνίσιµος. Στην περίπτωση, που α = 4, 
φ(λ) = − 2)4( −λλ . Τότε, Α(Α−4Ι) ≠ 0 οπότε ο Α είναι τριγωνίσιµος, αλλά όχι διαγωνίσιµος. 
Στην περίπτωση, που α > 4 ή α < 0, τότε φ(λ) = λ(λ− 1ρ )(λ− 2ρ ) µε 021 ≠≠ ρρ  οπότε ο Α 
είναι διαγωνίσιµος.  
 
                 6) ΠΡΟΤΑΣΗ 13. Αν λ ιδιοτιµή του Τ, και q(T) οιοσδήποτε πολυωνυµικός 
µετασχηµατισµός του Τ, τότε η q(λ) είναι και ιδιοτιµή του q(Τ). 
     Απόδειξη. Εχουµε, ∀x∈V, xT = λx. Αρα και, 2xT  = (xT)T = λxT = x2λ . Εν γένει ισχύει 
ότι, xxT kk λ= . Αν λοιπόν 0

01
k

k TTT)T(q ααα +++= L , τότε και  
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              0
01

k
k

0
01

k
k TxTxTx)TTT(x)T(xq αααααα +++=+++= LL   

                         0
01

k
k

0
01

k
k xxxxxTxT λαλαλαλααα +++=+++= LL  

                         )(xq)(x 0
01

k
k λλαλαλα =+++= L . 

                   
                  7) ΠΡΟΤΑΣΗ 14. Εστω f µία µηδενοδύναµη απεικόνιση (βλέπε σελ. 25). Η f 
είναι τότε τριγωνίσιµη, µε όλα τα διαγώνια στοιχεία ίσα µε µηδέν. 
 Απόδειξη. Γιά κάποιον k φυσικό, είναι 0

k ff = . Θεωρούµε το πολυώνυµο q(x) = kx  
και παρατηρούµε ότι, ο πολυωνυµικός µετασχηµατισµός q(f) είναι ο µηδενικός µετασχη-
µατισµός. Είναι xq(f) = 0 = 0x. Εχουµε λοιπόν ιδιοτιµή την λ = 0, µε πολλαπλότητα k. Τα 
διαγώνια στοιχεία του πίνακα, που είναι οι  ιδιοτιµές του, έχουν την τιµή 0. 
      
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 14. Η f δεν µπορεί να είναι διαγωνίσιµη, αν k > 1. Πράγµατι, τότε το 
ελάχιστο πολυώνυµο της f θα ήταν το m(u) = u, οπότε και m(f) = f = 0f . 
 
                  8) Στην σελ. 99, ορίσαµε το ίχνος ενός πίνακα Α, από την σχέση, 

                                     ∑
=

=
n

1i
ii)A(tr α  

Το µέγεθος αυτό, παραµένει αναλλοίωτο ως προς την αλλαγή της βάσεως του χώρου, µιά 
και όλοι οι όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο, και το tr(A) είναι ο 
συντελεστής του όρου βαθµού n−1 του πολυωνύµου αυτού. Το γεγονός αυτό, µας επιτρέπει 
να θεωρούµε και το ίχνος του µεταχηµατισµού Τ∈L(V).  
Ισχύουν οι σχέσεις:          α) tr(λΑ) = λtr(A) 
                                         β) tr(A+B) = tr(A)+tr(B) 
                                         γ) tr(AB) = tr(BA) 
                                         δ) tr(T) = ∑ iik λ όπου λi χαρακτηριστική ρίζα του Τ, πολλαπλό-
τητος ik . Αν ο Τ είναι µηδενοδύναµος, τότε όλες του οι χαρακτηριστικές ρίζες είναι = 0 και 
συνεπώς, tr(T) = 0. Αρα και tr( kT ) = 0, ∀k∈N. Ισχύει όµως και το αντίστροφο (σε σώµατα 
F χαρακτηριστικής µηδενός). Πράγµατι, αν tr( kT ) = 0 ∀k∈N, τότε, επειδή ο Τ πληροί το 
χαρακτηριστικό του πολυώνυµο, έχουµε την σχέση 0TTT 0

01
k =+++ ααL . Αρα και,  

        0k)T(tr)T(tr)T(tr)TTT(tr))T(q(tr 0
0

01
k0

01
k ==+++=+++= ααααα LL .  

Αρα 00 =α . Αφού ο σταθερός όρος του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του Τ είναι 0, ο Τ 
είναι ιδιάζων (βλέπε  παρατήρηση 13), άρα έχει ιδιοτιµή την 0 (βλέπε πρόταση 12). 
 


