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∆ιατεταγµένα  σώµατα - Ι (Αλγεβρα) 
 
Τι δεν ξεκίνησε, στα µαθηµατικά, από τις ιδιότητες του συνόλου των φυσικών 
αριθµών: Γιά κάθε τρείς φυσικούς αριθµούς α, β, γ, η σχέση α ≤ β συνεπάγεται 
την α+γ ≤ β+γ. οι σχέσεις α ≤ β και 0 ≤ γ, µαζί, συνεπάγονται την  αγ ≤ βγ ; 
 

Μέρος πρώτο. 
∆ιατάξεις (συµβιβαστές) δακτυλίων και σωµάτων. 

 
Ορολογία. 1) Στους δακτυλίους και τα σώµατα, που αναφέρονται εδώ, 
υποτίθεται, πάντα, ότι ο πολλαπλασιασµός είναι αντιµεταθετικός. 2) ∆ιάταξη = 
ολική διάταξη.   3) Αν παραστήσουν µε ≤ την σχέση διατάξεως, µε την οποία 
είναι εφοδιασµένος κάποιος δακτύλιος, θετικά, θα ονοµάζωνται τα ≥ 0 στοιχεία 
του και αρνητικά, τα ≤ 0. έτσι, το 0 είναι το µοναδικό στοιχείο του, που είναι 
και θετικό και αρνητικό.  4) Τα �δακτύλιος�, �σώµα� κτλ. εξυπακούουν: µη 
κενά. 
 
Υπενθύµιση. Στους ορισµούς: όταν = όταν, και µόνον όταν. Επίσης, αν = αν, 
και µόνον αν. 
 
Συντοµογραφίες. 1) αντ. = αντιστοίχως. 2) Βλ. = βλέπε. 
 
Συµβολισµός. 1) Γιά κάθε δακτύλιο Α, µε Α* παριστάνουν το σύνολο των µη 
µηδενικών στοιχείων του.  2) Ν, αντ. Ζ, αντ. Q, αντ. R, αντ. C = το σύνολο 
των φυσικών, αντ. ακεραίων, αντ. ρητών, αντ. πραγµατικών, αντ. µιγαδικών 
αριθµών.  3) Αν Α δακτύλιος εφοδιασµένος µε διάταξη, µε Α+ (αντ. Α-) 
παριστάνουν το σύνολο των θετικών (αντ. αρνητικών) στοιχείων του.   4) Τις 
σχέσεις διατάξεως, θα τις παριστάνουµε µε ≤, ≤*  κτλ.   
 
Περί τίνος πρόκειται. Αν ένα δακτύλιο τον αντιµετωπίσουµε απλά και µόνο 
σαν σύνολο, µπορούµε, πάντα, να τον εφοδιάσουµε µε διάταξη. και, συνήθως, 
µάλιστα, µε πολλές. Ετσι π.χ. µπορούµε να εφοδιάσουµε το C µε απειρία 
διαφορετικών µεταξύ τους διατάξεων. Επίσης, το πεπερασµένο σώµα Ζ/(p) µ´ 
ένα πεπερασµένο πλήθος διαφορετικών µεταξύ τους διατάξεων. 
Το πράγµα αλλάζει και γίνεται πιό ενδιαφέρον και πιό δύσκολο, αν ζητήσουµε 
να �συντονίζεται� (συµβιβάζεται, είναι η µαθηµατική έκφραση) η διάταξη µε 
τις δύο εσωτερικές πράξεις του δακτυλίου, το + και το .. Ετσι, µ´ αυτόν τον 
περιορισµό, το C δεν επιδέχεται καµµία διάταξη. 
Οταν οι µαθηµατικοί ζήτησαν αληθινά να καταλάβουν, γιατί τα Ζ, Q, R 
επιδέχονται διάταξη και γιατί το C και το Ζ/(p), όχι, φτάσανε στην θεωρία των 
∆ιατεταγµένων Σωµάτων. που είχε σαν πρωτοπόρους, τους Leonard Euler 
(1707-1783) και Joseph-Lοuis Lagrange (1736-1813), στον 18o αιώνα, και σαν 
δηµιουργούς της, τους Emil Artin (1898-1962) και Otto Schreier (1901-1929). 
 
Συντοµογραφίες. Εστω Α δακτύλιος και Β µη κενό υποσύνολό του. 1) Με 
Β+Β (αντ. ΒΒ) παριστάνουν το σύνολο των αθροισµάτων (αντ. γινοµένων) δύο 
στοιχείων του Β.  2) Με -Β, το σύνολο των αντιθέτων µε τα στοιχεία του Β, 
στοιχείων του Α. (Βλ. και Προσάρτηµα δεύτερο, 2.) 
 
Ορισµός 1. Ενας δακτύλιος Α, εφοδιασµένος µε µιά σχέση διατάξεως  ≤, θα 
καλείται διατεταγµένος, όταν,  γιά κάθε τρία στοιχεία του α, β, γ, ισχύουν οι 
επόµενες δύο προτάσεις: 
     ∆.1) Η β ≤ γ συνεπάγεται την α+β ≤ α+γ. 
     ∆.2) Αν α ≥ 0, η β ≤ γ συνεπάγεται την    αβ ≤ αγ. 
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(Επεκτείνουν, δηλαδή, στην γενική περίπτωση, σαν επιτάγµατα, ό,τι είχαµε, 
από το σχολείο, σαν δεδοµένα, γιά τους Ζ, Q, R.) 
 
Πρόταση 1. Το σύνολο Ρ των θετικών στοιχείων διατεταγµένου δακτυλίου Α 
έχει τις ιδιότητες: 
Ρ.1) Ρ+Ρ ⊆ Ρ.    Ρ.2) ΡΡ ⊆ Ρ.   Ρ.3) Ρ ∩ -Ρ = {0}.     
Ρ.4) Ρ  ∪ -Ρ = Α. 
Απόδειξη. Γιά την Ρ.1): Εστω 0 ≤ α και 0 ≤ β.  
Από την ∆..1), α ≤ α+β. Αρα, αφού 0 ≤ α, και 0 ≤ α+β.  
Γιά την Ρ.2): Από την ∆.2), 0 ≤ αβ.     Οι Ρ.3) και Ρ.4), προφανείς. & 
 
Ορισµός 2. Κάθε υποσύνολο Ρ δακτυλίου Α, που έχει τις ιδιότητες Ρ.1) - Ρ.4), 
καλείται θετικός κώνος του Α. 
 
Παρατήρηση. Εάν είχαµε µόνο την ιδιότητα Ρ+Ρ ⊆ Ρ, δεν θα µπορούσαµε να 
διακρίνουµε το σύνολο των  ≤ 0 στοιχείων από το σύνολο των ≥ 0. γιατί, και τα 
δύο έχουν αυτή την ιδιότητα. Με την ΡΡ ⊆ Ρ, όµως, δεν συµβαίνει το ίδιο. 
γιατί, το γινόµενο δύο αρνητικών είναι θετικό στοιχείο. 
 
Πρόταση 2. Εάν Ρ θετικός κώνος δακτυλίου Α, η συµφωνία 
 �α ≤ β, αν και µόνον αν, β-α∈Ρ� καθιστά την ≤ σχέση διατάξεως επάνω στον 
Α, η οποία ικανοποιεί τις ∆1) - ∆.2). 
Απόδειξη. 1) Αφού 0∈Ρ, α-α∈Ρ, άρα, α ≤ α. 2) Οι α ≤ β και β ≤ α σηµαίνουν, 
από την συµφωνία: β-α∈Ρ και α-β∈Ρ. Άρα, από την Ρ.3), α = β. 3) Οι α ≤ β και 
β ≤ γ σηµαίνουν, από την συµφωνία: β-α∈Ρ και γ-β∈Ρ. άρα, από την Ρ.1), και 
γ-α∈Ρ. δηλαδή, α ≤ γ. Η Ρ.4) συνεπάγεται ότι, είτε β-α∈Ρ είτε β-α∈-Ρ. δηλαδή, 
είτε β ≤ α είτε α ≤ β. 5) Η β ≤ γ συνεπάγεται ότι γ-β∈Ρ.  
Εξ� άλλου, α+γ-(α+β) = γ-β. Αρα, α+β ≤ α+γ. 6) Η 0 ≤ α σηµαίνει ότι α∈Ρ. 
Εποµένως, από την Ρ.2), α(γ-β)∈Ρ. Αρα, αγ-αβ∈Ρ. δηλαδή, αβ ≤ αγ. & 
 

Πόρισµα των προτάσεων 1 και 2. Το σύνολο των θετικών κώνων δακτυλίου 
Α και το σύνολο των διατάξεών του, που είναι συµβιβαστές µε το + και το . 
του Α, βρίσκονται σε αντιστοιχία 1-1 και επί µεταξύ τους. Κάθε θετικός κώνος 
ορίζει µία και µόνον διάταξη. και, αντιστρόφως, κάθε διάταξη, έναν και µόνο 
θετικό κώνο.  
 
Υπόθεση γιά όλα τα επόµενα (εκτός αν δηλωθή το αντίθετο). Ολοι οι 
διατεταγµένοι δακτύλιοι, που θεωρούµε παρακάτω, έχουν πολλαπλασιαστικό 
ουδέτερο στοιχείο, �µονάδα�. Θα την παριστάνουµε µε 1, αλλά δεν θα πρέπει 
να την συγχέουµε µε τον φυσικό αριθµό 1. 
 
Πρόταση 3. Σε κάθε διατεταγµένο δακτύλιο, µε 1, όλα τα τετράγωνα µη 
µηδενικών στοιχείων του είναι > 0. 
Απόδειξη. Από την Ρ.4), ο Ρ έχει και µη µηδενικά στοιχεία. Συγκεκριµένα, 
ένα, τουλάχιστον, από τα -1, 1 θα ανήκη στον Ρ. Εστω ότι -1∈Ρ. Τότε, από την 
Ρ.2), (-1)(-1)∈Ρ. αλλά, από την (-1)(-1)+(-1)1 = 0, (-1)(-1) = 1. Αρα, 1∈Ρ. 
Οµως, η Ρ.3) αποκλείει να είναι και -1∈Ρ και 1∈Ρ. Φθάσαµε, λοιπόν, σε 
άτοπο. Αρα, η υπόθεση -1∈Ρ απορρίπτεται. Εποµένως, 1∈Ρ. Ας είναι, τώρα, 
το α τυχόν µη µηδενικό στοιχείο του Α. Αν α∈Ρ, από την Ρ.2), α2∈Ρ. Αν α∉Ρ, 
από την Ρ.4), -α∈Ρ. Εποµένως, (-α)(-α)∈Ρ. αλλά, (-α)(-α) = (-1)2α2. Αρα, α2∈Ρ. 
& 
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Από την αποδεικτική διαδικασία, βλέπουµε ότι ο δακτύλιος, που παράγει η 
µονάδα του Α, δηλαδή, ο {0, 1, -1, 1+1, -1-1,  . . . } είναι ισόµορφος µε τον Ζ 
υποδακτύλιος του Α. 
 
Σχόλιο. Ο ορισµός 1 είναι θεµελιώδης. Ο ορισµός 2 αναφέρεται σε γεγονός 
καίριο. Ο επόµενος ορισµός 3 είναι βοηθητικός, αλλά χρήσιµος. 
 
Ορισµός 3. Σε δακτύλιο Α, µε 1, υποσύνολό του Ρ καλείται προθετικός κώνος 
του αν ικανοποιή τα επιτάγµατα: 
              Ρ.1) Ρ+Ρ ⊆ Ρ.   Ρ.2) ΡΡ ⊆ Ρ.   Ρ.3´) -1∉Ρ.   Ρ.4´) Α2 ⊆ Ρ. 
 
Συµβολισµός. Σύµφωνα µε ό,τι είπαµε παραπάνω, το Α2 ⊆ Ρ σηµαίνει ότι όλα 
τα τετράγωνα στοιχείων του Α ανήκουν στο Ρ. 
 
Ονοµάζουµε προδιάταξη του Α (ή, στο Α ή, επάνω στο Α), κάθε διµελή σχέση 
α <* β, που είναι ανακλαστική (α <* α) και µεταβατική (α <* β και β <* γ, 
συνεπάγονται α <* γ). Λένε ότι ο Α είναι προδιατεταγµένος όταν έχη µιά 
προδιάταξη, γιά την οποία ισχύουν οι ιδιότητες ∆.1) και ∆.2). Επεκτείνουµε 
και εδώ τον ορισµό θετικών και αρνητικών στοιχείων. 
 
Πρόταση 2΄. Εάν Π προθετικός κώνος δακτυλίου Α, η συµφωνία  
�α <* β, αν, και µόνον αν, β-α∈Ρ� καθιστά την <* σχέση προδιατάξεως επάνω 
στο Α, η οποία ικανοποιεί τις ∆.1) και ∆.2). δηλαδή, καθιστά τον Α 
προδιατεταγµένο δακτύλιο. 
Απόδειξη. Τα 1), 3), 5) και 6), όπως στην απόδειξη της προτάσεως 2. & 
 
Σχόλιο. Η προδιάταξη διαφέρει από την µερική διάταξη, κατά το ότι από τις   
α <* β και β <* α δεν έπεται, υποχρεωτικά, ότι α = β (δεν έχουµε 
αντισυµµετρία). και, από την ολική, στο ότι, εκτός απ´ την προηγούµενη 
έλλειψη, υπάρχουν, ενδεχοµένως, και στοιχεία µη συγκρίσιµα µεταξύ τους. 
 
Το βασικό θεώρηµα των Emil Artin και Otto Schreier (µέσα δεκαετίας 1920) 
λέει ότι, ένα σώµα επιδέχεται διάταξη, µε τις ιδιότητες ∆.1) και ∆.2) (:είναι 
διατάξιµο) αν, και µόνον αν, δεν υπάρχη πεπερασµένο πλήθος τετραγώνων 
στοιχείων του, όχι όλων µηδενικών, που να έχη άθροισµα ίσο µε το µηδέν 
(ισοδυνάµως, µε το -1). 
Η απόδειξή τους ήταν �έµµεση�. Χρόνια αργότερα, ο νεαρός, τότε, Jean Pierre 
Serre είχε την ιδέα να προσπαθήση να το αποδείξη άµεσα, µε χρήση των 
προδιατάξεων, δηλαδή, των προθετικών κώνων. Συγκεκριµένα, έδειξε ότι, 
κάθε προδιάταξη επάνω σε σώµα Α, που ικανοποιεί τις ∆.1) και ∆.2) και, επί 
πλέον, έχει τις ιδιότητες το -1 να µην είναι ≥ 0 και τα τετράγωνα στοιχείων του 
Α να είναι όλα θετικά, µπορεί να επεκταθή σε διάταξη, που κι αυτή έχει όλες 
αυτές τις ιδιότητες. και εποµένως, το Α γίνεται, έτσι, διατεταγµένο σώµα. 
Το τελευταίο αποτέλεσµα ισχύει και γιά δακτύλιο, αντί γιά σώµα, εφ� όσον 
περιορίσουµε τα συµπεράσµατα στα επόµενα: Να ισχύουν οι Ρ.1), Ρ.2) και Ρ.4) 
και το Ρ´ ∩ -Ρ´ να είναι πρώτο ιδεώδες. όπου, ο Ρ, ο προθετικός κώνος, που 
αντιστοιχεί στην επέκταση της προδιατάξεως. αναγκαία, αξεπέραστος προς τα 
επάνω, αφού ισχύη η Ρ.4).  
 
Αφού αναφέραµε την κατευθυντήρια πορεία του Serre, οργανώνουµε, τώρα, 
την παρουσίαση της αποδείξεως σε διαδοχικά βήµατα, ώστε να είναι 
καταφανής η λογική της. (Αυτό, δεν γίνεται έτσι, στα βιβλία). 
 
1. Μιά συνέπεια των Ρ.1) και -1∉Ρ: -P ∩ 1+P = ∅.      (S.1) 
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Απόδειξη. Εις άτοπον απαγωγή. Εστω ότι υπήρχαν στοιχεία p1 και p2  του Ρ, 
µε  - p1 = 1+p2, δηλαδή, -1 = p1+p2.  
Aυτό και η Ρ.1) δίνουν -1∈P, άτοπο. & 
 
2. Γιά κάποιο αυθαίρετα εκλεγµένο στοιχείο x του Α, θεωρούµε τα P-Ρx και 
Ρ+Ρx.  
Το καθ´ ένα απ´ αυτά ικανοποιεί τις Ρ.1), Ρ.2) και Α2 ⊆ Ρ ± Ρx. 
Απόδειξη. 1) Γιά το στοιχείο 0 του Ρ, το καθ´ ένα απ´ αυτά γράφεται Ρ ± Ρ0 = 
Ρ.  Αρα, και τα δύο περιέχουν το Ρ και, εποµένως, και το Α2. 2) 
(Ρ+Ρx)+(Ρ+Ρx) = Ρ+Ρx+Ρ+Ρx = (Ρ+Ρ)+(Ρ+Ρ)x ⊆ Ρ+Ρx. 
3)   (Ρ-Ρx)+(Ρ-Ρx) = Ρ-Ρx+Ρ-Ρx  = (Ρ+Ρ)-(Ρ+Ρ)x  ⊆ Ρ-Ρx. 
4)  (Ρ+Ρx)(Ρ+Ρx) = ΡΡ+(Ρ+Ρ)x+ΡΡx2 ⊆ (Ρ+Ρx2)+Ρx ⊆ Ρ+Ρx  (αφού x2∈Ρ).  
5)  (Ρ-Ρx)(Ρ-Ρx) = ΡΡ-(Ρ+Ρ)x+ΡΡx2 ⊆ (Ρ+Ρx2)-Ρx ⊆ Ρ-Ρx. & 
 
3. Οι τοµές -Ρx ∩ 1+Ρ και Ρx ∩ 1+Ρ δεν µπορούν να είναι και οι δύο µη κενές. 
Απόδειξη. Εις άτοπον απαγωγή. Εστω ότι υπήρχαν στοιχεία p1, p2 p3, p4, του 
Ρ, µε -p1x = 1+p2 και p3x = 1+p4 . Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη, λαβαίνουµε:  
-p1p3x2 = 1+p2+p4+p2p4, δηλαδή, -1 = p1p3x2+p2+p4+p2p4, άρα, -1∈Ρ, άτοπο. & 
 
4. -Ρx ∩ 1+Ρ = ∅  ⇔  -1∉Ρ+Ρx.    (S.2) 
    Ρx ∩ 1+Ρ = ∅   ⇔  -1∉Ρ-Ρx.    (S.2´) 
Απόδειξη. 1) Εστω ότι -Ρx ∩ 1+Ρ ≠ ∅. Τότε, υπάρχουν στοιχεία p1, p2 του Ρ 
µε -p2x = 1+p1, δηλαδή -1 = p1+p2x, που συµβαίνει αν, και µόνον αν, -1∈Ρ+Ρx. 
Φανερή, η αντίστροφη πορεία. 
2) Εστω ότι -1∈Ρ-Ρx. Τότε, υπάρχουν στοιχεία p1 p2 του Ρ,  
µε -1 = p1-p2x, δηλαδή, p2x = 1+p1 , κάτι που συµβαίνει αν, και µόνον αν,  
Ρx ∩ 1+Ρ ≠ ∅. Φανερή, η αντίστροφη πορεία & 
 
5. Αν Ρ+Ρx = Ρ, x∈Ρ. και αν Ρ-Ρx = Ρ, -x∈Ρ. 
Απόδειξη. 1) 0+1x∈Ρ.  2) 0+1 (-x)∈Ρ. & 
 
6. Συνέπεια της 4: -Ρx ∩ 1+Ρ  = ∅  ⇒  0 Ρ+Ρx  είναι προθετικός κώνος που, 
φυσικά, περιέχει τον Ρ. 
                               Ρx ∩ 1+Ρ = ∅   ⇒  0 Ρ-Ρx είναι προθετικός κώνος που, 
φυσικά, περιέχει τον Ρ.  
 
7. Εστω ότι ο Ρ είναι αξεπέραστος προς τα επάνω προθετικός κώνος. Τότε, αν 
και ο Ρ+Ρx (αντ. Ρ-Ρx) είναι προθετικός κώνος, x∈Ρ (αντ. x∈-Ρ). 
 
8. Συνέπεια της 3. : Μιά, τουλάχιστον, από τις  επόµενες δυό προτάσεις ισχύει: 
1) Ο Ρ+Ρx είναι προθετικός κώνος.  2) Ο Ρ-Ρx είναι προθετικός κώνος. 
 
9. Εστω ότι ισχύει η υπόθεση της 7. Τότε, η µιά, τουλάχιστον, από τις 
επόµενες σχέσεις ισχύει: x∈Ρ,  x∈-Ρ. 
 
Τα προηγούµενα, όλα, δεν χρησιµοποιούν συλλογισµούς, που να µη 
µπορούσαν, γνωσιολογικά, να έχουν γίνη στο Λύκειο. Είναι όλοι στοιχειώδεις. 
Γιά να µπορέσουν να συµπληρωθούν, ώστε να γίνουν αποτελεσµατικοί, γιά τον 
συγκεκριµένο σκοπό, χρειαζόταν και ένας µη στοιχειώδης συλλογισµός, το 
Λήµµα του Zorn (βλέπε και σελ. 77) 
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Λήµµα 1. (J.P. Serre). Εστω ότι ο Ρο είναι ένας προθετικός κώνος του µε 1 
δακτυλίου Α. Υπάρχει, τότε, προθετικός κώνος Ρ του Α, µε Ρ ⊇ Ρο και, επι 
πλέον, τις ιδιότητες: Ρ.4) και το Ρ ∩ -Ρ να είναι πρώτο ιδεώδες. 
Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο Σ των προθετικών κώνων του Α, που 
περιέχουν τον Ρο, µε τη σχέση του περιέχεσθαι. Αν F οικογένεια απ´ αυτούς, 
ολικώς διατεταγµένη µε την σχέση αυτή ( ⊆ ), η ένωσή της αποτελεί, φανερά, 
προθετικό κώνο, που περιέχει τον Ρο. (Απόδειξη. Το Α2 περιέχεται στον Ρο, 
άρα, και σε κάθε ένωση περιεχόντων αυτόν συνόλων. Το -1 δεν ανήκει σε 
κανέναν προθετικό κώνο, άρα, ούτε στην ένωση οικογενείας προθετικών 
κώνων. Αν p1 ∈P1 και p2∈P2, µε Ρ1 ⊆ P2, το p1 και το p2 ανήκουν και τα δύο 
στο Ρ2 άρα, και p1+p2∈P2, p1p2∈P2). Αρα, το Σ είναι επαγωγικό. Εποµένως, 
κατά το Λήµµα του Zorn, υπάρχει άξεπέραστος προς τα επάνω, στο Σ, 
προθετικός κώνος Ρ, µε Ρ ⊇ Ρο. Με την λήψη αυτή του Ρ, ικανοποιείται η 
υπόθεση της 7, άρα, ισχύει η 9. ∆ηλαδή, ισχύει µία, τουλάχιστον, από τις 
επόµενες σχέσεις: x∈Ρ, x∈-Ρ. Ο x ήταν αυθαίρετα εκλεγµένο στοιχείο του Α. 
Συνέπεια: x∈Ρ ∪ -Ρ, η Ρ.4). 
Αποµένει να δείξουµε ότι το Ρ ∩ -Ρ είναι πρώτο ιδεώδες. Ας καλέσουµε Η το 
Ρ ∩ -Ρ. Αποδεικνύουµε πρώτα, ότι είναι ιδεώδες, δηλαδή, ότι Η-Η ⊆ Η και 
ΑΗ ⊆ Η. Ας είναι α και β δύο στοιχεία του Η. Αφού α∈Ρ και β∈-Ρ (αντ. α∈-Ρ 
και β∈Ρ), α-β (αντ. β-α) ∈Ρ. Αλλά, ας είναι το γ στοιχείο του Α. Αφού α∈Ρ 
(αντ. α∈-Ρ), γα∈Ρ (αντ. γα∈-Ρ). 
Να δείξουµε, τώρα, ότι το ιδεώδες είναι πρώτο, δηλαδή, ότι αν αβ∈Η, το ένα, 
τουλάχιστον, από τα α και β ανήκει στο Η. Εδώ, πρέπει να γίνη 
περιπτωσιολογία. Θα την κάνουµε γιά µιά περίπτωση και οι άλλες είναι ίδιες. 
Εστω ότι α∈Ρ και β∈Ρ. Εις άτοπον απαγωγή. Εστω ότι α∉-Ρ και β∉-Ρ. 
Χρησιµοποιούµε τα παραπάνω. Αφού α∉-Ρ, ο Ρ-Ρα δεν είναι προθετικός 
κώνος, άρα, Ρα ∩ 1+Ρ ≠ ∅ και, αφού, β∉-Ρ, ο Ρ-Ρβ δεν είναι προθετικός 
κώνος, άρα,  Ρβ ∩ 1+Ρ ≠ ∅. 
Υπάρχουν, εποµένως, στοιχεία p1, p2, p3, p4 του Ρ, µε p2α = 1+p1, p4α = 1+p3. 
Πολλαπλασιάζοντας, κατά µέλη, λαβαίνουµε: p2p4αβ = 1+p1+p3+p1p3, δηλαδή, 
-1 = -p2p4αβ+p1+p3+p1p3. Οµως, από υπόθεση, αβ∈-Ρ άρα, -p2p4αβ∈Ρ. 
Εποµένως, -1∈Ρ, άτοπο. & 
 
Ειδική περίπτωση. Ο δακτύλιος Α είναι σώµα. Τότε, αν υπάρχη στο Α 
προθετικός κώνος, γιά κάθε αξεπέραστο προς τα επάνω προθετικό κώνο Ρ, που 
τον περιέχει, ισχύει και ότι Ρ ∩ -Ρ = {0}, δηλαδή, η Ρ.3). δηλαδή, ο Ρ είναι 
θετικός κώνος, εποµένως, το Α είναι διατάξιµο. Αυτά, γιατί κάθε σώµα έχει, 
σαν ιδεώδη, µόνο τον εαυτό του και το {0}.  
(Απόδειξη. Εστω α στοιχείο ιδεώδους σώµατος. Αν α∉{0}, θα πρέπει και το α-

1
°α  να ανήκη στο ιδεώδες, δηλαδή η µονάδα του σώµατος, ανήκει στο ιδεώδες.  

άρα, το ιδεώδες συµπίπτει µε το σώµα). Εξ� άλλου, τότε, γιά x ≠ 0, µόνο µία 
από τις -Px ∩ 1+P = ∅, Px ∩ 1+P = ∅ ισχύει. (Αφού η πρώτη συνεπάγεται ότι 
x∈P και η δεύτερη, x∈-P.) 
 
Παρατήρηση. Φανερά, κάθε θετικός κώνος δακτυλίου (πάντα, µε µονάδα) 
είναι και  προθετικός κώνος του. γιατί, από την πρόταση 3, Α2 ⊆ Ρ και, αφού 
1∈Ρ και Α = Ρ ∪ -Ρ, -1∈-Ρ, άρα, αφού Ρ ∩ -Ρ = {0}, -1∉Ρ. 
 
Πόρισµα. 1. Κάθε προθετικός κώνος Ρο σώµατος µπορεί να επεκταθή σε θετικό 
κώνο Ρ του σώµατος (Ρ ⊇ Ρο). 
 
Εστω Α σώµα. Παριστάνουν µε SA το σύνολο των πεπερασµένων 
αθροισµάτων τετραγώνων στοιχείων του σώµατος. 
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Πρόταση 4. 1) Το SA περιέχεται σε κάθε προθετικό κώνο του Α.  
               2) SA+SA ⊆ SA. 
               3) To SA\{0} είναι πολλαπλασιαστική υποοµάδα του Α\{0}. 
Απόδειξη.  1). Πόρισµα των Α2 ⊆ Ρ και Ρ+Ρ ⊆ Ρ. Με την προϋπόθεση, 
βέβαια, ότι το Α έχει προθετικό κώνο.  
                2). Προφανές.  

            3). Αν ∑
=

n

1ν

2
να ≠ 0, 

∑
=

n

1ν

2
να

1
= 

2
n

1
n

1

2∑ 









=

=
∑ν
ν

ν

ν

α

α
(στοιχειώδης ταυτότητα) & 

 
Παρατήρηση. Αν SA ≠ A, -1∉SA. 
Απόδειξη. Εις άτοπον απαγωγή. Εστω ότι -1∈SA. Χρησιµοποιώ, τώρα, την 

στοιχειώδη ταυτότητα α = 
2

2
1α






 +

+ (-1) 
2

2
1α






 −

, η οποία ισχύει γιά κάθε 

α∈Α. Αφού, τώρα, -1∈SA, η ταυτότητα αυτή συνεπάγεται ότι και α∈SA, 
δηλαδή, Α = SA, άτοπο. & 
 
Θεώρηµα 1. (Artin-Schreier). Γιά κάθε σώµα Α, τα επόµενα είναι ισοδύναµα: 
1). Το Α είναι διατάξιµο. 
2). -1∉SA. 
3). Ενα πεπερασµένο άθροισµα τετραγώνων στοιχείων του Α (δηλαδή, ένα 
στοιχείο του SA) είναι ίσο πρός το µηδέν αν, και µόνον αν, όλοι οι προσθετέοι 
είναι ίσοι πρός το µηδέν. 
4). SA ≠ Α. 
Απόδειξη. 1 ⇒ 2. Από τις προτάσεις 1 και 3, όλα τα στοιχεία του SA είναι  ≥ 0. 
Από την πρόταση 1, µόνο το 0 είναι και  ≥ 0 και  ≤ 0. Τώρα, αφού 1 > 0  και   
(-1)+1  > -1,  0 > -1. Αρα, -1∉ SA

. 

                      2 ⇒ 3. Εις άτοπον απαγωγή. Εστω ότι υπάρχουν α1, . . . ,αn, όχι όλα 
µηδενικά, µε α12+ . . . +αν2 = 0. Εστω π.χ. ότι α1 ≠ 0 τότε, η ισότητα γράφεται 

1 + 
2

1

2

α
α








+ . . . + 

2

1

ν

α
α








= 0, δηλαδή, -1 = 

2

1

2

α
α








+ . . . + 

2

1

ν

α
α








.         Αρα, 

-1∈SA. Ατοπο. 
                      2 ⇒ 1. Η υπόθεση -1∉ SA εξασφαλίζει ότι το SΑ είναι προθετικός 
κώνος. άρα, ότι υπάρχει θετικός κώνος Ρ ⊇ SA, άρα ότι το Α είναι διατάξιµο. 
                      4 ⇒ 2. Είναι η αµέσως πρίν από το θεώρηµα παρατήρηση. 
                      3 ⇒ 2. Εις άτοπον απαγωγή. Εστω ότι -1∈ SA. Θα υπήρχαν, τότε, 
στοιχεία α1,  . . . , αν του Α, µε α12+ . . . +αν2 = -1, άρα τέτοια στοιχεία όχι όλα 
µηδενικά. Εποµένως, όταν αυτό αποκλείεται, και η -1∈ SA αποκλείεται. & 
 
Εφαρµογές. Το C (αντ. Ζ/(p)) δεν είναι διατάξιµο. γιατί, i2+1 = 0 (αντ. 1+ . . . 
+1 p φορές = 0) 
 
Σχόλιο. Συµπέρασµα από τα προηγούµενα: Το αν είναι διατάξιµο ή όχι ένα 
σώµα, κρίνεται από το άν έχη προθετικό κώνο ή όχι.. 
Σ´ αυτό βρίσκεται και η πρόοδος, που έκανε ο Serre ως προς τους θεµελιωτές 
της θεωρίας Emil Artin και Otto Schreier. Εδειξε ότι αρκούν οι προδιατάξεις 
γιά να κριθούν τα πράγµατα. 
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Πόρισµα 2 (του λήµµατος 1). Κάθε προθετικός κώνος Ρο σώµατος είναι ίσος µε 
την τοµή όλων των θετικών κώνων Ρ, που επεκτείνουν τον Ρο. 
Απόδειξη. Από τους ορισµούς, ο Ρο περιέχεται στην τοµή αυτή. Εστω, τώρα, 
στοιχείο x του Α, µε x∉Ρο. Εστω ότι Ροx ∩ 1+Ρο ≠ ∅. Υπάρχουν, τότε, 
στοιχεία p1 και p2 του Ρο, µε p1x = 1+p2. Αφού βρισκόµαστε σε σώµα, 
µπορούµε να κάνουµε διαίρεση. Εποµένως,  

x =  
1

2

p
p1+

 = (1+p2)p1
2

1p
1








. Οµως, 1+p2∈Po (αφού 1∈Ρο), άρα, x∈Ρο.. 

άτοπο. Εποµένως, Ροx ∩ 1+Ρο = ∅. 
Ακριβώς, όπως στην απόδειξη του λήµµατος 1, θέτουν Ρ´ = Ρο-Ροx και 
αποδεικνύουν ότι ο Ρ´ είναι προθετικός κώνος, που περιέχει (= επεκτείνει) τον 
Ρο, και στον οποίον ανήκει το -x. Από το πόρισµα 1, ο Ρ´ µπορεί να επεκταθή 
σε θετικό κώνο, ο οποίος, αφού έχη το -x, δεν µπορεί να έχη και το x. Αρα, γιά 
κάθε x∉Ρο, υπάρχει και θετικός κώνος, που επεκτείνει τον Ρο και δεν έχει το 
στοιχείο x. & 
 
Πόρισµα (όλων των προηγουµένων). Γιά κάθε σώµα Α, το SA είναι ίσο µε την 
τοµή όλων των θετικών κώνων του Α. 
Απόδειξη. 1). Εστω ότι το Α επιδέχεται διάταξη, µε την οποία γίνεται 
διατεταγµένο. Τότε, αφού γιά κάθε θετικό κώνο Ρ του Α, SA ⊆ P, το 
αποδεικτέο είναι ειδική περίπτωση του πορίσµατος 2 του λήµµατος 1. 2). Εστω 
ότι το Α δεν επιδέχεται τέτοια διάταξη. Τότε, SA = A.Τώρα, στην άλγεβρα των 
συνόλων, συµφωνούν να ορίζουν ως τοµή κενής οικογένειας υποσυνόλων 
συνόλου το ίδιο το σύνολο. Εποµένως, η �τοµή� αυτή είναι ίση, εδώ, µε το Α, 
άρα, µε το SA.  
 
Σηµείωση. Τον ορισµό αυτόν δεν τον έχουµε αναφέρει προηγουµένως. 
 
Πρόταση 5. Ας είναι οι Ρ1, Ρ2 θετικοί κώνοι σώµατος Α.  
Τότε, η Ρ1 ⊆ Ρ2 συνεπάγεται την Ρ1 = Ρ2. 
Απόδειξη. Θα υπάρχη ένα τουλάχιστον στοιχείο x ≠ 0, µε x∈Ρ2 και x∉Ρ1. 
Τότε, αναγκαία, -x∈Ρ1, άρα, κατά µείζονα λόγο και  -x∈Ρ2, άτοπο, αφού -x∈Ρ2 
και x∈Ρ2 συνεπάγωνται ότι x = 0. & 
 
Λήµµα (της �µοναδικότητας�). Σε σώµα Α, το SA είναι θετικός κώνος του αν, 
και µόνον αν, το Α επιδέχεται µία και µοναδική διάταξη. 
Απόδειξη. α) Από τις Ρ.3) και Ρ.1) έπεται ότι, γιά κάθε θετικό κώνο Ρ του Α, 
SA ⊆ Ρ. Εστω, τώρα, ότι το SA είναι θετικός κώνος. Τότε, από την πρόταση 5, η 
SA ⊆ Ρ συνεπάγεται SA = Ρ.   β). Εστω ότι το Α επιδέχεται µιά και µόνο 
διάταξη. Αυτό, σηµαίνει ότι έχει έναν και µόνον θετικό κώνο Ρ, γιά τον οποίο, 
αναγκαία, ισχύει ότι SA ⊆ Ρ. Αφού, τώρα, από το πόρισµα του θεωρήµατος 1, 
το SA είναι ίσο µε την τοµή των θετικών κώνων, που το περιέχουν, Ρ = SA. & 
 
Εφαρµογές. 1) Στο R, κάθε  ≥ 0 στοιχείο του µπορεί να γραφτή σαν 
τετράγωνο της θετικής ρίζας του, άρα, ανήκει στο R2 και, κατά µείζονα λόγο, 
στο SR. Αρα, το R  επιδέχεται µιά και µόνο διάταξη, την συνηθισµένη.  

     2) Στο Q, κάθε  ≥ 0 στοιχείο του µπορεί να γραφτή 
1...1
1...1

++
++

 (µ προσθετέοι 

στον αριθµητή και ν προσθετέοι στον παρονοµαστή), δηλαδή, σαν κλάσµα, µε 
αριθµητή και παρονοµαστή, που είναι µη µηδενικά στοιχεία του SQ. Με 
εφαρµογή του 3) της προτάσεως 4, έχουµε ότι και το ίδιο το κλάσµα ανήκει 
στο SQ. Αρα, και το Q επιδέχεται µιά και µόνο διάταξη, την συνηθισµένη.   
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Μέρος δεύτερο 
Ηµιδιατάξεις  σωµάτων. 

 
Γενική παρατήρηση. Συχνά, οι γόνιµες γενικεύσεις έχουν ξεκινήσει από 
παρατηρήσεις που έγιναν κατά την εµβάθυνση σε συγκεκριµένα µαθηµατικά 
θέµατα, µε ουσιαστικό περιεχόµενο. 
Σε σχετικά πρόσφατη εποχή και µε αφορµή εργασίες στό, µε κεφαλαιώδη 
σηµασία γιά τα µαθηµατικά, θέµα των τετραγωνικών µορφών, το περιεχόµενο 
των προηγουµένων σελίδων γενικεύθηκε, όπως εκτίθεται στα επόµενα. 
 
Ορισµός 1´. Ενα σώµα Α, εφοδιασµένο µε µιά σχέση διατάξεως ≤ καλείται 
ηµιδιατεταγµένο, όταν, γιά κάθε τρία στοιχεία του α, β, γ, ισχύουν τα επόµενα: 
     ∆.1) Η β ≤ γ συνεπάγεται την α+β ≤ α+γ. 
       Η) 0 < 1  και η 0 ≤ α συνεπάγεται την 0 ≤ αβ2. Θα καλέσουµε Η´, την 1∈Ρ 
και ΡΑ2 ⊆ Ρ. 
 
Ορολογία. Παλαιότερα, γιά τα ηµιδιατεταγµένα σώµατα, είχε χρησιµοποιηθή 
και ο όρος �q-διατεταγµένα�. 
 
Πρόταση 1´. Το σύνολο Ρ των θετικών στοιχείων ηµιδιατεταγµένου σώµατος 
έχει τις ιδιότητες: Ρ.1) Ρ+Ρ ⊆ Ρ.    Η´) 1∈Ρ και ΡΑ2 ⊆ Ρ.    Ρ.3) Ρ ∩ -Ρ = {0}.   
Ρ.4) Ρ ∪ -Ρ = Α. 
Απόδειξη. 1´ Η Ρ.1), όπως στην πρόταση 1. Η´) Φανερή. 3´) και 4´) Φανερές. 
& 
 
Ορισµός 2´. Σε σώµα Α, υποσύνολό του Ρ καλείται ηµίκωνος, αν ικανοποιή τα 
επιτάγµατα Ρ.1) Ρ+Ρ ⊆ Ρ.   Η´) 1∈Ρ και ΡΑ2 ⊆ Ρ.    Ρ.3) Ρ ∩-Ρ = {0}.          
Ρ.4) Ρ ∪ -Ρ = Α. 
 
Πρόταση 2´. Εάν Ρ ηµίκωνος σώµατος Α, η συµφωνία �α ≤ β αν, και µόνον αν, 
β-α∈Ρ� καθιστά την  ≤ σχέση διατάξεως επάνω στο Α, η οποία ικανοποιεί τις 
∆.1) και Η). 
Απόδειξη. Οι 1´) - 5´), ´οπως και στην πρόταση 2. Η 6´), φανερή. & 
 
Πόρισµα των προτάσεων 1´ και 2´. Το σύνολο των ηµικώνων σώµατος Α και 
το σύνολο των ηµιδιατάξεών του (δηλαδή, των διατάξεών του, που είναι 
συµβιβαστές µε το + και ικανοποιούν το Η)) βρίσκονται σε αντιστοιχία 1-1 και 
επί µεταξύ τους. Κάθε ηµίκωνος ορίζει µιά και µόνον ηµιδιάταξη. και, 
αντιστρόφως, κάθε ηµιδιάταξη, ορίζει έναν και µόνον ηµίκωνο. 
 
∆ίνουµε τον επόµενο ορισµό, που είναι �επιχειρησιακά� χρήσιµος. 
 
Ορισµός 3΄. Σε σώµα Α, υποσύνολό του Ρ καλείται προηµίκωνος, αν 
ικανοποιή τα επιτάγµατα:  
Ρ.1) Ρ+Ρ ⊆ Ρ.      Η1) ΡΑ2 ⊆ Ρ    και    Ρ.3) Ρ ∩ -Ρ = {0}.  
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Παρατηρήσεις προφανείς. 1) Κάθε ηµίκωνος είναι και προηµίκωνος. 2) Το  
Ρ.1), Ρ.3), Η1) ) είναι ισοδύναµο µε το ( Ρ.1), Ρ.3), ΡSΑ ⊆ Ρ ).  
Απόδειξη. α) Α2 ⊆ SA, άρα, ΡΑ2 ⊆ΡSA και εποµένως, η ΡSA ⊆ Ρ συνεπάγεται 
την Η1). β) Γιά (α12, . . . ,αν2)∈Αν και p∈Ρ, p(α12+ . . . +αν2) = pα12+ . . . +pαν2. 
Οταν ΡΑ2 ⊆ Ρ, το δεξιό µέλος της ισότητας ανήκει στο Ρ, άρα, και το 
αριστερό. & 
 
Λήµµα 2. Εστω ότι ο Ρ είναι προηµίκωνος διαταξίµου σώµατος Α και ας ισχύη 
ότι x∉Ρ, γιά κάποιο στοιχείο x του Α (δηλαδή, x∈Α\Ρ). Υπάρχει, τότε 
προηµίκωνος Ρ΄ του Α, µε Ρ ⊆ Ρ΄ και  -x∈Ρ΄. 
Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο Ρ΄ = Ρ-xSA. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι 
αυτό είναι προηµίκωνος.  
1) Ρ-xSA+Ρ-xSA = Ρ+Ρ-(xSA+xSA) = Ρ+Ρ-x(SA+SA) ⊆ Ρ-xSA. 
Εποµένως, Ρ΄+Ρ΄ ⊆ Ρ΄. 
2) (Ρ-xSA)Α2 = ΡΑ2-xSAS2 = ΡΑ-xSA. Εποµένως, Ρ΄Α2 ⊆ Ρ΄. 
3) Εστω ότι υπάρχουν στοιχεία p∈Ρ και s∈SA, µε p-xs∈-Ρ΄ (βέβαια, p-xs∈Ρ΄, 
από τον ορισµό του Ρ΄). Θεωρούµε τώρα τα τυχόντα στοιχεία p1∈Ρ και s1∈SA, 
µε p-xs = -p1+xs1. άρα, θα είναι p+p1-x(s+s1) = 0.  

Εστω ότι s+s1 ≠ 0. Τότε, x = 
1

1

ss
pp

+
+

 = (p+p1)(s+s1)-1. Από την πρόταση 4, (3), 

ξέρουµε ότι (s+s1)-1∈SΑ. Αρα, x∈pSA και, εποµένως, x∈Ρ, σε αντίφαση µε την 
υπόθεση x∉Ρ. Αρα, αποκλείεται να είναι s+s1 ≠ 0. Εποµένως, s+s1 = 0. Τώρα, 
αφού το Α είναι διατάξιµο, από το 3 του θεωρήµατος 1, s = s1 = 0. Εξ άλλου, 
ήδη, από την s+s1 = 0 υποχρεωνόµαστε να έχουµε p+p1 = 0, δηλαδή, p = -p1. 
Οµως, αφού το Ρ είναι προηµίκωνος, αυτό συνεπάγεται ότι p = p1 = 0. Τώρα, 
αφού p =0 και s = 0, είναι και p-xs = 0.  
Αρα, P´ ∩ -P´ ={0}. & 
 
Λήµµα 3. Σε διατάξιµο σώµα Α, γιά κάθε προηµίκωνο Ρο, υπάρχει υποσύνολο Ρ 
του Α, µε Ρ ⊇ Ρο και µε την ιδιότητα ή ο Ρ ή ο -Ρ να είναι ηµίκωνος του Α. 
Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο Σ των προηµικώνων του Α, που περιέχουν 
τον Ρο εφοδιασµένο µε την σχέση του περιέχεσθαι ( ⊆ ). Ακριβώς όπως στην 
απόδειξη του λήµµατος 1 (σελ. 3-4), διαπιστώνουµε ότι αυτό είναι επαγωγικό. 
(Π.χ. Γιά την ένωση µιάς ολικώς διατεταγµένης µε την ⊆ οικογενείας , έχουµε 
ότι, αφού κάθε Ρ´ της έχει µε το -Ρ´ κοινό στοιχείο µόνο το 0, το ίδιο ισχύει και 
γιά την ένωση των Ρ´ σε σχέση µε την ένωση των -Ρ´.) Απόδειξη. Με εις 
άτοπον απαγωγή. Εστω ότι οι δύο αυτές ενώσεις είχαν κοινό στοιχείο α ≠ 0. 
Τότε, θα υπήρχε Pi και -P΄j, µε α∈Pi ∩ -P΄j.  
Αφού η i = j αποκλείεται, θα ήταν ή i < j ή i > j.  
Εστω ότι i < j. Τότε, Pj ∩ -P΄j = {0} και Pi ⊆ Pj. Ατοπο.) Αρα, ισχύει το λήµµα 
του Zorn, σύµφωνα µε το οποίο, υπάρχει στο Ρ ένα τουλάχιστο στοιχείο 
αξεπέραστο προς τα επάνω. Ας καλέσουµε Ρ ένα τέτοιο στοιχείο. Ετσι, ο Ρ 
είναι αξεπέραστος προς τα επάνω προηµίκωνος, µε Ρ ⊇ Ρο. Εστω, τώρα, ένα 
στοιχείο x του Α µε x∉Ρ.  
Κατά το λήµµα 2, υπάρχει, τότε, προηµίκωνος Ρ΄ ⊇ Ρ µε -x∈Ρ΄. Οµως, ο Ρ 
είναι αξεπέραστος προς τα επάνω. Αρα, Ρ΄ = Ρ. Εποµένως, -x∈Ρ.  
Αρα, Α = Ρ ∪ -Ρ. Συνεπώς, ο Ρ ή ο -Ρ είναι ηµίκωνος. (Είναι εκείνος, στον 
οποίο ανήκει το 1). 
 
Πόρισµα 1. Σε διατάξιµο σώµα Α, το SA ισούται µε την τοµή όλων των 
ηµικώνων του. 
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Απόδειξη. Αφού το Α είναι διατάξιµο, 1∈SA
. και το SA είναι προηµίκωνος. 

Εστω ότι x∉ SA. Από την σύνθεση των ληµµάτων 2 και 3 έπεται ότι υπάρχει 
ηµίκωνος Ρ του Α, µε Ρ ⊇ SA και -x∈Ρ, άρα, και µε x∉Ρ. & 
 
Πόρισµα 2. Ενα σώµα είναι διατάξιµο αν, και µόνον άν, επιδέχεται ηµιδιάταξη.  
Απόδειξη. α) Οταν το Α είναι διατάξιµο, επιδέχεται διάταξη, άρα, και 
ηµιδιάταξη. β) Εστω ότι το Α έχει ηµίκωνο Ρ. Από την Η΄), 1∈Ρ, άρα, (και 
χωρίς το πόρισµα 1), SA ⊆ Ρ [από την Η΄), πάλι].  
Από την Ρ.3), Ρ ∩ -Ρ = {0}, άρα, -1∉Ρ. Εποµένως, κατά µείζονα λόγο, -1∉ SA. 
Αρα, κατά το θεώρηµα 1, το Α είναι διατάξιµο. & 
 
Πρόταση 5΄. Ας είναι  Ρ1, Ρ2 ηµίκωνοι σώµατος Α. Τότε, η Ρ1 ⊆ Ρ2 συνεπάγεται 
την Ρ1 = Ρ2. 
Απόδειξη. Με εις άτοπον απαγωγή. Εστω ότι υπάρχει στοιχείο  
x ≠ 0, που ανήκει στον Ρ2 και δεν ανήκει στον Ρ1. Τότε, από τη Ρ.4), -x∈Ρ1, 
άρα, κατά µείζονα λόγο, και -x∈Ρ2. Εποµένως, το x ≠ 0 ανήκει στην Ρ2 ∩ -Ρ2

. 

άτοπο. & 
 
Ορολογία. Μιά ηµιδιάταξη ονοµάζεται γνήσια, όταν δεν είναι διάταξη. 
 
Πόρισµα 3. Οταν το Α δέχεται µιά και µόνον ηµιδιάταξη, αυτή δεν είναι γνήσια. 
και, εποµένως, είναι διάταξη του Α και, µάλιστα, η µοναδική διάταξη, που 
δέχεται. 
Απόδειξη. Από το πόρισµα 2, αφού το Α επιδέχεται ηµιδιάταξη, είναι 
διατάξιµο. Εποµένως, έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό κώνο Ρ. Κάθε θετικός 
κώνος είναι και ηµίκωνος, άρα, και ο Ρ είναι ηµίκωνος. Μα, από υπόθεση, το 
Α έχει έναν µοναδικό ηµίκωνο. Εποµένως, ο Ρ είναι ο µοναδικός ηµίκωνος και 
κώνος του Α. Αρα, η µοναδική ηµιδιάταξη του Α είναι και διάταξη. & 
 
Λήµµα 5. Ας είναι η ≤ ηµιδιάταξη σώµατος Α. Τότε, γιά κάθε δύο στοιχεία α, β 
που ανήκουν στο Α, ισχύουν τα επόµενα: 

(1) Η  0 < α  συνεπάγεται την 0 < 
α
1

. 

(2) Η  0 < α < β  συνεπάγεται την βα2 < αβ2. 

(3) Η  0 < α < β  συνεπάγεται την 
α
1

β
1
< . 

(4) Η  1 <  β  συνεπάγεται την β < β2. 
(5) Η  0 < α < 1 συνεπάγεται την α2 < α. 
(6) Η  0 < α < β, µε α∈SA συνεπάγεται την α2 < β2. 
(7) Η  0 < α < β, µε β∈SA συνεπάγεται την α2 < β2. 
 

Απόδειξη. (1) Από την ΡΑ2 ⊆ Ρ, 0 < α 
α
1

α
1 2

=





 . 

(2) Από την Ρ.1), β-α > 0. Τότε, από την ΡΑ2 ⊆ Ρ,  

                                 0 < 

α
1

αβ
1
1

+
−

β2 = αβ2-βα2. Τότε, από την Ρ.1), βα2 < αβ2. 

(3) Από την (2), αβ2-βα2 > 0. Αρα, και (αβ2-βα2)
2

αβ
1








 > 0. Αρα, 

βα
11

−  > 0. 
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                       Από την Ρ.1), 
β
1

 < 
α
1

 . 

(4) Η (2), µε α = 1. 
(5) Η (2), µε β = 1. 

  (6) Από την (2), βα2 < αβ2 και, από υπόθεση, α∈SA, άρα, και 
α
1
∈SA,  

άρα, 
α
1

(αβ2-βα2) > 0, άρα, βα < β2.  

Επίσης, από τις 0 < α < β και α∈SA, α2 < αβ.  
Από τις α2 < αβ και αβ < β2, α2 < β2. 
(7) Οµοια. & 
 
Κάνουν και την εξής διαπίστωση: 
 
Παρατήρηση. Μιά ηµιδιάταξη σώµατος Α είναι διάταξη (συµβιβαστή) αν, και 
µόνον αν, γιά κάθε δύο στοιχεία α, β του Α, µε 0 < α < β, είναι και α2 < β2. 
Απόδειξη. Εστω ότι η ≤ είναι ηµιδιάταξη επάνω στο Α. Γιά να είναι διάταξη, 
θα πρέπει, γιά κάθε τρία στοιχεία α, β, γ του Α, από τις α ≤ β και 0 ≤ γ, να 
έπεται η αγ ≤ βγ. Υποθέτουµε, πρώτα, ότι 0 < α < β και 0 < γ. Εστω ότι 
συνέβαινε αγ > βγ. Τότε, θα ήταν και (αγ)2 > (βγ)2, δηλαδή α2γ2 > β2γ2, δηλαδή, 
(α2-β2)γ2 > 0.  
Εξ άλλου, από την β2-α2 > 0 και την γ2 > 0, έπεται ότι (β2-α2)γ2 > 0.  
Αρα, (β2-α2)γ2 > 0 και (β2-α2)γ2 < 0, αντίθετα µε την Ρ ∩ -Ρ = {0}. Αρα, 
αποκλείεται να είναι αγ > βγ. Εποµένως, αγ ≤ βγ, δηλαδή, (β-α)γ ≥ 0. Τώρα, 
αφού είµαστε σε σώµα, οι β-α > 0 και γ > 0 συνεπάγονται ότι (β-α)γ ≠ 0, άρα, 
ότι (β-α)γ > 0. 
Προφανής περιπτωσιολογία, όταν δεχώµαστε και δυνατότητα = στις υποθέσεις 
0 ≤ α ≤ β και 0 ≤ γ. Εστω, τώρα, ότι, γενικά, α ≤ β και 0 ≤ γ. Τότε, β-α ≥ 0 και 
0 ≤ γ. Αν, µεν, η µιά, τουλάχιστον, είναι ισότητα, φανερά, (β-α)γ = 0, άρα,    
(β-α)γ ≥ 0. Εστω, λοιπόν, ότι β-α > 0 και 0 < γ. Από τα προηγούµενα έπεται ότι 
(β-α)γ > 0, άρα, και ότι βγ > αγ.        
2) Η αντίστροφη συνεπαγωγή, γνωστή. & 
 
 
 

 
Αρχιµήδειες διατάξεις και ηµιδιατάξεις 

 
Ορισµός. Μιά ηµιδιάταξη καλείται αρχιµήδεια αν, γιά κάθε α∈Α, υπάρχη 
φυσικός αριθµός ν, µε α < ν. 
 
Ισοδύναµος (φανερά) ορισµός: Ο ίδιος, µε �ρητός� όπου �φυσικός�. 
 
Πρόταση 6. Μιά ηµιδιάταξη ≤ είναι  αρχιµήδεια αν, και µόνον αν, το Q είναι  
πυκνό στο Α ως προς την ≤ (δηλαδή, αν γιά κάθε δύο στοιχεία α, β του Α, µε   
α < β υπάρχη ρητός ρ µε α < ρ < β). 
Απόδειξη. 1) Το ικανό: Καθώς είδαµε, γιά κάθε α∈Α, α < α+1. Τώρα, αφού το 
Q είναι πυκνό στο Α ως προς την ≤ (εποµένως, το Q είναι υποσύνολο του Α), 
υπάρχει ρητός ρ, µε α < ρ < α+1.    2) Το αναγκαίο. Κατ� αρχήν, από υπόθεση, 
το Q είναι υποσύνολο του Α. Εδώ, η απόδειξη στηρίζεται σε επανειληµµένη 
εφαρµογή του λήµµατος 5 (στην προηγούµενη σελίδα). Από τους ορισµούς, η 
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α < β (γιά στοιχεία α, β του Α) συνεπάγεται την 0 < β-α. Από την (1) (του 

λήµµατος 5), τότε και 0 < 
αβ −
1

 . Τώρα, από την υπόθεση ότι η ≤ είναι 

αρχιµήδεια, υπάρχει φυσικός ν, µε 
αβ −
1

 < ν. Η (3) δίνει, τότε, ότι 
ν
1

 < β-α. 

(Αυτά, θα ήταν προφανή γιά διάταξη  ≤, αλλά, εδώ έχουµε µόνον ηµιδιάταξη 
≤). Αφού το Q είναι υποσύνολο του Α, γιά κάθε ρητό ρ και γιά κάθε στοιχείο α 
του Α, ρα∈Α. Εξ άλλου, αφού η ≤ είναι αρχιµήδεια, υπάρχουν φυσικοί > από 

τον να (τα α, β και ν, της 
ν
1

 < β-α). Εστω µ ο µικρότερός τους. Σαν στοιχείο 

του Q, ο µ, είναι ή < ή ≥ από τον νβ. Ας δούµε, αν µπορή να είναι ≥ . Εστω ότι 
νβ ≤ µ. Τώρα, νβ-να = ν(β-α). Οµως, το ν = 1+ . . . +1 είναι άθροισµα 
τετραγώνων, άρα, ν(β-α) ≥ 0, άρα > 0. Εποµένως, νβ-να > 0. Αφού, λοιπόν, ο µ 
είναι ≥ από τον νβ και είναι ο ελάχιστος φυσικός που είναι > από το να,  

νβ-να ≤ 1, άρα, µ(β-α) ≤ 1, εποµένως, 1-ν(β-α) > 0. Τώρα, αφού το 
ν
1

 είναι 

άθροισµα τετραγώνων (βλ. την παραπάνω πρόταση 4 και την απόδειξή της), 

µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη της ανισότητας επί 
ν
1

 .  

Λαβαίνουµε 
ν
1

 - (β-α) ≥ 0, άρα, 
ν
1

 ≥ β-α, άτοπο. Αρα, µ < νβ.  

Λοιπόν, να < µ < νβ. Με την ίδια συλλογιστική, πολλαπλασιάζουµε όλα τα 

µέλη επί  
ν
1

  . Λαβαίνουµε α < 
ν
µ

 < β. 

 
Βελτίωση διατυπώσεως. Αµέσως µετά τον ορισµό της ηµιδιατάξεως, 
µπορούµε να δείξουµε ότι, αν 0 < α < β και γ∈SA (δηλαδή, το γ είναι άθροισµα 
τετραγώνων), θα είναι και αγ < βγ.  
Πράγµατι, από τους ορισµούς, τότε, β-α > 0, άρα και (β-α)γ > 0, άρα,  
βγ-αγ > 0, άρα, αγ < βγ. Αυτό, χρησιµοποιήθηκε στην τελευταία απόδειξη. 
Από την πρόταση 6, βλέπουµε ότι, αν ταυτοποιήσουµε τα ισόµορφα 
ηµιδιατεταγµένα σώµατα, το οποιοδήποτε αρχιµήδειο ηµιδιατεταγµένο σώµα 
δεν είναι τίποτε άλλο από ένα υπέρσωµα του Q, µε το Q πυκνό σ� αυτό, ως προς 
την ≤ . Είναι  φυσικό, τώρα, να αναρωτηθούµε µήπως ισχύη κάτι περισσότερο. 
δηλαδή, να είναι και υπόσωµα του σώµατος R των πραγµατικών (έχουµε, �γιά 
µιά στιγµή�, ταυτοποιήσει όλα τα ηµιδιατεταγµένα ισόµορφα). 
 
Θεώρηµα. Κάθε αρχιµήδεια ηµιδιάταξη είναι διάταξη. 
Απόδειξη. Ας είναι  0 < α και 0 < β, γιά α, β στοιχεία του Α, διαφορετικά 
µεταξύ τους. Θα είναι ή α < β ή β < α. ∆ιατυπώνουµε την απόδειξη µε α < β. 
Από την γενική παρατήρηση γιά την πρόσθεση, που κάναµε πιό πάνω, β < 
β+2α, άρα, και β-α < β+α. Από την υπόθεση ότι η ≤ είναι αρχιµήδεια, υπάρχει 

ρητός 
ν
µ

, µε β-α < 
ν
µ

 < β+α. Από την πρόταση 4, 
ν
µ

 ∈ SA. Τώρα, από τις (6) 

και (7) (του λήµµατος 5), τα τελευταία συνεπάγονται ότι (β-α)2 < 2

2

ν
µ

  και 
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2

2

ν
µ

 < (β+α)2. Αρα, και ότι  (β-α)2 < (β+α)2, άρα, ότι (β+α)2-(β-α)2 > 0. Φυσικά, 

(β+α)2-(β-α)2 = 4αβ, εποµένως, 4αβ > 0. Τώρα, αφού 
4
1
∈SA, αβ > 0. & 

 
Πόρισµα. Οι έννοιες του διατεταγµένου και του ηµιδιατεταγµένου αρχιµηδείου 
σώµατος συµπίπτουν. 
 
Υπενθύµιση. Αλγεβρικός αριθµός καλείται κάθε ρίζα αλγεβρικής εξισώσεως 
µε ακέραιους συντελεστές. 
 
Θεώρηµα. Κάθε ηµιδιάταξη σώµατος αλγεβρικών αριθµών είναι αρχιµήδεια 
διάταξη. 
Απόδειξη. Προκαταρκτική παρατήρηση: Αρκεί να δείξουµε ότι η ηµιδιάταξη 
είναι αρχιµήδεια. Ας είναι, λοιπόν, ο α αλγεβρικός αριθµός. Αν α ≤ 1, δεν 
αποµένει τίποτα γι� απόδειξη. Υποθέτουµε, λοιπόν, α > 1.  
Πρίν προχωρήσουµε στην απόδειξη, καλύπτουµε ένα κενό. Ας δοκιµάσουµε να 
ορίσουµε �απόλυτη τιµή� στο ηµιδιατεταγµένο σώµα Α.  
Σε κάθε στοιχείο του, αντιστοιχίζουµε, βέβαια, αν είναι ≥ 0, τον εαυτό του. αν 
όχι, τον αντίθετό του. Από προηγούµενο γενικό συλλογισµό έπεται, τότε, ότι, 
και πάλι, γιά κάθε δύο στοιχεία α, β του Α, βα +  ≤ α + β  (χρησιµοποιούµε 

αυθαίρετα τον συµβολισµό ). Τώρα, µε τον ορισµό αβ  = ή το αβ ή το 

αντίθετό του. Τι είναι, εδώ το α β .  

Οτι είναι > 0, δεν ειναι εξασφαλισµένο. Εστω, τώρα, ότι α β  < 0. Εξετάζουµε 
τις διάφορες δυνατές περιπτώσεις. 
1) α > 0 και β > 0. Τότε, αβ < 0 αν, και µόνον αν, -αβ > 0. Εποµένως, σε κάθε 
περίπτωση, βα  = αβ . 

2) α > 0 και β < 0. Τότε, α(-β) > 0 (αντ. < 0) αν, και µόνον αν, (-α)(-β) < 0 (αντ. 
> 0). Τώρα, α(-β) = -αβ και (-α)(-β) = αβ.  
Ετσι, σε όλες τις περιπτώσεις, βα  = αβ . Βέβαια, το  κακώς 

χρησιµοποιείται, εδώ, αφού δεν έχουµε και την ιδιότητα αβ  = βα , αλλά η 
χρήση αυτή γίνεται γιά οπτική ευκολία. Προχωρούµε, τώρα, στην κυρίως 
απόδειξη. Θ� αποδείξουµε, πρώτα, ότι 1 < α < α2 < α3 <  . . .  .Το 1 < α, είναι η 
ίδια η υπόθεση. Από την (4) (Λήµµα 5) έπεται, τότε, ότι α < α2. Αρα, 1 < α < 
α2. Πολλαπλασιάζοντας επί α2, λαβαίνουµε α2 < α3 < α4. Με τελεία επαγωγή, 
συµπληρώνεται η απόδειξη της ακολουθίας αυτής ανισοτήτων. 

Πόρισµα. Γιά κάθε φυσικό µ ≥ 1, 1 < αµ. Τώρα, από την (3), µα
1

 < 1, ενώ, από 

την (1), 0 < µα
1

 . Ετσι, 0 < µα
1

 < 1 . Αφού το α είναι αλγεβρικός αριθµός, 

υπάρχουν φυσικός ν ≥ 1 και ρητοί β1,  . . .  , βν, µε αν+β1αν-1+  . . .  +βν = 0. 
∆ιαιρούµε διά αν-1. 

Τότε, -α = β1+  . . .  + 1−ν
ν

α
β

 .  

Εποµένως, και  α−  ≤ 1β +  . . .  + 1−ν
ν

α
β

,  δηλαδή 
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α−  ≤ 1β +  . . .  + 1−ν
ν

α
β

 = 1β +  . . .  + 1−ν
ν

α

β
 < 1β +  . . .  + νβ  .& 

 
Σηµείωση 1.. Η πορεία, που ακολουθήσαµε στα παραπάνω Μέρος Πρώτο και 
Μέρος ∆εύτερο της Πέµπτης Ενότητας, είναι η πορεία του Alexander Prestel 
στο βιβλίο του Lectures on Formally Real Fields (Lecture Notes 1093, 
Springer, 1984), σελ. 1-10. 
 
Η ανάπτυξη, που κάναµε στις συνοπτικές αποδείξεις του, και κάποιες 
παρατηρήσεις και σχόλια, που προσθέσαµε, είναι η αιτία γιά την µεγαλύτερη 
έκταση, που έχουν, εδώ, τα πράγµατα.  
     
 
 
Σηµείωση 2. Η αρχική παιδεία µου, στο θέµα αυτό, οφείλεται στο 6ο κεφάλαιο 
της �Αλγέβρας� των �Στοιχείων Μαθηµατικής� του Bourbaki. 
 
Σηµείωση 3. Ο διαπρεπής Αµερικανός µαθηµατικός Irving Kaplansky, σε 
µαθήµατά του στο Πανεπιστήµιο του Σικάγου, κάνει µιά αναδιατύπωση της 
θεωρίας του Serre. Αν και πολύ περιληπτική, έχει αξιοσηµείωτες εµφάσεις, 
χαρακτηριστικό, πάντα, των κειµένων του βαθυστόχαστου αυτού 
µαθηµατικού, µε το ιδιαιτέρως ευρύ φάσµα γνώσεων. 
     Ακολουθώντας µία διεθνή πρακτική, οναµάζει τυπικά πραγµατικό (formally 
real) ένα σώµα όταν, σ� αυτό, το -1 δεν µπορή να εκφραστή σαν άθροισµα 
τετραγώνων. 
     Από την άλλη µεριά, σε διατεταγµένο σώµα Α, θεωρεί αντί γιά τον θετικό 
κώνο του Ρ, το Ρ* = Ρ\{0}. Η πρώτη ενδιαφέρουσα επισήµανση, τώρα, είναι 
πως το Ρ* είναι υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας Α* = Α\{0}. Την 
ιδιότητα αυτήν του Ρ*, την ονοµάζει, γιά µεταγενέστερη χρήση, ιδιότητα (a). 
Ιδιότητα (b) ονοµάζει την Ρ*+Ρ* ⊆ Α*, (c) την Α*2 ⊆ Ρ* και (d), την ιδιότητα: Η 
υποοµάδα Ρ* της Α* έχει σ� αυτήν δείκτη 2. 
     Η δεύτερη επισήµανση του Kaplansky (αναδιατύπωση του αρχικού 
προβληµατισµού του Serre) είναι: �Τα παραπάνω µας εµπνέουν στο να 
µελετήσουµε τα σύνολα που ικανοποιούν τις (a), (b) και (c). το σχέδιό µας 
είναι να τα επεκτείνουµε ώστε να γίνουν αξεπέραστα προς τα επάνω. µε την 
προσδοκία, τότε, να ικανοποιούν και την (d).� 
      
Επεξήγησή µας. (Οι αναφορές µας είναι στο Πρώτο µέρος αυτής της 
Ενότητας.) Ουσιαστικά, η (b) είναι η Ρ.1). η (d), οι Ρ.3) και Ρ.4), µαζί. Γιά την 
(a) και γιά την (c): Από τις Ρ.2), Ρ.3) και Ρ.4) έπεται η 1∈Ρ*. εποµένως, και η 
Α*2 ⊆ Ρ*, δηλαδή, η (c). Τώρα, από τις ρ.2) και (c) έπεται ότι, όταν α∈Ρ*, και 

21







α

α ∈Ρ*. εποµένως, ότι το Ρ* είναι πολλαπλασιαστική οµάδα, άρα, 

υποοµάδα της Α*. 
     Η πορεία του Kaplansky, γιά να αποδείξη ότι κάθε τυπικό πραγµατικό 
σώµα είναι διατάξιµο, είναι η επόµενη: 
   
   Θεώρηµα 1. Ας είναι το Α1 σώµα και το Σ µία υποοµάδα της Α*, µε τις 
ιδιότητες (b) και (c). Ας είναι, τώρα, το x στοιχείο της Α*, τέτοιο ώστε x∉S. 
Τότε, το S+Sx είναι και αυτό υποοµάδα της Α*, που έχει την ιδιότητα (b).  
 ∆ιατυπώνουµε, παρακάτω, την απόδειξή του πιό αναλυτικά. 
Απόδειξη. Το S+Sx έχει, φανερά, την ιδιότητα (b). γιατί,  
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(S+Sx)+( S+Sx) ⊆ (S+S)+(S+S)x ⊆ S+Sx. Αποδεικνύουµε, τώρα, µε εις 
άτοπον απαγωγή, ότι 0∉S. ∆ηλαδή: Γιά στοιχεία s1 και s2 του S, η s1+s2x = 0 
συνεπάγεται, αφού το S είναι πολλαπλασιαστική οµάδα, την -x = s1s2

-1, άρα, 
την -x∈S, σε αντίφαση µε την υπόθεση -x ∉S. Εποµένως, 0∉S. Γιά τον 
πολλαπλασιασµό: (S+Sx)(S+Sx) = S2+(S+S)x+S2x2 ⊆ S+Sx+Sx2 ⊆ S+Sx, 
αφού, από την (c), Αx2 ⊆ S (και, εποµένως, x2∈S). Αποµένει να δείξουµε ότι 
γιά κάθε ζεύγος (s1,s2) στοιχείων του S, υπάρχει, στο S+Sx, αντίστροφο του 
στοιχείου του s1+s2x. Γι� αυτό, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι, αφού s1+s2x ≠ 0, 

η Α* έχει το στοιχείο 
xss

1

21 +
. ακόµα, ότι  

xss
1

21 +
= (s1+s2x)

2

21 xss
1









+

.  

Τώρα, αφού ο πρώτος παράγων ανήκη στο S+Sx και ο δεύτερος στο Α*2, άρα, 
και στο S, το γινόµενο αυτό είναι στοιχείο του S(S+Sx). δηλαδή, του S2+S2x. 
εποµένως, και του S.  & 
 
 Προχωρεί, τώρα, ο Kaplansky, προς το θεώρηµα 2. 
Τώρα, αρχίζουµε την διαδικασία της επεκτάσεως. Σ� ένα τυπικά πραγµατικό 
σώµα Α, το ελάχιστο σύνολο που ικανοποιεί τις (a), (b) και (c) είναι το σύνολο 
των µη µηδενικών αθροισµάτων τετραγώνων του. [Σηµείωση. Αν το Α δεν 
είναι  τυπικά πραγµατικό, δεν υπάρχει τέτοιο υποσύνολο του Α. Ιδιαιτέρως, 
όταν το Α δεν είναι τυπικά πραγµατικό, το θεώρηµα 1 είναι κενό (vacuus).] 
Εφαρµόζουµε, τώρα, το λήµµα του Zorn. Ας είναι το Ρ* αξεπέραστο προς τα 
επάνω ως προς τις (a),(b) και (c). Έπεται, τότε, από το θεώρηµα 1 ότι, γιά κάθε 
µη µηδενικό στοιχείο x του Α, είτε το x είτε το -x θα ανήκη στο Ρ*. Είναι 
ζήτηµα ρουτίνας, τώρα, να διαπιστώσουµε ότι, αν πάρουµε αυτό το Ρ* σαν 
σύνολο των > 0 στοιxείων του Α, το Α γίνεται διατεταγµένο σώµα. 
Συνοψίζουµε: 
 
Θεώρηµα 2. Ας είναι το Α ένα σώµα τυπικά πραγµατικό. Τότε, το Α είναι 
διατάξιµο. Ακόµα, αν το S είναι µιά υποοµάδα του Α* που έχει τις ιδιότητες (a), 
(b) και (c), υπάρχει διάταξη του Α στην οποία τα στοιχεία του S να είναι όλα > 
0. 
 
Σχόλιά µας. 1. Το µέρος �Ας είναι . . . διατάξιµο� του θεωρήµατος 2 είναι το 
θεώρηµα Artin-Schreier [ακριβέστερα, η συνεπαγωγή 2) ⇒ 1), στην 
διατύπωση του θεωρήµατος αυτού στο Πρώτο µέρος της Ενότητας αυτής]. Το 
υπόλοιπο µέρος είναι πόρισµα του λήµµατος του Serre. Γιά να φανή αυτό, 
αναδιατυπώνουµε έτσι το υπ� όψη λήµµα: Σε τυπικά πραγµατικό σώµα, γιά 
κάθε προθετικό κώνο του Ρο, υπάρχει διάταξη του Α, στην οποία όλα τα στοιχεία 
του Ρ0

* = Ρ\{0} να είναι > 0. Τώρα, οι υποοµάδες της Α*, που θεωρεί ο 
Kaplansky, είναι, αν τις εµπλουτήσουµε, σαν σύνολα, µε το 0, προθετικοί 
κώνοι. Απόδειξη. Θέτουµε: Ρ0 = Ρ0

*∪{0}. Τώρα: Από την (b), Ρ0+Ρ0 ⊆ ρ0, η 
Ρ.1). Από την (a), Ρ0Ρ0 ⊆ Ρ0, η Ρ.2). Από την (c), Α2 ⊆ Ρ0, η Ρ΄.4) Αποµένει, 
γιά εξακρίβωση, η Ρ΄.3), δηλαδή, η n-1 ∉ Ρ0. Θα τη εξαγάγουµε, σαν άµεσο 
πόρισµα, από την εξής, γενικώτερη, παρατήρηση: Αν ένα υποσύνολο Γ του 
Α*ικανοποιή τις (b) και (c), τότε, -1∉Γ. Απόδειξη. Με εις άτοπον απαγωγή. 
Έστω ότι -1∈Γ. Αφού Α2 ⊆ Γ, 1∈Γ. Τώρα, αφού ισχύει η (b), (-1)+(1)∈Γ. 
Όµως, (-1)+(1) = 0, ενώ 0∉Γ. Άτοπο. Άρα, -1∉Γ.   & 
 Εποµένως ο Ρ0 είναι προθετικός κώνος. Τώρα, αφού το Α είναι, από υπόθεση, 
τυπικά πραγµατικό σώµα, -1∉SA και, εποµένως, το SA είναι προθετικός κώνος. 
Άρα, το Α έχει έναν, τουλάχιστον, προθετικό κώνο. 
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2. Αναφερόµαστε στην µέσα σε παρένθεση �Σηµείωση� του Kaplansky. Την 
βελτιώνουµε έτσι: Αν το Α δεν είναι τυπικά πραγµατικό, δεν υπάρχει υποσύνολό 
του Α* που να ικανοποιή τις (a) και (b).  
Απόδειξη. Με εις άτοπον απαγωγή. Έστω ότι υπάρχει ένα τέτοιο υποσύνολο 
Γ. Αφού το Α δεν είναι τυπικά πραγµατικό, υπάρχει άθροισµα τετραγώνων 
στοιχείων του, όχι όλων µηδενικών, που να είναι ίσο µε το µηδέν. Από την (c), 
τα τετράγωνα αυτά ανήκουν όλα στο Γ. Άρα, από την (b), και το άθροισµά 
τους ανήκει στο Γ. Εποµένως, 0∈Γ. Άτοπο, αφού Γ ⊆ Α*.  & 
 
3. Κάτι προφανές Ανεξάρτητα από το αν το Α ≠ {0} είναι τυπικά πραγµατικό 
(= διατάξιµα) ή όχι, Α2 ⊆ SA, άρα, Α*2 ⊆ SA

*, όπου SA
* = SA\{0}. Τώρα, αν β1, 

και β2 µη µηδενικά στοιχεία του SA, και το γινόµενό τους είναι µη µηδενικό 
(γιατί είναι στοιχείο της οµάδας Α*). Εξ� άλλου, SASA ⊆ SA.  
Εποµένως, SA

* SA
* ⊆ SA

*. Βέβαια, 1 ≠ 0 και 1∈ SA. Άρα, 1∈SA
*. Τέλος, αν 

α∈SA, και α ≠ 0, από την Πρόταση 4.3) του Πρώτου µέρους έχουµε ότι και 

α
1
∈SA

. και βέβαια, 
α
1
≠ 0. εποµένως, 

α
1
∈SA

*. Συµπέρασµα: Σε κάθε σώµα Α 

µε Α ≠ {0}, το SA
* = SA\{0} είναι υποοµάδα της Α*. δηλαδή, έχει την ιδιότητα 

(a). και, καθώς είδαµε, και την (c). 
 
4. Προφανής συνέπεια των 2 και 3: Το SA

* ικανοποιεί τις (a), (b) και (c), αν, 
και µόνον αν, -1∉SA

* (δηλαδή, το Α είναι τυπικά πραγµατικό). 
 
5. Προφανής συνέπεια των 2 και 4: Υπάρχει υποσύνολοτου Α* που να ικανοποιή 
τις (b) και (c) αν, και µόνον αν, -1∉SA

* (δηλαδή, το Α είναι τυπικά πραγµατικό). 
 
6. Γιά κάθε µη κενό υποσύνολο Β του Α* που ικανοποιεί την (b), Β∩-Β = ∅. 
Απόδειξη. Με εις άτοπον απαγωγή. Έστω ότι υπάρχει στοιχείο β του Α*, µε 
β∈Β και β∈-Β. Τότε, αφού β∈-Β, υπάρχει στοιχείο β1 του Β, µε -β1 = β. 
Εποµένως, από την (b), στο Β, β+β1∈Β. Όµως, αφού β = -β1, β+β1 = 0. Άτοπο. 
Άρα, Β∩-Β = ∅  & 
 
7. Συνέπεια της παρατηρήσεώς µας 6 είναι και το επόµενο συµπέρασµα: Έστω 
ότι Α ≠ {0} και ότι ένα υποσύνολο Β του Α, µε Β  ⊇ {0} έχει, αν Β ⊃ {0}, τις 
επόµενες ιδιότητες: 1) Το Β* = Β\{0} ικανοποιεί την (a) (δηλαδή, είναι 
υποοµάδα της Α*).  
2) Β+Β ⊆ Β [δηλαδή, την Π.1)]. και 3) -1∉Β [δηλαδή, την Ρ΄.3)].  
Τότε, Β ∩ -Β = {0}. Απόδειξη. Το ότι 0∈Β ∩ -Β είναι προφανής συνέπεια της 
υποθέσεως Β ⊇ {0}. Κάνουµε, τώρα, εις άτοπον απαγωγή και 
επαναλαµβάνουµε τους συλλογισµούς του 6, που µας οδηγούν, γιά β ≠ 0, και 

β∈Β ∩ -Β, στο συµπέρασµα β = -β1, άρα, αφού β ≠ 0, και στο 11

1

−=
β
β . Από 

την υπόθεση (a), 
1

1
β

∈Β*. Εποµένως, -1∈Β*. άρα, -1∈Β, άτοπο.  

Εποµένως, Β ∩ -Β = {0}. ο.ε.δ. 
 
8. Ας ξανάρθουµε, τώρα, στο αντικείµενο του λήµµατος του Serre, όταν το Α 
είναι σώµα ≠ {0}. Κάνουµε την υπόθεση -1∉SA

*. Τότε, -1∉SA. και, εποµένως, 
το SA είναι προθετικός κώνος. Άρα, ισχύει η υπόθεση του λήµµατος του Serre 
ότι το Α έχει προθετικό κώνο. Εξ� άλλου το SA

*, τότε, ικανοποιεί, σύµφωνα µε 
το 4, τις (a), (b) και (c). Θεωρούµε, τώρα, το σύνολο των προθετικών κώνων 
του Α(αυτοί αναγκαία, περιέχουν όλοι τον προθετικό κώνο SA) που έχουν την 
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επί πλέον ιδιότητα: Αν το Ρ0 οποιοσδήποτε απ� αυτούς, το Ρ0
* = Ρ0\{0} έχει την 

ιδιότητα (a). [Από τις προηγούµενες υποθέσεις, ικανοποιεί και τις (b) και (c).] 
Ας εφαρµόσουµε σ� αυτό το σύνολο (υποσύνολο του συνόλου των προθετικών 
κώνων του Α) την αποδεικτική διαδικασία µε την οποία ο Serre φτάνει στο 
συµπέρασµα �Ρ ∪ -Ρ = Α�. Εδώ, ο Ρ είναι αξεπέραστο προς τα επάνω, ως προς 
το ⊆, στοιχείο του συνόλου των προθετικών κώνων που θεωρήσαµε. Η 
απόδειξη του Serre, γι� αυτό, εξακολουθεί να ισχύη. Τώρα, αφού ο καθένας 
από τους παραπάνω προθετικούς κώνους Ρ0 ικανοποιεί τις υποθέσεις που 
γίνονται στο 7 γιά το Β, Ρ0 ∩ -Ρ0 = {0}. Άρα, και Ρ ∩ -Ρ = {0}. Εποµένως, ο Ρ 
είναι θετικός κώνος.  ο.ε.δ. 
 
9. Η διαπίστωση, που κάνει ο Serre, στην περίπτωση του δακτυλίου µε 1 ότι, 
στην αποδεικτική πορεία του, η Ρ ∪ -Ρ = Α συµπληρώνεται µε την Ρ ∩ -Ρ = 
πρώτο ιδεώδες, ρίχνει πρόσθετο φώς στο θέµα και είναι αναντικατάστατη. 
Όµως, στην ειδική περίπτωση που ο δακτύλιος αυτός είναι σώµα (δηλαδή, 
αυτήν που µας ενδιαφέρει γιά το θεώρηµα Artin-Schreier και την πάνω σ� αυτό 
βασισµένη θεωρία των διατεταγµένων σωµάτων), ήταν λογικό να ζητήση 
κανείς ν� αντικαταστήση το δεύτερο αυτό µέρος (ιδεώδη) της αποδεικτικής 
πορείας του Serre µε κάτι το πιό άµεσο. Αυτό κάναµε στο παραπάνω 8, 
συνέπεια της �ανατοµικής� σπουδής (φανερά απλής) που κάναµε στα 1-8. 
 
10. Καθώς είδαµε, την αφορµή (και περισσότερο) γιά την απλοποίησή µας της 
αποδείξεως του Serre στην περίπτωση του σώµατος, µας την έδωσε το κείµενο 
του Kaplansky. Τώρα, στην συνοπτική απόδειξή του, που την εκθέσαµε πριν 
από την εκφώνηση του θεωρήµατος 2, δεν εµφανίζεται καθόλου απόδειξη του 
ότι Ρ* ∩ -Ρ* = ∅ (της ισότητας που αντιστοιχεί στην Ρ ∩ -Ρ = {0} του Serre). 
και δεν είναι καταφανές ότι η παραπάνω απόδειξή µας είναι �ζήτηµα 
ρουτίνας�. Το κυριώτερο, όµως, είναι το εξής: Όταν ο Kaplansky εφαρµόζει το 
θεώρηµα 1 στο αξεπέραστο προς τα επάνω Ρ*, λαβαίνει ότι αν -x∉Ρ*, το 
Ρ*+Ρ*x ικανοποιεί τις (a), (b) και (c) και ότι, Ρ*+Ρ*x ⊆ Ρ*. Πώς από την σχέση 
αυτή φτάνει στο συµπέρασµα ότι x∈Ρ*; Το ανάλογο συµπέρασµα έβγαινε στην 
πορεία του Serre, γιατί εκεί R* = P* ∪ {0} και, εποµένως, από την  
Ρ+Ρx ⊆ Ρ έβγαινε ότι 0+1x∈Ρ. Εδώ, όµως, 0∉Ρ*. 
 
11. Ποιά είναι η ακριβής σχέση ανάµεσα στα Ρ = Ρ* ∪ {0}, όπου Ρ* υποοµάδα 
του Α* που ικανοποιεί τις (a), (b) και (c) (ας καλέσουµε αυτούς τους 
προθετικούς κώνους Ρ, �προθετικούς κώνους του Kaplansky�) και τους 
προθετικούς κώνους του Serre; Ας είναι ο Ρ0 προθετικός κώνος του Serre και 
ας καλέσουµε Ρ0

* το Ρ0\{0}. Από την Ρ0Ρ0 ⊆ Ρ0, ξέρουµε ότι το Ρ0 είναι 
ηµιοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας Α*. Αφού Α2 ⊆ Ρ0, Α*2 ⊆ Ρ* και, 

εποµένως, 1∈Ρ0
*. Ας είναι, τώρα, τα p1 και p2 στοιχεία του Ρ0

*.  Το 
2

1

p
p

 είναι, 

βέβαια, στοιχείο της Α*. Τώρα, 
2

1

p
p

 = p1p2

2

2p
1








. Αφού Α*2 ⊆ Ρ0

*, το 

γινόµενο του δεξιού µέλους ανήκει στο Ρ0
*. Άρα, 

2

1

p
p

∈Ρ0
*. Εποµένως, το Ρ0

* 

είναι υποοµάδα της Α*. που, βέβαια, ικανοποιεί τις (b) και (c). Άρα, οι 
προθετικοί κώνοι του Serre και του Kaplansky συµπίπτουν. 
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Μέρος τρίτο 
Πλήρωση των αρχιµηδείων διατεταγµένων σωµάτων. 

 
Υπενθύµιση από την θεωρία των ολικώς διατεταγµένων συνόλων.  

 
Συντοµογραφία. Σύνολο = ολικώς διατεταγµένο σύνολο. 
 
Χρησιµοποιούµε τα Προσαρτήµατα στην Πρώτη Ενότητα.  
 
Πλήρωση κατά Εύδοξο - Dedekind του συνόλου Q των ρητών αριθµών. 
Εδώ, Ε = Q. Παριστάνουµε µε R το σύνολο Q ∪ Η, στο οποίο, αφού είναι 
Dedekind πλήρες, ισχύει το θεώρηµα του Bolzano, και ζητάµε να επεκτείνουµε 
σ� αυτό τις πράξεις των ρητών (πρόσθεση, πολλαπλασιασµό και διαίρεση), 
κατά τρόπο συµβιβαστό µε την διάταξη ≤ . δηλαδή, να το κάνουµε 
διατεταγµένο σώµα. 
 
Ερχόµαστε, τώρα, στην επέκταση των πράξεων, στην οποία αναφερθήκαµε. 
Ξεκινάµε µε την πρόσθεση. Ας είναι λ και λ΄ δύο στοιχεία του R. Οι λ και λ΄ 
(είτε είναι ρητοί είτε στοιχεία του Η) προέρχονται από µερισµούς σε δύο 
τάξεις (Α, Β) και (Α΄,Β΄) αντ., του Q. Παριστάνουµε µε α (αντ. α΄) τον 
τυχόντα ρητό της Α (αντ. Α΄), που είναι < λ (αντ. λ΄) και µε β (αντ. β΄) τον 
τυχόντα ρητό της Β (αντ. Β΄), που είναι > λ (αντ. λ΄). Προσοχή στο εξής: Αν ο λ 
(αντ. λ΄) είναι ρητός, υπάρχει, έτσι, στην µία από τις δύο τάξεις Α, Β (αντ. Α΄, 
Β΄) ακριβώς ένας ρητός, που δεν µπορεί να γραφτή µε το µικρό γράµµα, που 
αντιστοιχεί σ� αυτήν. ο λ (αντ. λ΄). 
 
Παράδειγµα. Αν λ = 3, οι µόνοι µερισµοί (Α, Β) από τους οποίους µπορεί να 
προέρχεται είναι οι 1) Α = το σύνολο των ρητών, των < 3 και 2) Α = το σύνολο 
των ρητών, των ≤ 3. Στην 1), λ =3 και, εποµένως, γιά κάθε β, β > 3. και στην 2) 
λ = 3 και, εποµένως, γιά κάθε α, α < 3.  
Προφανής παρατήρηση: Πάντα, α+α΄ < β+β΄. 
 
Θεωρούµε, τώρα, τον επόµενο µερισµό (Γ, ∆) του R σε δύο τάξεις: Στην Γ 
ανήκουν όλα τα στοιχεία του R, που είναι < απ� όλους τους ρητούς της µορφής 
β+β΄. Εποµένως, στην Γ ανήκουν και όλα τα στοιχεία της µορφής α+α΄. Αφού 
το R είναι η κατά Εύδοξο-Dedekind πλήρωση του Q, ο µερισµός (Γ, ∆) είναι 
τοµή και, εποµένως, ή η Γ έχει µέγιστο στοιχείο ή η ∆ ελάχιστο. Οµως, από 
τον τρόπο, που ορίσαµε την ∆ (σύνολο των ρητών της µορφής β+β΄ και των 
στοιχείων του Q ∪ H, που δεν είναι µικρότερα απ� όλους αυτούς τους ρητούς), 
δεν υπάρχει ελάχιστος στην ∆. γιατί, δεν υπάρχει ελάχιστος µεταξύ των ρητών 
της µορφής β+β΄. (Απόδειξη. Αν β1+β1΄ είναι ένας τέτοιος ρητός, υπάρχουν 
στις Β και Β΄, αντ. ρητοί β2 και β2΄, µε β2 < β1 και β2΄ < β1΄). Εποµένως, η Γ 
έχει µέγιστο στοιχείο. Αυτό το ονοµάζουµε άθροισµα λ+λ΄. Αποδεικνύουµε, 
τώρα, ότι, όταν ο λ και ο λ΄ είναι ρητοί, ο ορισµός αυτός µας ξαναδίνει το 
συνηθισµένο άθροισµα λ+λ΄. Στην περίπτωση εκείνην, αν ο µερισµός (Α, Β) 
είναι ο (x ≤ λ, x > λ) και ο (Α΄, Β΄) είναι ο (x ≤ λ΄, x > λ΄), µέγιστο στοιχείο της 
Γ είναι ο λ+λ΄. Αν ο µερισµός (Α, Β) είναι ο (x < λ, x ≥ λ) και ο (Α΄, Β΄) ο       
(x ≤ λ΄, x > λ΄), πάλι, µέγιστο στοιχείο της Γ είναι ο λ+λ΄. Οµοια, στις δύο 
υπόλοιπες περιπτώσεις. 
 
Εγινε φανερό, τώρα, πώς θα προχωρήσουµε και στον ορισµό του 
πολλαπλασιασµού δύο στοιχείων του R. κ.λ.π. 
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Στεκόµαστε, εδώ, σ� ένα σηµείο (γιά τα άλλα, βλέπε τις παρακάτω 
παραποµπές), στο ότι το Παράδειγµα 2) έχει χάσµατα. Εστω η εξίσωση x2 = 2. 
Το βιβλίο αυτό άρχισε µε την απόδειξη του Πυθαγόρα, ότι δεν υπάρχει ρητός 
(= στοιχείο του Q), που να είναι λύση (= ρίζα) της. Θεωρούµε, τώρα, τον 
επόµενο µερισµό του Q σε δύο τάξεις: Α = Το σύνολο των αρνητικών ρητών 
και των θετικών, µε τετράγωνο < 2. Β = Το σύνολο των θετικών ρητών, µε 
τετράγωνο > 2. Θα αποδείξουµε ότι στην Β δεν υπάρχει στοιχείο ελάχιστο 
(αναλόγως αποδεικνύεται ότι στην Α δεν υπάρχει στοιχείο µέγιστο). Εστω 
β∈Β. Τότε, β2 > 2. Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ρητός ε > 0, µε (β-ε)2 > 2. 
Κάνουµε ανάλυση, (όπως, στην Γεωµετρία, ο Ευκλείδης). Εστω ότι υπάρχει 
τέτοιος ρητός. Τότε, β2-2εβ+ε2 > 2, δηλαδή, β2-2 > 2εβ-ε2, ρητός.  

Εποµένως, γιά ε µε 0 < ε < 2β, ε < 
εβ

β
−
−

2
22

. Κάνουµε, τώρα, σύνθεση. Οταν ο ε 

είναι ρητός, > 0 και <  από τον ελάχιστο από τους δυό ρητούς 2β-ε, 
εβ

β
−
−

2
22

,  

(β-ε)2 > 2. 
 
Ορολογία. Οταν συµπληρωθούν οι σχετικοί ορισµοί, αποδείξεις κ.λ.π., 
αποκτούµε το δικαίωµα να ονοµάζουµε το R σύνολο των πραγµατικών 
αριθµών. 
 
Παρατήρηση (επάνω στον ορισµό του λ+λ΄). ∆εν υπάρχει ρητός > λ+λ΄, που 
να µην είναι της µορφής β+β΄. Απόδειξη. Το σύνολο των στοιχείων του R, που 
είναι  ≥  από ρητό της µορφής β+β΄αποτελεί, φανερά, την δεξιά τάξη ενός 
µερισµού του R σε δύο τάξεις. Μεταξύ των ρητών β+β΄ δεν υπάρχει, καθώς 
είδαµε, ελάχιστος. Αρα, δεν υπάρχει στοιχείο του R, που να ανήκη στην δεξιά 
αυτή τάξη και να είναι < απ� όλους τους β+β΄. ο.ε.δ. 
 
Στην ουσία, δεν κάναµε τίποτ� άλλο στην παραπάνω απόδειξη, παρά να 
επαναλάβουµε τον ορισµό του λ+λ΄. Οµως, η χρησιµότητα, που έχει η έµφαση, 
που δώσαµε εδώ, θα φανή αµέσως πιό κάτω, στην απόδειξη του ότι η 
πρόσθεση αυτή είναι προσεταιριστική. 
 
Παρατήρηση (κλασική). Η πρόσθεση, που ορίστηκε, στο R, είναι 
αντιµεταθετική. Απόδειξη. Ας είναι οι λ και λ΄ στοιχεία του R. και οι β και β΄ 
οποιοιδήποτε ρητοί, µε λ < β, λ΄ < β΄.  
Φανερά, β+β΄ = β΄+β. Εποµένως, τα σύνολα των στοιχείων της µορφής 1) β+β΄ 
και 2) β΄+β συµπίπτουν. Αρα, λ+λ΄ = λ΄+ λ. ο.ε.δ. 
 
Παρατήρηση (κλασική). Η πρόσθεση, που ορίστηκε, στο R, είναι 
προσεταιριστική. 
Απόδειξη. Ας είναι οι λ, λ΄ και λ΄΄ τρία στοιχεία του R. και οι β, β΄ και β΄΄ 
οποιδήποτε ρητοί, µε λ < β, λ΄ < β΄ και λ΄΄ < β΄΄ .  
Φανερά, β+(β΄+β΄΄) = (β+β΄)+β΄΄. Εποµένως, τα σύνολα των στοιχείων της 
µορφής 1) β+(β΄+β΄΄) και 2) (β+β΄)+β΄΄ συµπίπτουν. Τώρα, ο λ+(λ΄+λ΄΄) είναι 
το µέγιστο στοιχείο του R, που είναι < απ� όλους τους ρητούς της µορφής 
β+β΄΄΄, όπου ο β΄΄΄ είναι ο οποιοσδήποτε ρητός > λ΄+λ΄΄. Οµως, καθώς 
εδείξαµε πιό πάνω, γιά κάθε β΄΄΄, υπάρχει β΄+β΄΄ µικρότερός του. Εποµένως,  
λ+(λ΄+λ΄΄) = (λ+λ΄)+λ΄΄. ο.ε.δ. 
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Παρατήρηση (κλασική). Τα παραπάνω σχετικά µε την πρόσθεση στο R 
εξακολουθούν να ισχύουν, αν αντικαταστήσουµε την �πρόσθεση� µε τον 
�πολλαπλασιασµό� µεταξύ στοιχείων του R, που να είναι  ≥ 0. 
 
Παρατήρηση (Π. Κρικέλη). Ας είναι το Χ ένα πυκνό ολικώς διατεταγµένο 
σύνολο, πλήρες κατά Εύδοξο-Dedekind, και το Χ1 ένα υποσύνολό του, πυκνό 
(ως προς την διάταξη του Χ), που να είναι, ως προς µιά εσωτερική πράξη, 
αντιµεταθετική ηµιοµάδα. Τότε, η πράξη αυτή µπορεί να επεκταθή στο Χ, ώστε 
να γίνη κι αυτό αντιµεταθετική ηµιοµάδα. Απόδειξη. Μεταφέρονται, άµεσα, ο 
ορισµός του λ+λ΄ και οι αποδείξεις, που ακολουθήσανε. Πουθενά, σ� αυτές, 
δεν έχει χρησιµοποιηθή η έννοια �αφαιρέσεως�. 
 
Παρατήρηση (συνέχεια στην προηγούµενη). Στην ειδική περίπτωση, που το 
παραπάνω Χ1 είναι αβελιανή (= αντιµεταθετική) οµάδα, και το Χ γίνεται 
αβελιανή οµάδα. Απόδειξη. Την διατυπώνουµε γιά προσθετική ηµιοµάδα Χ1. 
Ας είναι το ξ ένα στοιχείο του Χ, µε ξ∉Χ1 και ξ < 0. Καλούµε Β (αντ. Α) το 
σύνολο των στοιχείων του Χ1, που τα αντίθετά τους είναι < ξ (αντ. > ξ). Ο 
µερισµός (Α,Β) του Χ1 αποτελεί χάσµα, που ορίζει ένα στοιχείο λ του Χ 
(δηλαδή, του Χ\Χ1). Θέτουµε, τώρα, ξ = -λ και λ = -ξ. Η εφαρµογή του 
ορισµού του αθροίσµατος στην ηµιοµάδα Χ δίνει λ+(-λ) = 0. Γενικώτερα, γιά 
κάθε στοιχείο λ του Χ, θεωρούµε, αν λ∈Χ1, το -λ, και αν λ∈Χ\Χ1, το -λ, όπως 
ορίστηκε πιό πάνω. Φανερά, λ+(-λ) = 0. Καθώς το Χ είναι αντιµεταθετική 
ηµιοµάδα, αποδεικνύεται, έτσι, ότι αποτελεί αντιµεταθετική (= αβελιανή) 
οµάδα ο.ε.δ. 
 
Παρατήρηση. Στην ειδική περίπτωση, που το Χ1 είναι το σύνολο Q των 
ρητών αριθµών, το δεύτερο µέρος της παρατηρήσεως αποδεικνύει ότι το Χ 
είναι αβελιανή οµάδα, ως προς την πρόσθεση. και µε την πολλαπλασιαστική 
διατύπωση, το σύνολο των ≠ 0 στοιχείων του Χ είναι αβελιανή οµάδα ως προς 
τον πολλαπλασιασµό. Τι αποµένει ν� αποδειχθή γιά να διαπιστωθή ότι αυτό το 
Χ είναι διατεταγµένο σώµα; 1) Οτι, ισχύουν οι �κανόνες των σηµείων (= 
προσήµων)� δηλαδή, ότι γιά κάθε δυό στοιχεία λ και λ΄ του Χ,  
(-λ)λ΄ = -(λλ΄), (-λ)(-λ΄) = λλ΄. 2) Οτι, γιά κάθε τρία στοιχεία λ, λ΄ και λ΄΄ του 
Χ, λ(λ΄+λ΄΄) = λλ΄+λλ΄΄. Η ιδέα της αποδείξεως είναι: Να δειχθή ότι το κάθε 
µέλος µιάς απ� αυτές τις (γιά απόδειξη) ισότητες ορίζει τον ίδιο µερισµό του Χ 
µε το άλλο (στο πλαίσιο των ορισµών των πράξεων, που δόθηκαν παραπάνω). 
Αφήνουµε, σαν άσκηση, στον αναγνώστη, την υλοποίηση αυτής της ιδέας. 
 Μετά και από την ικανοποιητική απάντηση σ� αυτήν την άσκηση, αποκτούµε 
το δικαίωµα να ονοµάζουµε αυτό το Χ, που είναι το R, σώµα των πραγµατικών 
αριθµών. (Χρησιµοποιείται και ο όρος �σύνολο� αντί γιά �σώµα�).  
 
Μιά απλή αλλά χρήσιµη άσκηση: Αν γ και ε στοιχεία του R, µε ε > 0, 
υπάρχουν στοιχεία α και β του R, µε α < γ < β και β-α = ε. Απόδειξη. 
Θεωρούµε ένα στοιχείο xo του R, µε γ-xo > ε, και σχηµατίζουµε την ακολουθία 
xo, xo+ε, xo+2ε, . . .  . Αφού το R είναι αρχιµήδειο, υπάρχει φυσικός ν µε xo+νε 
> γ. Μεταξύ των ν αυτών, υπάρχει, αναγκαία, ελάχιστος νο, µε xο+νοε ≥ γ.  
Αν xο+νοε > γ, θέτουµε β = xο+νοε. Αναγκαία, τότε, xο+(νο-1)ε < γ.  
Θέτουµε α = xο+(νο-1)ε. Οταν xο+νοε = γ, αντικαθιστούµε τον xο µε τον 

2
x0

ε
+  και κάνουµε τα ίδια. 

 
Σηµείωση. Ο,τι γράψαµε πιό πάνω στο µέρος τρίτο, �Πλήρωση των 
αρχιµηδείων σωµάτων�, εµπνέεται από την παρουσίαση του ορισµού, κατά 
Dedekind, του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, που γίνεται στο 
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σύγγραµµα Απειροστικός Λογισµός του Π. Ζερβού (βλ.και ιστορική-
βιβλιογραφική σηµείωση, στην σελ. 22). 
     Στον ορισµό της ισότητας των ασυµµέτρων αριθµών, που αναφέρεται στην 
περίπτωση της σελ. 5 του βιβλίου εκείνου, περιέχεται η ουσία του ορισµού των 
ασυµµέτρων, δηλαδή, το να καθορίζεται ο καθένας τους εντελώς από τους 
µικροτέρους και από τους µεγαλυτέρους του ρητούς. Προκειµένου να 
καλύψουµε και την δεδοµένη ισότητα µεταξύ ρητών, αναδιατυπώνουµε έτσι 
τον ορισµό της ισότητας δύο ασυµµέτρων: Θα λέµε ότι δυό πραγµατικοί 
αριθµοί  ξ και ξ΄ είναι ίσοι αν, και µόνον αν, κάθε ρητός µικρότερος απ� τον 
έναν είναι µικρότερος κι απ� τον άλλο και κάθε ρητός, µεγαλύτερος απ� τον έναν 
είναι µεγαλύτερος κι απ� τον άλλο. 
     
 Ας µεταφέρουµε, τώρα, τον ορισµό αυτόν, στην µέτρηση �οµοειδών� 
µεγεθών. Η µέτρηση αυτή δεν είναι κάτι το απόλυτο αλλά σύγκριση οµοειδών 
µεγεθών µεταξύ τους. Λόγους οµοειδών µεγεθών µετρούµε, όχι τα µεγέθη τα 
ίδια. Αν, λοιπόν, τέτοιοι λόγοι προσφέρωνται σε µέτρηση µε πραγµατικούς 
αριθµούς (αυτή είναι η υπόθεση, που γίνεται στη συνηθισµένη Γεωµετρία γιά 
τα �συνεχή� µεγέθη και στην Μηχανική γιά τον χρόνο, τις ταχύτητες, επι-
ταχύνσεις, κ.λ.π.), ο ορισµός της ισότητας γι� αυτούς θα είναι ο ίδιος ο 
παραπάνω, µε την λέξη �λόγος� στη θέση του �πραγµατικος αριθµός�. Μιά και 
η ουσία του ορισµού αυτού περιέχεται ήδη στην περίπτωση των θετικών 
λόγων, µπορούµε να την διατυπώσουµε κι έτσι: Αν µας δώσουν δύο (οµοειδή) 
µεγέθη, το α και το β, κι άλλα δύο (οµοειδή), το γ και το δ, θα λέµε ότι οι λόγοι  

β
α

 και 
δ
γ

 είναι ίσοι αν, και µόνον αν, κάθε κλάσµα 
ν
µ

 φυσικών αριθµών 

µικρότερο απ� τον έναν είναι και µικρότερο απ� τον άλλον και κάθε µεγαλύτερο, 

µεγαλύτερο. Μ� άλλα λόγια: Θα λέµε ότι οι λόγοι 
β
α

 και 
δ
γ

 είναι ίσοι αν, και 

µόνον αν, γιά κάθε δύο φυσικούς µ και ν, ή  να > µβ  και  νγ > µδ  ή  να < µβ  
και  νγ < µδ (ή  να = νβ  και νγ = µδ, θα προσθέταµε, αν θέλαµε, πλεοναστικά, 

να τονίσουµε την δυνατότητα να είναι οι 
β
α

 και 
δ
γ

 ίσοι ρητοί).  Η τελευταία 

αυτή διατύπωση δεν είναι, όµως, παρά η απόδοση, στην γλώσσα που 
γράφουµε εδώ τα µαθηµατικά, τού όρου ε΄ του βιβλίου V του Ευκλείδη: Εν τω 
αυτώ λόγω µεγέθη λέγεται είναι πρώτον προς δεύτερον και τρίτον προς τέταρτον, 
όταν τα του πρώτου και τρίτου ισάκις πολλαπλάσια των του δευτέρου και 
τετάρτου ισάκις πολλαπλασίων καθ� οποιονούν πολλαπλασιασµόν εκάτερον 
εκατέρου ή άµα υπερέχη ή άµα ίσα ή άµα ελλείπη ληφθέντα κατάλληλα. 
     Ποιά είναι η πρόοδος που έγινε, στον ορισµό των ασυµµέτρων αριθµών, 
µεταξύ διατυπώσεως Ευκλείδη (αποδίδεται στον Εύδοξο) και διατυπώσεως του 
βιβλίου (που εισήγαγε στην Ελλάδα την θεωρία του Dedekind); 
     Η αρχαιοελληνική θεωρία αναφέρεται στην σύγκριση και, µε βάση αυτήν, 
µέτρηση των µεγεθών (των �συνεχών� µεγεθών). Στην προ του Dedekind 
ευρωπαϊκή επιστήµη, βασικά, θεωρούσαν ότι τα γεωµετρικά µεγέθη 
προϋπάρχουν και δικαιολογούν την θεώρηση των ασυµµέτρων µεγεθών, σαν 
µέτρων τους (δηλαδή, τιµών των λόγων τους). ∆ηλαδή γίνεται δεκτό το αίτηµα 
ότι υπάρχουν συγκρίσιµα, µε την έννοια αυτή, µετρήσιµα µεγέθη και, µε βάση 
αυτό, όταν ο λόγος δύο µετρησίµων οµοειδών µεγεθών τύχη να µην είναι 
ρητός αριθµός, ονοµάζεται (από τους τότε Ευρωπαίους) ασύµµετρος αριθµός. 
Στην πιό ώριµη διατύπωση αυτού του τρόπου αντιµετωπίσεως, ο J. Bertrand 
(µεγάλος Γάλλος µαθηµατικός) προσθέτει στα προηγούµενα ότι ο ασύµµετρος 
αριθµός ορίζεται από τον προσδιορισµό όλων των µικροτέρων και όλων των 
µεγαλυτέρων του ρητών αριθµών. Από την θεµελιωτικού τύπου προθεώρηση 
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των γεωµετρικών µεγεθών απελευθερώνει οριστικά την έννοια του 
ασυµµέτρου αριθµού ο R. Dedekind. Αυτός δίνει στο φαινόµενο της �τοµής� 
ολόκληρη την σηµασία του (ο ίδιος θεωρεί ότι το διαπιστώνει γιά πρώτη φορά) 
και ορίζει µέσω αυτού (της τοµής-χάσµατος) τον ασύµµετρο αριθµό σαν ένα 
ένα νέο είδος αριθµού, εντελώς ανεξάρτητα απ� οποιαδήποτε θεµελιωτική 
γεωµετρική θεώρηση. δηλαδή, η γεωµετρία είναι δεκτή σαν κάτι που 
προσφέρει αφορµές ή πεδίο εφαρµογής γιά τους ασυµµέτρους, όχι όµως και 
σαν κάτι απαραίτητο γιά τον ορισµό τους. Ετσι ο Dedekind έδωσε τον ορισµό 
των ασυµµέτρων καθαρά �αριθµητικά�. (Ως προς την πεποίθησή του ότι 
πρώτος αυτός διαπίστωσε το φαινόµενο της τοµής, η ακριβέστερη αποτίµηση 
είναι αυτή που γίνεται στην υποσηµείωση 2 της σελ. 4 του βιβλίου του Π. 
Ζερβού: �Η καθαρώς αριθµητική έννοια της τοµής οφείλεται εις τον 
Dedekind�). 
     Παρατηρούµε ότι, σαν λογικές οργανώσεις, τόσο η θεωρία που 
αναπτύσεται στα βιβλίο V (και επόµενα) του Ευκλείδη όσο και η θεωρία του 
Dedekind είναι προτιµώτερες από τις ενδιάµεσες ευρωπαϊκές του είδους που 
αναφέραµε. Γιατί η ελληνική και η θεωρία του Dedekind είναι εννοιολογικά 
ενιαίες (η πρώτη αφορά µόνον λόγους µεγεθών, η δεύτερη µόνον αριθµούς), 
ενώ οι υπ� όψη ευρωπαϊκές είναι εννοιολογικά ανακατωµένες (χρησιµοποιούν, 
στη θεµελίωσή τους, και λόγους µεγεθών και αριθµούς). Την διαπίστωση αυτήν 
την κάνουµε όχι από σχολαστικότητα αλλά γιατί έχει σοβαρές συνέπειες. Αν 
σε κάθε λόγο των αρχαίων αντιστοιχίσουµε τον κατά Dedekind �ίσο µ� αυτόν� 
αριθµό, και στο µεταξύ λόγων σύµβολο ≤ (αντ., +, αντ.,o ) το µεταξύ αριθµών 
≤ (αντ., +, αντ., o ), βλέπουµε ότι τα δύο αυτά µαθηµατικά συστήµατα (των 
λόγων και των αριθµών) διαφέρουν µόνο κατά το ότι τα αντίστοιχα στοιχεία, 
στο ένα και στο άλλο, έχουν στο µεν πρώτο το όνοµα �λόγος�, στο δε άλλο, 
�αριθµός�. Τίποτ� άλλο. Οταν δύο µαθηµατικά συστήµατα παρουσιάζουν αυτήν 
την σχετική µαθηµατική κατάσταση, συνηθίζουµε σήµερα να τα βλέπουµε σαν, 
µαθηµατικώς, τα ίδια τα λένε �ισόµορφα�. Είναι, λοιπόν, εκπληκτικό ότι οι 
αρχαίοι Ελληνες (τελικά, Εύδοξος, Ευκλείδης) βρήκαν τίποτα λιγώτερο από 
ένα σύστηµα ισόµορφο µε το σύστηµα των πραγµατικών αριθµών που διαθέ-
τουµε από τον Dedekind κι εδώ. 
     Η υπεροχή της αρχαιοελληνικής ακριβολογίας απέναντι σε µερικές τωρινές 
σχολικές διατυπώσεις φαίνεται και στο εξής: Ο α΄ όρος του XI βιβλίου λέει: 
�Σύµµετρα µεγέθη λέγεται τα τω αυτώ µέτρω µετρούµενα, ασύµµετρα δε, ων 
µηδέν ενδέχεται κοινόν µέτρον γενέσθαι� . Κατά λέξη: �Ασύµµετρα 
ονοµάζονται τα µεγέθη γιά τα οποία κανένα µέτρο δεν µπορεί να γίνη κοινό�. 
Καθώς βλέπουµε, δεν υπάρχουν εδώ πρωθύστερα ή λογικές ασυνέπειες. 
Τέτοια υπάρχουν, όµως, φανερά στον επόµενο �ορισµό� (µερικών συγχρόνων 
βιβλίων γιά µαθητές): �Ασσύµετρος ή άρρητος ονοµάζεται ο αριθµός, ο οποίος 
δεν είναι δυνατόν να γραφή ως κλάσµα ακεραίων αριθµών�. Γιά να είναι 
λογικά δεκτός ο �ορισµός� αυτός, θα πρέπει να έχη δοθή προηγουµένως 
αληθινός ορισµός των (πραγµατικών) αριθµών. Αν, όµως, ο τελευταίος αυτός 
ορισµός είχε δοθή µε οποιονδήποτε από τους (σωστούς) τρόπους µε τους 
οποίους ορίζουµε από τους ρητούς τους ασυµµέτρους, τι σκοπό θα 
εξυπηρετούσε ο περιττός πιά παραπάνω �ορισµός�; (Εκτός αν τα γιά µαθητές 
βιβλία προϋποθέτουν έναν καθαρά αξιωµατικό ορισµό του διατεταγµένου 
σώµατος των πραγµατικών αριθµών . . .  ). 
     Γιά τον ορισµό του R, τρία άλλα σηµαντικά κείµενα είναι τα εξής: 1) 
Θεωρία των αρρήτων (= ασυµµέτρων) αριθµών, των ορίων και της συνεχείας 
(στα γαλλικά) του Renι Baire (έκδοση Vuibert). Σύντοµη µονογραφία, που 
είναι απόσπασµα από τον πρώτο τόµο του διτόµου αριστουργήµατος 
�Μαθήµατα επάνω στις γενικές θεωρίες της Αναλύσεως�, του µεγαλοφυούς 
αυτού Γάλλου µαθηµατικού.  2) και 3) Μονογραφίες του Νικολάου Κριτικού, 
που τις έχει προσφέρει στην Ελληνική Μαθηµατική Εταιρία. Στην 2), 
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βρίσκεται µιά από τις διεθνώς πιό πλήρεις πραγµατείες του κατά Dedekind 
ορισµού. Στην 3), γίνεται η µοναδική λεπτοµερής ανάπτυξη, που έχω υπ� όψη 
µου, του ορισµού µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Ο τίτλος της είναι: �Εισαγωγή 
στα Ανώτερα Μαθηµατικά. Οι Πραγµατικοί Αριθµοί.�. 
 
Ξαναρχόµαστε, τώρα, στην παρουσίαση της θεωρίας των διατεταγµένων 
σωµάτων, που έχουµε κάνει πριν από την �Πλήρωση . . . � και που βασίζεται, 
ουσιαστικά, στο βιβλίο του A. Prestel, στο οποίο έχουµε, ήδη, αναφερθή. 
 
Πρόταση. Αν διατεταγµένο σώµα Α είναι πλήρες, κατά Εύδοξο-Dedekind, τότε 
είναι αρχιµήδειο. 
Απόδειξη. Αφού το Α είναι διατεταγµένο, περιέχει υπόσωµα ισόµορφο µε το 
Q. Απλοποιώντας την διατύπωση, ας υποθέσουµε ότι αυτό είναι το Q. 
Αποδεικνύουµε, µε εις άτοπον απαγωγή, ότι το σύνολο των ανωτέρων 
φραγµάτων του Q είναι κενό. Εστω ότι δεν είναι. Αφού το Α είναι πλήρες, 
κατά Εύδοξο-Dedekind, ισχύει το θεώρηµα του Bolzano, εποµένως, το Q έχει 
ανώτερο πέρας Μ, που,  φανερά, δεν µπορεί να ανήκη στο Q. Εποµένως, γιά 
κάθε ρ∈Q, ρ < Μ και δεν υπάρχει ανώτερο φράγµα Λ του Q, µε Λ < Μ. Οµως, 
φανερά, και ρ+1 < Μ, άρα, ρ < Μ-1. Ατοπο. Αρα, στο Α δεν υπάρχουν 
στοιχεία > απ� όλα τα στοιχεία του Q. Εποµένως, το Α είναι αρχιµήδειο. ο.ε.δ. 
 
Θεώρηµα. Εστω ότι το Α είναι διατεταγµένο σώµα πλήρες κατά Εύδοξο-
Dedekind, Τότε: 1) Κάθε αρχιµήδειο διατεταγµένο σώµα είναι ισόµορφο, και ως 
προς την διάταξη, µε κάποιο υπόσωµα του Α. 2) Το Α είναι ισόµορφο και ως 
προς την διάταξη, µε το σώµα των πραγµατικών αριθµών R. 
     Μιά καλή ορολογία: Ο και ως προς την διάταξη ισοµορφισµός λέγεται, από 
ορισµένους Μαθηµατικούς (Garrett Birkhoff, Paul Dubreil, . . . ) ισοτονία.  
Απόδειξη. 1) Ας καλέσουµε Α1 το θεωρούµενο σώµα. Από την προηγούµενη 
πρόταση 6,  υπάρχει υπόσωµά του, πυκνό σ� αυτό, ισότονο µε το Q. Ας το 
καλέσουµε αυτό Q1. Ας συµβολίζουµε µε ≤ την διάταξη στο Α και µε ≤* την 
διάταξη στο Α1. Ας είναι το λ1 τυχόν στοιχείο του Α1. Θεωρούµε τις δυό τάξεις 
των �ρητών� (= στοιχείων του Q1), που είναι ≤ λ1 (αριστερή τάξη) και > λ1 
(δεξιά τάξη). Μεταβαίνουµε, τώρα, µε την ισοτονία, στις αντίστοιχες τάξεις 
του Q. Αφού το Α είναι πλήρες, κατά Εύδοξο-Dedekind, ορίζουν κι αυτές ένα 
στοιχείο, που ας το καλέσουµε λ. Αντιστοιχίζουµε το λ στο λ1. Αποδεικνύουν, 
ύστερα, ότι η επέκταση αυτή της αρχικής απεικονίσεως σ: Q1 → Q στην       
Α1 → Α, είναι κι αυτή ισοτονία. 2) Οταν το Α1 είναι κι αυτό πλήρες κατά 
Εύδοξο-Dedekind, θεωρείται και η απεικόνιση Q → Q1, που ορίζεται σαν η 
αντίστροφη της σ, που ήταν 1-1 και επί. Η ίδια ακριβώς συλλογιστική την 
επεκτείνει σε µιά απεικόνιση φ: Α → Α1, επίσης ισοτονία. Η κάθε µιά από τις 
δυό αυτές ισοτονίες σ και φ είναι 1-1 και επί, και όταν τις συνθέτουµε, κατά 
την µία ή την άλλη φορά, δίνουν, και τις δύο φορές, ταυτοτική απεικόνιση.  
 
Προσοχή. Τον όρο �αντίστροφη απεικόνιση� χρησιµοποιήσαµε, εδώ, µε την 
απλή έννοια, που έχει, σε αντιστοιχίες 1-1 και επί. 
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Μέρος τέταρτο. 
Πλήρωση των µη αρχιµηδείων σωµάτων. 

 
 

Κάθε διατεταγµένο σώµα είναι πυκνό, ως προς την διάταξή του (γιατί, γιά τα 
στοιχεία του α και β, από την α < β έπονται οι  

α < 
α
βα +

 < β). Εποµένως, δεν έχει άλµατα. Αρα, έχει µόνο τοµές και, ίσως, 

και χάσµατα. Εποµένως, αν είναι D-πλήρες (δηλαδή, αν δεν έχει χάσµατα), θα 
είναι πλήρες κατά Εύδοξο-Dedekind. Τώρα, από την τελευταία πρόταση του 
τρίτου µέρους, ξέρουµε ότι κάθε σώµα πλήρες κατά Εύδοξο-Dedekind είναι 
αρχιµήδειο. 
Εποµένως, το να µιλάµε γιά �πλήρωση� των µη αρχιµηδείων σωµάτων, ως 
προς την διάταξή τους, δεν έχει νόηµα αν δεν δώσουµε ένα νέο ορισµό της 
�πληρώσεως�. Προϋπόθεση γιά κάτι τέτοιο, όµως, είναι να δούµε, σε 
παραδείγµατα, πώς, ακριβώς, είναι �κατασκευασµένα� τα µη αρχιµήδεια 
σώµατα. Αυτό, και κάνουµε, τώρα. 
     Παίρνουµε το Q και ένα σύµβολο (όχι αριθµό) x, και σχηµατίζουµε, σαν 
συµβολικά �αθροίσµατα γινοµένων�, τα ως προς x �πολυώνυµα�, µε 
συντελεστές απ� το Q. επίσης, τα �κλάσµατα�, µε αριθµητή και παρονοµαστή 
τέτοια πολυώνυµα (ο παρονοµαστής, µε τους συντελεστές του όχι όλους 
µηδενικούς). Ορίζουµε, τώρα, την πρόσθεση, την αφαίρεση, τον 
πολλαπλασιασµό και την διαίρεση, των �πολυωνύµων� και των �κλασµάτων� 
αυτών, όπως συνήθως, και µε τις συνηθισµένες συµφωνίες. Ετσι, το σύνολο 
των �πολυωνύµων� αυτών, µε τις τρείς πρώτες απ� αυτές τις πράξεις, γίνεται 
αντιµεταθετικός δακτύλιος. και, των �κλασµάτων� µε τις τέσσερεις πράξεις,  
αντιµεταθετικό σώµα.  
 
∆ιεθνής ορολογία και συµβολισµός. Τα υπ� όψη �πολυώνυµα� καλούνται 
τυπικά πολυώνυµα (γαλλικά: polynτmes formels. αγγλικά: formal polynomials). 
τα �κλάσµατα�, ρητές µορφές  (γαλλικά: formes rationelles. αγγλικά: rational 
forms). Ο δακτύλιος, συµβολίζεται µε Q[x] και το σώµα, µε Q(x).  
 
Σηµείωση. Η αντίστοιχη ορολογία και ο αντίστοιχος συµβολισµός 
επεκτείνονται στην περίπτωση του κάθε (αντιµεταθετικού) σώµατος Κ, στην 
θέση του Q. Σε όλες τις περιπτώσεις, το x καλείται απροσδιόριστη (γαλλικά: 
indιterminιe. αγγλικά: indeterminate).  
     Το x δεν νοείται ως ρίζα αλγεβρικής εξισώσεως, µε συντελεστές από το Κ. 
Σχόλιο. Αν δεν υπάρχει λογική αντίφαση στα θεµέλια της θεωρίας συνόλων 
(αυτό, το ελπίζουµε), ούτε οι παραπάνω υποθέσεις οδηγούν σε λογική 
αντίφαση. Εξ� άλλου, σε άλλη γλώσσα, έτσι κάναµε, στην ουσία, τις πράξεις 
µεταξύ πολυωνύµων και κλασµάων από πολυώνυµα, στο σχολείο. Τα 
πολυώνυµα-συναρτήσεις, έρχονται µετά. 
 
Ορολογία. Στην ειδική περίπτωση του �σταθερού� πολυωνύµου (δηλαδή, 
όπου όλες οι ≥ 0 δυνάµεις του x έχουν µηδενικούς συντελεστές), ονοµάζουµε 
�µεγιστοβάθµιο� όρο του, τον �σταθερό� όρο του. Αυτός και ο �συντελεστής� 
του, συµπίπτουν. 
 

     Θεωρούµε, τώρα, το σύνολο Ρ* των στοιχείων 
)x(
)x(

φ
σ

του Q(x) [τα σ(x) και 

φ(x), τυπικά πολυώνυµα], µε την ιδιότητα οι συντελεστές των µεγιστοβαθµίων 
όρων στον αριθµητή και τον παρονοµαστή να είναι οµόσηµοι µη µηδενικοί.. Το 
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P*∪{0} έχει τις ιδιότητες Ρ.1), Ρ.2), Ρ.3) και Ρ.4) και, εποµένως είναι θετικός 
κώνος. Αρα, το Q(x), εφοδιασµένο µε την διάταξη, που ορίζει ο Ρ, είναι 
διατεταγµένο σώµα. Ας κάνουµε πιό �αισθητή� αυτή την διάταξη. Tο x είναι > 

απ� όλους τους φυσικούς. το 
x
1

, > 0 και < 
ν
1

, γιά κάθε φυσικό ν > 0. Γιά κάθε 

δύο µη µηδενικούς φυσικούς µ και ν, µε ν > µ, xν > xµ και 0 < νx
1

 < µx
1

.  

Γιά κάθε ρητό α > 0, 101000x1996 < 1997
100000 x

10
1

.  

     Άλλο παράδειγµα: Παίρνουµε το Q(x) και ας είναι το y µιά απροσδιόριστη, 
ως προς αυτό. Έτσι, το y δεν είναι ρίζα αλγεβρικής εξισώσεως, µε συντελεστές 
απ� το Q(x). Θεωρούµε το σώµα Q(x)(y). δηλαδή, το σώµα Κ(y) όπου το σώµα 
(των συντελεστών) είναι το Q(x). Το σώµα Q(x)(y) είναι, στην ουσία, το ίδιο 

µε το Q(y,x). δηλαδή, είναι το σύνολο των κλασµάτων  
)y,x(
)y,x(

φ
σ

, όπου ο 

αριθµητής και ο παρονοµαστής είναι πολυώνυµα ως προς x και y, µε 
συντελεστές απ� το Q, οργανωµένο, µε τις συνηθισµένες πράξεις και τους 
συνηθισµένους κανόνες τους, σε αντιµεταθετικό σώµα.  
     Επεκτείνουµε την διάταξη του Q(x) στο Q(x,y), ακριβώς, όπως πιό πάνω. 

Έτσι, γιά κάθε στοιχείο 
)x(g
)x(f

 του Q(x) και γιά κάθε ρητό α > 0, 
)x(g
)x(f
< αy. 

ακόµα, 0 < 
y
1
< 

x
1

 κ.λ.π. 

     Εναλλάσσοντας τους ρόλους των x και y, λαβαίνουµε µιά άλλη διάταξη του 
Q(x,y), συµβιβαστή, κι� αυτήν µε το + και το o  . Φανερά, η διαδικασία αυτή 
µπορεί να συνεχιστή γιά απροσδιόριστες x1, x2,  . . .  . 
      
 Αφήνουµε, τώρα, τα παραδείγµατα και ερχόµαστε στην γενική περίπτωση. 
 Παρατηρούµε ότι, στην απόδειξη της τελευταίας προτάσεως του τρίτου 
µέρους, το άτοπο έβγαινε από το ότι, σε κάποιον µερισµό-χάσµα (Α,Β) του 
διατεταγµένου σώµατος σε δύο τάξεις, όποιο στοιχείο > 0 της Α και να 
προσθέταµε σε στοιχεία (π.χ. σε όλα τα στοιχεία) των Α και Β, αυτός δεν άλλαζε 
(δηλαδή, οι Α και Β µένανε οι ίδιες). ενώ, βέβαια, η αφαίρεση του ίδιου 
στοιχείου από το �εµφυτευόµενο� µεταξύ των Α και Β �υποψήφιο� ελάχιστο 
της Β, άλλαζε αυτό το ελάχιστο. 
Έτσι, η αληθινή αιτία, που ένα µη αρχιµήδειο σώµα δεν δέχεται πλήρωση κατά 
Εύδοξο-Dedekind βρίσκεται στο ότι υπάρχουν µερισµοί-χάσµατα (Α,Β) του 
σώµατος αυτού σε δύο τάξεις, µε 0∈Α, που η πρόσθεση στοιχείων > 0 της Α 
στα στοιχεία των Α και Β, να µην τις µεταβάλη. Το φαινόµενο αυτό δεν µπορεί 
να παρουσιαστή στα αρχιµήδεια σώµατα, ακριβώς, γιατί σε εκείνα ισχύει το 
αξίωµα του Αρχιµήδη (που το χρησιµοποιεί, ήδη, ο Ευκλείδης).  
 
Ιστορική σηµείωση. Η επισήµανση, στα �στοιχεία� του Ευκλείδη, του 
ξεχωριστού ρόλου του �αιτήµατος των παραλλήλων� και του αξιώµατος του 
Αρχιµήδη, αρκεί γιά να καταδείξη τον απίστευτα πρωτοποριακό χαρακτήρα της 
αρχαίας ελληνικής σκέψης. 
 

Προς τον νέο ορισµό �πληρώσεως� διατεταγµένου σώµατος. 
 
Ξεκινάµε απ� τα δύο παραδείγµατα µη αρχιµηδείων σωµάτων, που αναφέραµε, 
λεπτοµερώς. Στο πρώτο, ορίζουµε τον επόµενο µερισµό (Α,Β) σε δύο τάξεις: 
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Γιά γ∈Q(x) µε γ > 0, το σύνολο των στοιχείων του Q(x), που είναι > από ένα, 

τουλάχιστον, από τα γ, 
x
1

+γ  , 2x
1

x
1
++γ  ,  . . . αποτελεί την Β. Έτσι, τα 

x
2

+γ , 
x
1

+γ + 2x
2

 ανήκουν στην Β. ενώ τα γ, 
x
1

+γ , 2x
1

x
1
++γ  ,  . . .  

ανήκουν στην Α. Φανερά, αυτή αποτελείται από όλα τα στοιχεία του Q(x) που 
είναι ≤ από ένα, τουλάχιστον, απ� αυτό. γιατί, κάθε στοιχείο > από όλα της 

µορφής �x
1

x
1

+++ Kγ  είναι, αναγκαία, ≥ από κάποιο στοιχείο της µορφής 

ννγ
x
2

x
1

x
1

1 ++++ −K . Έτσι, ούτε η Α έχει µέγιστο στοιχείο ούτε η Β 

ελάχιστο. Εποµένως, ο µερισµός (Α,Β) είναι χάσµα. και, γιά κάθε φυσικό ν, 

υπάρχουν α∈Α και β∈Β, µε β-α< νx
1

. 

Φανερά, αν προσθέσουµε ένα, όποιο νά�ναι, > 0 στοιχείο της Α σε όλα τα 
στοιχεία των Α και Β, οι τάξεις αυτές µεταβάλλονται. Ακριβέστερα, γιά κάθε 
στοιχείο α > 0 της Α, Α+α ≠ Α και ο µερισµός-χάσµα (Α,Β) µεταφέρεται στον 
διαφορετικό µερισµό-χάσµα (Α+α, Β+α). Έτσι, η �εµφύτευση� ενός νέου 
στοιχείου �µεταξύ� αυτών των Α και Β δεν οδηγεί σε άτοπο. 
     Ανάλογη πορεία, στο δεύτερο παράδειγµα. Εδώ, το γ θα είναι στοιχείο, από 

το Q(x), > 0 και θα θεωρήσουµε τα γ, 
y
1

+γ , 2y
1

y
1
++γ , . . .  και  

y
2

+γ , 

2y
2

y
1
++γ , κτλ. 

Οι υποθέσεις ότι η Α έχει και > 0 στοιχεία και (γι� αυτό) ότι γ > 0, που κάναµε, 
είναι µη απαραίτητες. Έγιναν, γιά την απλότητα της παρουσιάσεως. 
    Περνάµε, τώρα, στην γενική περίπτωση διατεταγµένου σώµατος Κ, που έχει 
και χάσµατα. Ας είναι ο µερισµός (Α,Β) ένα τέτοιο χάσµα. Ασχολούµαστε µ� 
αυτό µόνον όταν έχη την ιδιότητα: Γιά κάθε > 0 στοιχείο δ∈Κ, Α+δ ≠ Α.  
 
Πρόταση. Τότε, και µόνον τότε, γιά κάθε µη µηδενικό θετικό στοιχείο ε του Κ, 
υπάρχουν α∈Α και β∈Β, µε β-α < ε. 

Απόδειξη. 1). Τότε: Μας δίνουν ένα, όποιο νάναι, ε > 0. Θεωρούµε το 
2
ε

 . 

Αφού, από υπόθεση, Α+
2
ε

 ≠ Α, υπάρχει στοιχείο β του συνόλου Α+
2
ε

, µε 

β∈Β. Το στοιχείο αυτό γράφεται β = α+
2
ε

, όπου α∈Α. 

   2) Έστω, τώρα, ότι Α+δ = Α. Παίρνουµε ε = δ. Αφού Α+ε = Α, δεν υπάρχουν 
στοιχεία α∈Α και β∈Β, µε β-α < ε, σε αντίθεση µε την υπόθεση.  
 
Παράδειγµα. Στην περίπτωση αρχιµηδείου σώµατος, µε χάσµατα 
(υποχρεωτικά, καθώς είδαµε στο τελευταίο θεώρηµα, του τρίτου µέρους, τότε, 
γνησίου υποσώµατος του R), όλα τα χάσµατα αυτά έχουν την υπ� όψη ιδιότητα. 
Ο ορισµός των πράξεων στο εµπλουτισµένο, µε τα �εµφυτευµένα� στα 
χάσµατα αυτά στοιχεία, που ορίσαµε, τότε, σύνολο, µπορούσε να 
�λειτουργήση�, γιατί ίσχυε η ιδιότητα �. . . β-α < ε�. Είχαµε: Στην πρόσθεση: 

Από τις 
211
εαβ <−  και  

222
εαβ <− , έπεται η β1+β2-(α1+α2) < ε. Στον 
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πολλαπλασιασµό: Γιά α1, α2, β1, β2 ≠ 0, από τις 
||2 2

11 β
εαβ <−  και 

||2 1
22 β

εαβ <− , έπεται η (β1-α1)β2+(β2-α2)α1 < ε. Στην διαίρεση: Γιά αβ ≠ 0, 

αβ
αβ

βα
−

=−
11

. Άρα, από την β-α < ε|αβ|, έπεται η ε
βα
<−

11 . κτλ. 

 
Παρατήρηση. Στις αποδείξεις τους, δεν χρησιµοποιήσαµε πουθενά  το ότι το 
σώµα είναι αρχιµήδειο. Εποµένως, οι αποδείξεις αυτές εξακολουθούν να 
ισχύουν γιά τα χάσµατα του τυχόντος διατεταγµένου σώµατος Κ, που έχουν την 
ιδιότητα �. . .  β-α < ε�. Μ� άλλα λόγια, στα τέτοια χάσµατα του Κ 
�εµφυτεύουµε� από ένα νέο στοιχείο και ορίζουµε τις πράξεις στο έτσι 
επαυξηµένο σύνολο, ακριβώς, όπως κάναµε στην περίπτωση της πληρώσεως 
Ευδόξου-Dedekind. Από την ισχύ των αποδείξεων, που αναφέραµε, έπεται ότι 
το έτσι επαυξηµένο σύνολο είναι, κι αυτό, διατεταγµένο σώµα. Αυτή είναι και η 
µοναδική πλήρωση, που µπορεί να κάνη ένα διατεταγµένο σώµα, πάλι, 
διατεταγµένο σώµα. (Ειδική περίπτωση: Η µετάβαση από το Q στο R.) Θα το 
ονοµάσουµε, αυτό, Γενικό λήµµα πληρώσεως των διατεταγµένων σωµάτων. 
Αποτελεί ένα βήµα προς την κατεύθυνση του Θεωρήµατος της πληρώσεως των 
αλγεβρικώς κλειστών σωµάτων, χαρακτηριστικής µηδενός. 
 
     Η διατύπωση και η απόδειξη του θεωρήµατος αυτού χρειάζεται 
περισσότερες γνώσεις. Γι’ αυτό, θα το παρουσιάσουµε αργότερα. 


