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II.   Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ Ε Σ     Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε Ι  Σ 

 

1. Γενικά. (Βλέπε και σελ. 3). Υπενθυµίζουµε µερικές έννοιες, που αφορούν τις συναρτή-

σεις, α) Injective καλείται µία ένα-ένα απεικόνιση f:U → V. Αν δηλαδή, 

                                          212121 xxxfxfUxx =⇒=∈∀ )()(,, .  

        β) Surjective καλείται κάθε επί απεικόνιση.  

        γ) Bijective καλείται η f, ανν είναι ένα-ένα και επί. 

        δ) Μορφισµοί ή οµοµορφισµοί καλούνται γενικώς, οι συναρτήσεις, που διατηρούν την 

δοµή του πεδίου ορισµού τους. Επιµορφισµοί, λέγονταιι οι µορφισµοί f, που είναι επί, δη-

λαδή, f(U) = V. Ενδοµορφισµοί, εκείνοι οι µορφισµοί f, που είναι εντός, δηλαδή, f(U) ⊂ V. 

Μονοµορφισµοί, καλούνται οι µορφισµοί, που είναι ένα-ένα απεικονίσεις. Ισοµορφισµοί, 

καλούνται  οι επιµορφισµοί που, είναι επιπλέον και µονοµορφισµοί (είναι δηλαδή, bijective). 

          δ) Αυτοµορφισµοί καλούνται οι απεικονίσεις ενός συνόλου επί τον εαυτό του. Αν οι 

απεικονίσεις αυτές είναι και ένα-ένα, τότε ονοµάζονται µεταθέσεις.  

          Θεωρούµε τις απεικονίσεις f: U → V και g: f(U) → W. Μπορούµε να ορίσουµε την 

απεικόνιση fg: U → W από την σχέση, ∀x∈U, x(fg) = (xf)g = g(f(x)). Η h = fg καλείται 

γινόµενο ή σύνθεση των f και g. Για να δηλώσουµε την σύνθεση των συναρτήσεων, 

χρησιµοποιούµε τα αντιµεταθετικά διαγράµµατα: 

         Το γινόµενο δύο συναρτήσεων, δεν ορίζεται βέβαια πάντοτε, πολύ 

δε περισσότερο, δεν ισχύει πάντα ότι gf = fg. Οποτε σηµειώνουµε 

πάντως στα παρακάτω την σύνθεση δύο συναρτήσεων, θα υποθέτουµε, 

χωρίς να το λέµε, ότι αυτή ορίζεται. 

     Η αντίστροφη απεικόνιση 1f −  της f, ορίζεται από την σχέση, 1f − (y) = x, όπου y∈f(U), 

και x∈U µε f(x) = y. Φανερά, η 1f −  είναι συνάρτηση, ανν η f είναι ένα-ένα. Θεωρούµε 

∀y∈f(U) το σύνολο 1f − (y). Φανερά,  

                         U
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Το σύνολο U, µερίζεται συνεπώς από τα υποσύνολα 1f − (y), και η f εισάγει στο U την σχέση 

ισοδυναµίας R: )()(, 2121 xfxfRxx =⇔∈  

     Το σύνολο )( 1
1 Vf − , όπου 1V  ⊆ f(U) ορίζεται ως το σύνολο  

                               )( 1
1 Vf −  = {x∈U | f(x)∈ 1V }. 

Φανερά, το σύνολο )( 1
1 Vf −  υπάρχει, ανεξάρτητα από το αν η f είναι ένα-ένα ή όχι. 

 

Για τρεις απεικονίσεις που συντίθενται, ισχύει ο προσεταιρι-

στικός νόµος. Είναι δηλαδή, (fg)h = f(gh), ως προκύπτει από το 

διάγραµµα που εµφανίζεται παραπλεύρως.  

 

                               

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1. Θεωρούµε το σύνολο των αυτοµορφισµών ενός συνόλου U. Φανερά, η 

σύνθεση δύο αυτοµορφισµών του U είναι πάντοτε δυνατή. Ορίζεται λοιπόν µέσα στο σύνολο 

αυτό, µία εσωτερική πράξη, ο πολλαπλασιασµός δύο στοιχείων του. Μέσα στο σύνολο των 

αυτοµορφισµών του U, συγκαταλέγεται και η ταυτοτική απεικόνιση :U1 U → U, που ορίζε-

ται από την σχέση, ∀x∈U, xx1U =)( . Στην περίπτωση, που ο αυτοµορφισµός είναι µετάθεση 

f,  υπάρχει και η αντίστροφή της 1f − . Το σύνολο συνεπώς των µεταθέσεων του U, µε  πράξη 

την σύνθεση , αποτελεί οµάδα. 

 

     Θεωρούµε, τώρα, ένα σύνολο Ε, και µία σχέση ισοδυναµίας R πάνω σ’ αυτό. Στη 

συνέχεια, θεωρούµε και το σύνολο πηλίκο Ε/R. Ορίζεται τότε, η συνάρτηση p του Ε επί το 
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Ε/R από την σχέση, x  a xC  όπου x∈E και xC ∈E/R η κλάση ισοδυναµίας στην οποία το x 

ανήκει. Η p είναι καλά ορισµένη, µιά και όπως δείξαµε (βλ. σελ. 2) δεν υπάρχουν κλάσεις 

ισοδυναµίας µε κοινά στοιχεία. Υποθέτουµε ακόµα,  ότι έχουµε και κάποιο άλλο σύνολο S, 

και την απεικόνιση f: E → S, τέτοια ώστε, η σχέση (x,y)∈R ⇒ f(x) = f(y). 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ. Υπάρχει η g: E/R → S και είναι µοναδική, έτσι ώστε, 

το δίπλα διάγραµµα, να καθίσταται αντιµεταθετικό. Επιπλέον, αν f 

surjection, η g είναι bijection. 

Απόδειξη. Θα πρέπει να δείξουµε ότι, f = pg. Πράγµατι, από 

υπόθεση, η f απεικονίζει όλα τα ισοδύναµα στοιχεία του Ε, σε ένα 

στοιχείο s∈S. Αν λοιπόν ορίσουµε την g έτσι ώστε xC  a s = f(x), το πιό πάνω διάγραµµα 

καθίσταται αντιµεταθετικό. Η g είναι ένα-ένα, γιατί αν είχαµε ότι xC  a s και yC  a s µε 

yx CC ≠ , οπότε και το x δεν θα είναι ισοδύναµο του y, τότε θα έπρεπε λόγω του τρόπου µε 

τον οποίον ορίστηκε η f, να έχουµε και f(x) ≠ f(y), πράγµα αδύνατον, µία και  

f = pg. ∆ηλαδή, g(p(x)) = g(p(y)) = s  ανν  x ≈ y. 

 

2. Γραµµικές απεικονίσεις. Ορισµός. Θεωρούµε τους διανυσµατικούς χώρους U(F) και 

V(F). Η f:U → V θα καλείται γραµµική, ανν  

                           )()()(U,, 2211221121 xfλxfλxλxλfxx +=+∈∀     (1). 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1. Στην περίπτωση, που το σύνολο τιµών f(U) της f δεν είναι διανυσµατικός 

χώρος, τότε, η (1) µπορεί να θεωρηθεί ότι ορίζει µέσα σ’ αυτό µία πρόσθεση και έναν 

µονόµετρο πολλαπλασιασµό. Με τις πράξεις αυτές, το f(U) γίνεται διανυσµατικός χώρος. Η f 

είναι δηλαδή, ένας µορφισµός. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ. Κάθε διανυσµατικός χώρος V(F) µε πεπερασµένη διάσταση,  

dimV = n, είναι ισόµορφος του χώρου των συντεταγµένων nF . 

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση φ: V → nF , που ορίζεται ως εξής: Θεωρούµε εν V µία 

βάση, έστω την },,,{ n21 eee K . Το τυχόν x∈V έχει τότε την έκφραση,  

x = nn2211 eλeλeλ +++ K . Θέτουµε φ(x) = ),,,( n21 λλλ K . Η φ είναι καλά ορισµένη 

και ένα-ένα, µιά και η έκφραση του x στην επιλεγείσα βάση, είναι µοναδική (βλ. πρόταση 1, 

σελ. 11). Εχουµε, τώρα, ότι, nn2211 eλλeλλeλλxλ +++= K , άρα και,  

φ(λx) = λ ),,,( n21 λλλ K = λφ(x). Ακόµα, έχουµε και την )()()( 2121 xφxφxxφ +=+ , 

όπως εύκολα αποδεικνύεται. 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ ∆ύο διανυσµατικοί χώροι U(F) και V(F) µε την ίδια διάσταση, είναι ισόµορφοι. 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2. Οπως είδαµε, ο ισοµορφισµός φ που ορίσαµε, εξαρτάται από την 

επιλεγείσα βάση του χώρου V(F). Προτάσεις λοιπόν που αποδεικνύονται εν nF , αν θέλουµε 

να έχουν γενική ισχύ εν V(F), θα πρέπει να δείχνουµε ότι αυτές, δεν εξαρτώνται από την 

επιλεγµένη βάση. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Η εικόνα f(U) ⊆ V είναι υπόχωρος του V(F). 

Απόδειξη. Θα πρέπει να δείξουµε ότι, το (U))()( fxfλxfλ 2211 ∈+ .  

Πράγµατι, αν (U), fyy 21 ∈ , υπάρχουν δύο τουλάχιστον στοιχεία U, ∈21 xx , µε )( 11 xfy =  

και )( 22 xfy = . Είναι τώρα, (U))()()( fxλxλfxfλxfλyλyλ 221122112211 ∈+=+=+ . 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Το σύνολο Ν  ⊆ U του οποίου εικόνα είναι το 0∈V, είναι υπόχωρος του U. 
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Απόδειξη. Θα πρέπει να δείξουµε ότι, N, ∈∀ 21 xx  ⇒ N∈+ 2211 xλxλ . ∆ηλαδή, θα πρέπει 

να είναι, 0xλxλf 2211 =+ )( . Οµως, 0xfλxfλxλxλf 22112211 =+=+ )()()( . 

 

Ορολογία και Συµβολισµοί. (Βλέπε και σελ. 4). Τις γραµµικές απεικονίσεις τις καλούν και 

γραµµικούς τελεστές. Τους γραµµικούς τελεστές, τους συµβολίζουν συνήθως µε κεφαλαία 

γράµµατα, π.χ. T: U → V. (Τούτο γίνεται, όταν θέλουµε να δηλώσουµε την σχέση του 

γραµµικού µετασχηµατισµού, µε τους Πίνακες). T(x) είναι  η εικόνα του x∈V. Την εικόνα 

αυτή, την γράφουν όπως είδαµε, και xT. Με την χρήση του συµβολισµού αυτού, η (1) 

γράφεται TxλTxλTxλxλ 22112211 +=+ )( .  

     Το πεδίο τιµών f(U) συµβολίζεται και µε Imf. Το Imf είναι, όπως είδαµε, υπόχωρος του 

V. Η διάσταση dimImf καλείται τάξη (rank) ρ της f. Ο υπόχωρος Ν του U συµβολίζεται και 

µε Kerf  (Kernel = πυρήνας) και καλείται πυρήνας της f. Και ο Kerf είναι υπόχωρος, και την 

διάστασή του dimKerf την καλούµε µηδενικότητα (nulity) ν της f.  

     Με Hom(U,V) συµβολίζουν το σύνολο των οµοµορφισµών που ορίζονται στο U και 

έχουν τιµές εν V. Αν πρόκειται για γραµµικές απεικονίσεις, γράφουµε αντί του Hom(U,V), 

L(U,V). Αν είναι V = U, γράφουµε L(U). Το σύνολο αυτό, είναι δυνατόν να οργανωθεί σε 

διανυσµατικό χώρο, όπως στο παρ.4, σελ. 7. 

     

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2. α) Ο Ταυτοτικός µετασχηµατισµός  (βλέπε παρ.1 σελ.19), είναι µία γραµ-

µική απεικόνιση. Αυτήν, την συµβολίζουν απλά, µε το 1     

                               β) Η µηδενική απεικόνιση 0f , που ορίζεται από την σχέση 

0xfx 0 =∈∀ )(U, , είναι και αυτή, ένας γραµµικός µετασχηµατισµός.  

                               γ) Θεωρούµε τον χώρο των συντεταγµένων (βλέπε παρ.2, σελ.6) n
R , και 

την :ip  n
R  → R , που ορίζεται από την σχέση, ii xXp =)( , όπου ),,,( n21 xxxX K= . Η 

ip  είναι γραµµική, και καλείται  i-προβολή.  

      

ΠΡΟΤΑΣΗ 3. Η εικόνα του µηδενικού στοιχείου είναι το 0, ∀f∈L(U,V). 

Απόδειξη. Είναι, f(x) = f(x+0) = f(x)+f(0). Οµως, και f(x)+0 = f(x). Αρα f(0) = 0, µία και το 0 

είναι µοναδικό εν f(U). 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 4. Ενας γραµµικός µετασχηµατισµός Τ διατηρεί την έννοια της γραµµικής 

εξαρτήσεως. 

Απόδειξη. Φανερά, αν ∑
=

k

1i

iibλ = 0, είναι και, Tbλ
k

1i ii 




∑ =

 = Tbλ
k

1i

ii∑
=

 = 0 µιά και πάντα η 

εικόνα του στοιχείου 0 είναι το 0. 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν 1U  υπόχωρος του U, τότε και )(U1f  υπόχωρος του f(U). 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 5. Αν 1V  υπόχωρος του V, τότε και )(V1
1

f
− υπόχωρος του U. 

Απόδειξη. Εστω )(V, 1
1

21 fxx
−∈ . Τότε είναι, 12211 xfλxfλ V)()( ∈+ . 

Αρα και 12211 xλxλf V)( ∈+ . Είναι συνεπώς, )(V1
1

2211 fxλxλ −∈+ . 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ. Ενας γραµµικός µετασχηµατισµός Τ: U → V, χαρακτηρίζεται απολύτως από τις 

εικόνες των στοιχείων µιάς βάσεως του U. Αν δηλαδή δοθεί µιά βάση n21 eee ,,, K  του U 

και n διανύσµατα n21 bbb ,,, K  του V, υπάρχει ένας και µόνο γραµµικός µετασχηµα-

τισµός Τ, τέτοιος ώστε, ii bTe = , i  = 1, . . . ,n,. 

     Απόδειξη. Εστω n21 eee ,,, K  µία βάση του U. Θεωρούµε, τώρα, n στοιχεία b του V, 

χωρίς να αποκλείουµε τις περιπτώσεις, µερικά απ’ αυτά, ή και όλα, να είναι µεταξύ τους ίσα, 
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ή ακόµα και το µηδενικό στοιχείο. (Συνεπώς, το πλήθος των διαφορετικών στοιχείων b που 

θεωρούµε, είναι k ≤ n).  Εστω αυτά τα n21 bbb ,,, K . Από την στιγµή που τα έχουµε έτσι 

καταγράψει, λαβαίνουµε υπ’ όψη και την διάταξη που τους καθορίζει η αρίθµησή τους.  

     α) Υπαρξη του Τ. Εστω x τυχόν στοιχείο του U. Είναι τότε, nn2211 eλeλeλx ++= K . 

Ορίζουµε το xT ως το στοιχείο nn2211 bλbλbλ ++ K  του V. Αρα και ii bTe = . Θεωρούµε, 

τώρα, και το στοιχείο nn2211 eµeµeµy ++= K  του U. Είναι 

                (x+y)T = ( Τeµeµeµeλeλeλ nn2211nn2211 )( +++++ KK  =  

                                      Teµλeµλeµλ nnn222111 })()(){( +++++ K  =  

                                     TeµλTeµλTeµλ nnn222111 )()()( +++++ K  =  

                              nnn222111 bµλbµλbµλ )()()( +++++ K  = 

                                       nn2211nn2211 bµbµbλbλbλbλ +++++ KK  = xT+yT. 

Επίσης, 

                (λx)T = Teλeλeλλ nn2211 )( ++ K  = nn2211 bλλbλλbλλ ++ K  

                             )( nn2211 bλbλbλλ ++ K = λ(xT). 

Ο Τ είναι λοιπόν γραµµικός µετασχηµατισµός. 

     β) Ο Τ είναι µοναδικός. Εστω ότι και ο Τ΄οριζόταν όπως ο Τ. Τότε, ∀x∈U, ισχύει ότι,  

xT΄ = ΄Τbλbλbλ nn2211 )( ++ K  = nn2211 bλbλbλ ++ K  =  xT. Αρα και bi = eiT = eiT΄, 

γιά όλα τα i = 1, . . .,n. Αρα Τ = Τ΄. 

 

Συµβολισµός. Το γεγονός ότι η f: U → V ορίζεται από τις εικόνες ib  των στοιχείων ie  της 

διατεταγµένης βάσεως },,,{ n21 uuu K  του U, το συµβολίζουν µε ( )f u b: ,  όπου u  και b  

τα διατεταγµένα σύνολα },,,{ n21 uuu K  και },,,{ k21 bbb K . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3. α) Ο µετασχηµατισµός Τ: 
3
R  → 

2
R , που ορίζεται ∀x∈R  από την 

σχέση Txxx 321 ),,(  = ),( 21 xx είναι µία γραµµική απεικόνιση. Η απεικόνιση αυτή, προβάλει 

το σηµείο ),,( 321 xxxP =  του χώρου Ε, στο σηµείο ),( 21 xx  του 21xOx  ( = 
2
R ) επιπέδου, 

παραλλήλως προς τον άξονα 3Ox .  

     Τον T θα µπορούσαµε να τον προσδιορίσουµε και µέσω των αντιστοιχιών 

     (1,0,0) = 1e  a 1b  = (1,0), (0,1,0) = 2e  a 2b  = (0,1), (0,0,1) = 3e  a 3b  = (0,0,0). 

     Παρατηρούµε ότι, και η συνάρτηση Τ΄: 3
R  → 

3
R , που δίδεται από την σχέση 

Txxx 321 ),,(  = ),,( 0xx 21  λειτουργεί όπως ακριβώς και η Τ. Πρόκειται όµως για διαφορετική 

απεικόνιση.  

     β) Μία γραµµική απεικόνιση, διατηρεί τις ευθείες.  

Πράγµατι, αν 
r
r  = (1−t)

r
x +t

r
y  µία ευθεία του χώρου 

m
R , τότε, φανερά, και η εικόνα της 

µέσω µίας γραµµικής απεικόνισης Τ, θα είναι µία ευθεία του 
n

R . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4. ∆ίδεται ο γραµµικός µετασχηµατισµός Τ΄: 3
R  → 

4
R  από τις εικόνες 

των στοιχείων της κανονικής βάσεως του 
3
R :  

                                     1e T = (0,1,0,2), 2e T = (0,1,1,0) και 3e  = (0,1,−1,4).  

Ζητάµε να βρούµε τους χώρους KerT και ImT. 

     Ο χώρος ImT είναι ο L{(0,1,0,2), (0,1,1,0), (0,1,−1,4)}.  

Παρατηρούµε ότι, το {(0,1,0,2), (0,1,1,0)} είναι σύνολο γραµµικώς ανεξάρτητο, και ότι  

(0,1,−1,4) = 2(0,1,0,2)−(0,1,1,0). Είναι λοιπόν, dimImT = 2. 

     Ο χώρος KerT είναι το {x∈ 4
R | xT = 0}. Είναι λοιπόν, 332211 exexexx ++=  οπότε και 

TexTexTexxT 332211 ++=  = 1x (0,1,0,2)+ 2x  (0,1,1,0)+ 3x (0,1,−1,4)  
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           = (0, 321 xxx ++ , 32 xx − , 31 x4x2 + ). Θέλουµε να έχουµε xT = 0. Οδηγούµεθα λοι-

πόν στο σύστηµα 

                          0xxx 321 =++  

                                  0xx 32 =−  

                        0x4x2 31 =+  .  

Το σύστηµα αυτό, έχει λύση την    ),,(),,( 112xxxx2 3333 −=− .  

Είναι λοιπόν, KerT = L{(−2,1,1)} και dimKerT = 1.  

     Παρατηρούµε ότι ισχύει η σχέση dimKerT+dimImT = dim 3
R . 

 

3. Εφαρµογές. α) Στροφή στο Επίπεδο. Θεωρούµε το πραγµατικό επίπεδο 2
R , και έστω 

Oxy ένα (ορθογώνιο) σύστηµα αναφοράς σ’ αυτό. Θεωρούµε το OP , το οποίο και 

στρέφουµε κατά γωνία θ, στη θέση OS. Ζητάµε να 

βρούµε την απεικόνιση, που δίδει το OS  ως εικόνα 

του OP . Αν δηλαδή, S = (x΄,y΄) και P = (x,y), 

ζητάµε να βρούµε µία απεικόνιση :θT  2
R  → 2

R , 

τέτοια ώστε, (x,y) a (x΄,y΄).  

Θέτουµε r = (ΟP) = (OS), το µήκος αντιστοίχως, 

του ευθύγραµµου τµήµατος OP και ΟS.  

Παρατηρούµε ότι,  

     x΄ = (OS)cos(θ+φ) = rcosθcosφ−rsinθsinφ  

                                    = xcosθ−ysinθ,  

µιά και x = rcosφ, και y = rsinφ.  Επίσης,  

                                                                    y΄ = (OS)sin(θ+φ) = rsinθcosφ+rcosθsinφ 

                                                                                                    = xsinθ+ycosθ.  

Ο ζητούµενος µετασχηµατισµός, δίδεται λοιπόν από την έκφραση, 

        :θT  (x,y) a (xcosθ−ysinθ, xsinθ+ycosθ). 

Ο θT  για 0 ≤ θ < 2π ορίζεται καλά. Θα δείξουµε ότι είναι και γραµµική απεικόνιση. 

Εστω τα ),( 111 yxr =
r

 και ),( 222 yxr =
r

. Θα δείξουµε ότι, θ22θ11θ2211 TrλTrλTrλrλ
rrrr

+=+ )( . 

Είναι, ),(),(),( 22112211222111 yλyλxλxλyxλyxλ ++=+  και  

                 =++ θ22112211 Tyλyλxλxλ ),(   

              )cos)yy(sin)xx(,sin)xx(cos)xx(( 2211221122112211 θλλθλλθλλθλλ ++++−+     (1) 

και              θ222θ111 TyxλTyxλ ),(),( + = ),( θcosyλθsinxλθsinyλθcosxλ 11111111 +− + 

                                         ),( θcosyλθsinxλθsinyλθcosxλ 22222222 +−  = 

   ),( θcosyλθsinxλθcosyλθsinxλθsinyλθcosxλθsinyλθcosxλ 2222111122221111 +++−+−  = 

          )((,((( θ)cosyλyλθ)sinxλxλθ)sinyλyλθ)cosxλxλ 2211221122112211 ++++−+         (2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει το ζητούµενο. 

     Η γραµµική απεικόνιση θT  καλείται στροφή του επιπέδου κατά γωνία θ. 

 

     β) Θεωρούµε τώρα, το σύνολο των γραµµικών µετασχηµατισµών θT , ∀θ∈R , 0 ≤ θ < 2π. 

Το σύνολο αυτό, είναι ένα σύνολο αυτοµορφισµών του 2
R . Είναι γνωστό, ότι αυτό το 

σύνολο οργανώνεται σε διανυσµατικό χώρο (βλέπε σελ. 7, παράδειγµα 4). Οµως, εδώ έχουµε 

κάτι παραπάνω. Ορίζεται πάντα η σύνθεση δύο στροφών, και είναι και αυτή στροφή. Εύκολα  

εξ’ άλλου αποδεικνύεται ότι, θT φT = φθT + . Η σχέση αυτή, µας οδηγεί στο συµπέρασµα, ότι 

το σύνολο των στροφών του επιπέδου, µε πράξη των πολλαπλασιασµό (σύνθεση), αποτελεί 

αντιµεταθετική οµάδα. Μοναδιαίο στοιχείο της οµάδας αυτής, είναι η στροφή κατά µηδενική 

γωνία. 

O

P

xx´

S

y

y´

θ

φ
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 4. Οπως είδαµε παραπάνω, οι σχέσεις γραµµικής εξάρτησης, διατηρούνται από έναν 

γραµµικό µετασχηµατισµό. Οµως, οι εικόνες µερικών από τα στοιχεία, που εµπλέκονται σε 

κάποια σχέση γραµµικής εξάρτησης εν U, είναι δυνατόν να είναι το ίδιο στοιχείο, (π.χ. το 

0∈V). Συµπέρασµα. Ενας γραµµικός µετασχηµατισµός, Τ: U → V δεν αυξάνει ποτέ την 

διάσταση του χώρου στον οποίον ορίζεται. Είναι λοιπόν, 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 6. ρ(Τ) ≤ min(dimU,dimV). 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 7. dimU = ρ(f)+ν(f), όπου f: U → V, όπου η f είναι γραµµική απεικόνιση. 

    Απόδειξη. Θεωρούµε το παραπλεύρως αντιµεταθετικό διάγραµµα 

(βλέπε Θεώρηµα, σελ. 20)  Η p ορίζεται από την σχέση,  

∀x∈U, p(x) = xC , όπου xC  η τάξη ισοδυναµίας του x∈U. 

 Γράφουµε και p(x) = x+Kerf.  

Συµβολισµός. x+Kerf = {x+z | z∈Kerf}. Η p είναι η µοναδική 

γραµµική απεικόνιση, που ορίζεται κατ’ αυτόν τον τρόπο.  

α) Είναι γραµµική. Πράγµατι, p(λx+µy) = λx+µy+Kerf = (λx+Kerf)+(µx+Kerf), [µιά και 

Kerf+Kerf = {w = 21 zz +  | Kerfzz 21 ∈, } = Kerf] = p(λx)+p(µy) [µιά και v ≈ λv]. 

β) Είναι µοναδική. Πράγµατι, αν είχαµε και την q να ορίζεται κατά τον ίδιο τρόπο, τότε και 

(p−q)(x) = p(x)−q(x) = (x+Kerf)−(x+Kerf) = 0, ∀x∈U. 

     Η f είναι γραµµική. Αρα, η x ≈ y δίδει την f(x) = f(y), όπως απαιτεί το παραπάνω 

Θεώρηµα, µιά και η x−y = z∈Kerf, δίδει την f(x)−f(y) = f(z) = 0. Επειδή η g ισοµορφισµός, 

 dimImf = dim(U/Kerf) = dimU−dimKerf όπως δείξαµε στο παρ. 18, στη σελ. 19. 

     Η σχέση αυτή γράφεται και n = ρ(f)+ν(f), όπου n = dimU, ρ(f) = η τάξη της f, που είναι η 

dimImf = dimf(U) και ν(f) η µηδενικότης της f, που είναι η dimKerf. 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ. Η γραµµική απεικόνιση f: U → U είναι ένα-ένα, ανν, 

i) Kerf = {0}   είτε ii) Η f είναι επί, δηλαδή, f(U) = U. 

Απόδειξη. i) Αν η f είναι ένα-ένα, και υπήρχε και z∈Kerf µε z ≠ 0, τότε θα είχαµε και ότι  

f(z) = 0. Οµως είναι και f(0) = 0. Η f λοιπόν, δεν είναι ένα-ένα. Ατοπον. 

     Εστω τώρα ότι Kerf = {0}. Θα δείξουµε ότι η f είναι ένα-ένα. Πράγµατι, η σχέση  

f(x) = f(y) είναι η f(x)−f(y) = 0, ή λόγω γραµµικότητας της f, f(x−y) = 0, άρα x−y∈Kerf, άρα, 

από υπόθεση, x−y = 0, δηλαδή x = y. Η f είναι λοιπόν ένα-ένα. 

     ii) Αν η f είναι επί, οπότε dimU = dimImf = n, η σχέση n = ρ(f)+ν(f) δίδει ότι  

ν(f) = dimKerf = 0, δηλαδή, Kerf = {0}. 

     Αν τέλος, Kerf = {0}, ν(f) = 0, και ρ(f) = n. Η f είναι λοιπόν, επί. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 8. Η σύνθεση δύο γραµµικών απεικονίσεων είναι γραµµική απεικόνιση. 

 

5. Οπως είδαµε, το σύνολο L(U) οργανώνεται σε γραµµικό χώρο πάνω στο σώµα F. Επίσης, 

η σύνθεση δύο απεικονίσεων, εισάγει έναν “πολλαπλασιασµό” µέσα στο L(U). Εύκολα 

αποδεικνύεται ότι έχουµε και τις επιµεριστικές ιδιότητες:  

                           i) 2121 fgfgggf +=+ )(    και     ii) fgfgfgg 2121 +=+ )(  . 

Ακόµα, έχουµε και την λ(fg) = (λf)g = f(λg). Μέσα στο σύνολο L(U), µπορούµε λοιπόν, 

(λόγω προσεταιρισµού), να θεωρούµε τις δυνάµεις U1f 0 = , f, 2f = ff, . . . , nf  = ffL  n 

παράγοντες. Εύκολα βλέπουµε ότι, ισχύουν οι ιδιότητες των δυνάµεων 

 nmnmmnmn ffffff +=== ++  και ( ) ( )mnmnnm fff == .Μπορούµε εξ’ άλλου να θεωρούµε 

και αθροίσµατα (πολυώνυµα) της µορφής ∑
=

n

0i

i
ifλ , λ∈F.  

U

f

p
U/Kerf

V=Imf

g
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     Θεωρούµε το σύνολο L(U). Αν η f είναι ένα-ένα τότε ορίζεται και η 1f − . Η 1f −  είναι και 

αυτή γραµµική, µιά και αν U, ∈21 yy , µε )( 11 xfy =  και )( 22 xfy = , τότε και  

22112211 yλyλxλxλf +=+ )( . Αρα και, 

)()()( 2
1

21
1

122112211
1 yfλyfλxλxλyλyλf −−− +=+=+ .  

Φανερά, ισχύει ότι, ff1ff 11 −− == U . Η αντίστροφη λοιπόν της f, είναι και αριστερά και δεξιά 

αντίστροφη. Η ιδιότητα αυτή, είναι και καθοριστική για την 1f − , µε την παρακάτω έννοια: 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 9. Αν η g∈L(U)  έχει την ιδιότητα να είναι ταυτόχρονα αριστερά και δεξιά αντί-

στροφος της f, τότε η g είναι ένα-ένα και επί, και g = 1f − . 

Απόδειξη. Θα δείξουµε, πρώτα, ότι ο πυρήνας της g είναι το {0}, οπότε η g, σύµφωνα µε το 

προηγούµενο πόρισµα, θα είναι ένα-ένα. Πράγµατι, έστω x∈U, µε g(x) = 0. Είναι τότε και  

α) f(g(x)) = f(0) = 0 και επίσης, από το γεγονός ότι η g είναι από υπόθεση δεξιά αντίστροφος, 

(gf)(x) = f(g(x)) = U1  = x. Αρα x = 0, δηλαδή, Kerg = {0}.  

Εστω τώρα, y∈U. Είναι τότε και y = y U1  = y(fg) = g(f(y)) και συνεπώς το y είναι η g εικόνα 

κάποιου στοιχείου f(y)∈U. Η g είναι λοιπόν και επί. Ταυτίζεται λοιπόν, µε την 1f − . 

  

ΠΡΟΤΑΣΗ 10. Μία γραµµική απεικόνιση Τ: V → V επί του V είναι αντιστρέψιµη ανν µία 

βάση του V µετασχηµατίζεται σε βάση του V.  

Απόδειξη. Πράγµατι, αν },,,{ n21 eee K  βάση του V, και },,,{ TeTeTe n21 K  πάλη βάση 

του V, τότε ρ(Τ) = dimImT = n οπότε, από την πρόταση 7, σελ. 24, ν(Τ) = 0, δηλαδή,  

KerT = {0} και συνεπώς η Τ είναι ένα-ένα και επί. 

 

Ορισµός. Μία αντιστρέψιµη γραµµική απεικόνιση Τ καλείται και µη ιδιάζουσα (ή οµαλή) 

απεικόνιση (nonsingular mapping). 

 

5. Μετασχηµατισµός των συντεταγµένων. Έστω ότι το V∈x  έχει τις εκφράσεις (αρχική) 

nn11 aax αα ++= K  και (τελική) nn11 bbx ββ ++= K  στις δύο διαφορετικές βάσεις 

{ }n1 a,,a K  και { }n1 b,,b K  του V. Υποθέτουµε, ότι η (τελική) βάση { }n1 b,,b K  έχει 

προκύψει από την (αρχική) βάση { }n1 a,,a K  µετά από την ενέργεια του µετασχηµατισµού 

Τ, που δίδεται από τις σχέσεις nin11ii aab ρρ ++= K , ni1 ≤≤ , 0)det( ij ≠ρ . Ζητάµε να 

βρούµε τις σχέσεις που συνδέουν τις αρχικές συντεταγµένες iα  του x, µε τις τελικές του 

συντεταγµένες jβ .  

Είναι, )aa()aa(x nnn11nnnn11111 ρρβρρβ ++++++= KKK  

           nnnn1n11n1n111 a)(a)(x βρβρβρβρ ++++++= KKK  

Συγκρίνοντας την έκφραση αυτή του x µε την αρχική του, λαβαίνουµε τις ζητούµενες 

σχέσεις ∑
=

=++=
n

1i

jijnnj1j1j βρβρβρα K   (1). Το (1) µας δίδει τις αρχικές συντεταγµένες 

συναρτήσει των τελικών. Αν, αντίστροφα, θέλουµε να εκφράσουµε τις τελικές συναρτήσει 

των αρχικών συντεταγµένων, θα πρέπει να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα (1), ως προς iβ . Η 

ύπαρξη της λύσεως εξασφαλίζεται από το γεγονός ότι 0)det( ij ≠ρ . Λύοντας, λοιπόν το (1) 

έχουµε, ∑
=

=++=
n

1j

jijnni1i1i ασασασβ K   (2). Οι τετραγωνικοί πίνακες )( ijρ  και )( ijσ  

είναι βέβαια, αντίστροφοι. 
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 6. Μιά γραµµική απεικόνιση, για την οποία έχουµε ότι 0
n ff = , για κάποιον n > 1, καλείται 

µηδενοδύναµη απεικόνιση επί του U. Παράδειγµα τέτοιας απεικόνισης αποτελεί ο διαφορι-

κός τελεστής D επί του γραµµικού χώρου των πολυωνύµων Pn (βλέπε παράδειγµα 5 στην 

σελ. 7). Ο D ορίζεται κατά τα γνωστά, από την σχέση, 

                      1n
2n

1
1n

0
0

n
1n

1
n

0 λxλ1nxλnxλxλxλD −
−−− ++−+=+++ KK )()( . 

Ο D είναι γραµµική απεικόνιση, µιά και ισχύει ότι, D(αf+βg) = αDf+βDg. Ο D είναι και µη-

δενοδύναµος, µιά και 0D
1n =+ . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5. Θεωρούµε το πολυώνυµο  p(x) = 1xx2x 23 +−+ . Εχουµε τότε ότι, 

Dp(x) = 1x4x3
2 −+ , 2D p(x) = 6x+4, 3D p(x) = 6 και, τέλος, 4D p(x) = 0. 

 

Ασκήσεις. 1) Εστω f και g µηδενοδύναµοι γραµµικοί µετασχηµατισµοί. Αν ισχύει 

                    ότι fg = gf, τότε και ο fg είναι µηδενοδύναµος. 

                2) Εστω ότι δίδεται ο g∈L (U). Να δείξετε ότι το σύνολο όλων των  

                   f∈ L (U), για τους οποίους 0ffg =  είναι υπόχωρος του L (U). Ποίος  

                   είναι ο υπόχωρος αυτός, όταν 0fg = ; όταν g = U1 ; 

                3) Εστω η απεικόνιση :f  2
R  → 2

R , που ορίζεται από την σχέση  

                         ),(),( 2211221121 xβxβxαxαxxf ++=  R∈2121 ,β,β,αα . 

                   Να δείξετε ότι η f είναι γραµµική, και να βρείτε µιά αναγκαία και  

                    ικανή συνθήκη, έτσι ώστε αυτή να αντιστρέφεται. 

                4) Εστω f∈L (U), και υποθέτουµε ότι, γι’ αυτήν ισχύει ότι, f1f 2 =+ U . Να  

                    δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιµος. 

                5) Να δείξετε ότι, αν f, g∈L(U) αντιστρέψιµες συναρτήσεις, τότε και οι   

                    fg και gf είναι αντιστρέψιµες, και 111 fgfg −−− =)( .  

                6) Εστω, },,,{ n21 eee K  και },,,{ m21 bbb K   βάσεις αντ. των χώρων U, και V. 

                     Για κάθε ζεύγος δεικτών i,j µε 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, έστω ότι οι 

                     :ijf  U → V ορίζονται από τις σχέσεις  




=

≠
=

jkανb

jkαν0
ef

j
kij )(   γιά 1 ≤ k ≤ m . 

                    Να δείξετε ότι τα ijf  αποτελούν βάση του χώρου L (U, V). 

                7) Να δείξετε: α) Οτι το σύνολο {sinx, cosx, sinxcosx, xsin
2 , xcos

2 }  

                    είναι σύνολο γραµµικώς ανεξάρτητο εν ),( ∞+−∞C .  

                    ( ),( ∞+−∞C  είναι ο γραµµικός χώρος των συνεχών  

                     συναρτήσεων :f  R  → R ) 

                   8) Εστω f∈L (V) τέτοια ώστε, ff 2 = . Εχουµε τότε ότι : 

                    α) Αν Μ = {x∈V | f(x) = x}, τότε και Μ = Imf. 

                    β) Μ ∩ Kerf = {0} 

                    γ) V = M ⊕ Kerf 

               9) Να δείξετε ότι η απεικόνιση :f  m
R  → n

R  που ορίζεται από την 

                   σχέση  

                           fξξξ n21 ),,,( K  = 












∑∑∑
===

m

1j

jnj

m

1j

jj2

m

1j

jj1 ξαξαξα ,,,, K  

                   ∈∀ ),,,( n21 ξξξ K
m

R , είναι γραµµική. Αντίστροφα, κάθε γραµµική 

                   απεικόνιση :f  m
R  → n

R  παίρνει την µορφή αυτή, γιά κατάλληλα 

                   R∈ijα , i = 1, . . . ,n  και  j = 1, . . . ,m. 
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                10) Εξετάστε αν υπάρχει γραµµική απεικόνιση :f  3
R  → 2

R  τέτοια 

                    ώστε, (1,−1,0)f = (1,0) και (1,0,−1)f = (0,1).  

                11) Εστω οι διανυσµατικοί χώροι V, W και f: V → W γραµµική. 

                    ∆είξτε ότι η f: /V M W→  (Μ υπόχωρος του V) που ορίζεται 

                    από την σχέση (v +M)f = vf  είναι α) καλά ορισµένη, β) γραµ- 

                    µική, και γ) υπολογίστε τον Kerf . 

               12) Αν 21 U,U  υπόχωροι του V τέτοιοι ώστε VUU =⊕ 21 , και  

                      f∈L(V,W), ισχύει ή όχι ότι )(U)(U)U(U 2121 fff ⊕=⊕ ;      

 

7. Ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί. Στην §3 ασχοληθήκαµε µε την οµάδα των γραµµικών 

µετασχηµατισµών θT  “στροφή στο επίπεδο”. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί διατηρούν την 

έκφραση του µήκους 
222 yx)OS( +=  αναλλοίωτο. Ζητάµε να προσδιορίσουµε το σύνολο 

των γραµµικών µετασχηµατισµών VV →:T , όπου ndim =V , που διατηρούν την 

έκφραση 
2

n

2

2

2

1 )x(  )x()x( +++ K  (1) αναλλοίωτο (βλέπε και ενότητα “Γεωµετρικές 

Εφαρµογές”, §3). 

 

Ορισµός. Το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων )F(y ,x V∈ , ορίζεται από την σχέση 

x·y = ∑
=

=
n

1i

ii yxy) ,x(  αν  R=F , ή x·y = ∑
=

=
n

1i

iiyxy) ,x(  αν C=F . 

 

Η (1), τώρα, γράφεται και ως  x),x( ή x·x = 
2

n

2

2

2

1 )x(  )x()x( +++ K . 

 

Το εσωτερικό γινόµενο έχει τις ιδιότητες: 

1. Γραµµική z) ,x(z) ,x(z) ,yx( βαβα +=+  

2. Συµµετρική  x),y(y) ,x( =  

3. Θετική 0 x),x( >  ανν 0x ≠ . 

Το µήκος του διανύσµατος x, ορίζεται από την σχέση  x)(x,|x| x),x(d +== . Τα x και y 

καλούνται ορθογώνια ανν 0y) ,x( = . ∆ύο υπόχωροι U και W του V καλούνται ορθογώνιοι, 

αν κάθε διάνυσµα του U είναι ορθογώνιο προς κάθε διάνυσµα του W. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6. Ζητάµε να βρούµε όλα τα διανύσµατα x, τα οποία είναι ορθογώνια στο 
32) 1,- ,1(a R∈= .  

Θα πρέπει να ισχύει 02xx-x x),a( 321 =+= . Η εξίσωση αυτή έχει δύο παραµέτρους, 

έστω τις 1x  και 2x . Για τιµές 1x1 = , 1x2 = , θα πρέπει 0x 3 = , και για τιµές 0x1 =  και 

2x2 = , θα πρέπει 1x3 = . ‘Όλα τα διανύσµατα, συνεπώς, που πληρούν την παραπάνω 

εξίσωση, είναι της µορφής 1) 2, t(0,0) 1, ,1(s + . 

 

Για το πως µετατρέπουµε µία τυχούσα βάση σε ορθοκανονική (ορθογώνια και µοναδιαία), 

παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο “Γεωµετρικές Εφαρµογές”, §3. 

 

Επανερχόµεθα στο πρόβληµα που θέσαµε στην αρχή της παραγράφου, την αναζήτηση 

δηλαδή, όλων των γραµµικών µετασχηµατισµών, που έχουν την έκφραση του µήκους ως 

αναλλοίωτο. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί, καλούνται ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί και 

χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι  x)(x, xT),xT( = . Η σύνθεση δύο ορθογώνιων µετα-
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σχηµατισµών είναι ορθογώνιος µετασχηµατισµός. Πράγµατι, αν S και T ορθογώνιοι µετα-

σχηµατισµοί, τότε, είναι και  x)(x,(xS)T) ((xS)T, x(ST))),ST(x( == .  

Εξ’ άλλου, ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός Τ, είναι απεικόνιση ένα προς ένα, µιά και 

}0{KerT = . ∆ιότι, αν KerTx∈ , 0x ≠ , τότε και  x)(x, xT),xT( = , µε 0xT = , πράγµα 

αδύνατον. Υπάρχει, λοιπόν, ο αντίστροφος µετασχηµατισµός 
1T−
 για κάθε Τ. Το σύνολον, 

συνεπώς, όλων αυτών των µετασχηµατισµών, αποτελεί Οµάδα, που την συµβολίζουν µε το 

)F,n(SO . Η οµάδα αυτή, είναι υποοµάδα της οµάδας )F,n(GL  του συνόλου των 

γραµµικών συναρτήσεων f: U(F) → V (F), n η διάσταση του χώρου V.  

Περιοριζόµαστε στο σώµα F των πραγµατικών αριθµών, κατά την απόδειξη των 

θεωρηµάτων, για την απλούστευση των συµβολισµών µας. Τις σχέσεις που αποδεικνύονται, 

θα τις εκφράζουµε, τελικά, στο σώµα των µιγαδικών αριθµών. 

 

Θεώρηµα. Έστω },,,{ n21 eee K  µία ορθοκανονική βάση του V και )()(:T RR VV →  

ορθογώνιος µετασχηµατισµός µε πίνακα Α ως προς αυτήν την βάση.  

Συµβολισµός. Με ia  θα συµβολίζουµε το διάνυσµα, που έχει συντεταγµένες τα στοιχεία της 

i-γραµµής του πίνακα Α. Είναι, δηλαδή, ),  ,,(a in2i1ii ααα K= . Με jb  θα συµβολίζουµε το 

διάνυσµα, που έχει συντεταγµένες τα στοιχεία της j-κολώνα (στήλη) του πίνακα Α. Είναι, 

δηλαδή, ),  ,,(b njj2j1j ααα K= . Με 




≠

=
==

ji αν 0

ji αν 1
j) ,i(ij δδ , nj ,i1 ≤≤   

Ισχύουν οι σχέσεις: 

1. ijji )a ,a( δ=  

2. ijji )b ,b( δ=  

3. 
t1 AA =−
. 

4. 1Adet ±= . 

Απόδειξη της 1. Η εικόνα του διανύσµατος ie  είναι η nin22i11ii e  eeTe ααα +++= K . Άρα 

και 

                                      

1)e ,e(                  

)e ,e(  )e ,e()e ,e(                   

                                                       

)e ,e(  )e ,e()e ,e(                   

)e ,e(  )e ,e()e ,e(                   

)e  ee ,e  ee()Te ,Te(

iiinin2i2i1i1i

nninin2n2iin1n1iin

n2in2i222i2i121i2i

n1in1i212i1i111i1i

nin22i11inin22i11iii

==+++=

+++

++++

++++

=++++++=

αααααα

αααααα

αααααα

αααααα

αααααα

K

K

L

K

K

KK

 

Επίσης, 

                                  

0)e ,e(                  

)e ,e(  )e ,e()e ,e(                   

                                                       

)e ,e(  )e ,e()e ,e(                   

)e ,e(  )e ,e()e ,e(                   

)e  ee ,e  ee()Te ,Te(

jijnin2j2i1j1i

nnjnin2n2jin1n1jin

n2jn2i222j2i121j2i

n1jn1i212j1i111j1i

njn22j11jnin22i11iji

==+++=

+++
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=++++++=

αααααα

αααααα

αααααα

αααααα

αααααα

K

K

L

K

K

KK

 

∆είξαµε, συνεπώς, την 1.  

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η 2. 

Στην περίπτωση, που C=F , έχουµε: 
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Απόδειξη της 3. Έστω 
t

ij AA)(C == γ . Είναι, τότε, )b ,a( jiij =γ . Όµως, οι συντεταγµένες 

του jb  είναι τα στοιχεία της j κολώνας του 
tA , άρα, τα στοιχεία της j γραµµής του Α. Άρα, 

λόγω της 1, ijjiij )a ,a( δγ == , και, συνεπώς IAA t = , ο µοναδιαίος πίνακας, δηλαδή, η 3. 

Απόδειξη της 4. |)A(det|AdetAdet)AAdet(Idet1 2tt ====  

 

Πρόταση. Αν Α είναι ένας nn ×  πίνακας, τέτοιος ώστε 
1t AA −=  και },,,{ n21 eee K  µία 

ορθοκανονική βάση του )(RV , τότε ο Α είναι δυνατόν να θεωρηθεί ότι είναι ο πίνακας 

ενός ορθογώνιου µετασχηµατισµού VV →:T . 

Απόδειξις. Ορίζουµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό Τ ως εξής: 

nn11 ee x,x χχ ++=∈∀ KV , nn11 e  exT χχ ′++′= K , όπου τα iχ ′  προκύπτουν από τον 

πολλαπλασιασµό του n1× πίνακα )( iχ  επί τον nn ×  πίνακα Α. 

Ο Τ είναι ορθογώνιος, δηλαδή,  x),x( xT),xT( = . Πράγµατι, είναι, 
t

ii ))(( xT),xT( χχ ′′= = 

 x),x()x(AA)( t

i

t

i =χ . 


