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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ, ∆ΙΓΡΑΜΜΙΚΕΣ, ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
 

1. Γραµµικές µορφές. Έστω V διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος F, όπου F το 
σώµα των πραγµατικών ή µιγαδικών αριθµών. Μία απεικόνιση F:f →V  θα καλείται 
γραµµική µορφή (linear form) ή συναρτησιοειδές, (functional), ανν είναι γραµµική 
ισχύει, δηλαδή, ότι )x(f)x(f)xx(f 22112211 αααα +=+  µε V∈21 x,x  και F, 21 ∈αα  
(βλέπε �Γραµµικές Συναρτήσεις�). 
 
Συµβολισµός. Σύµφωνα µε τον συµβολισµό που έχουµε καθιερώσει στο  �Γραµµικές 
Συναρτήσεις�, γράφουµε, fxfxf)xx( 22112211 αααα +=+ . Αντί γι αυτό, είναι βολικό 
να γράφουµε ]f ,x[]f ,x[]f  ,xx[ 22112211 αααα +=+ , όπου ο συµβολισµός f] ,x[  έχει 
αντικαταστήσει τον )x(f  ή τον xf για την δήλωση της τιµής της συναρτήσεως f πάνω 
στο V∈x . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1. α) Κάθε οµογενές γραµµικό πολυώνυµο πρώτου βαθµού και n 
µεταβλητών, nn11n1 ),,(f χαχαχχ ++= KK  είναι µία γραµµική µορφή, εφόσον υπο-
θέσουµε ότι είναι n

n1nn11 F),,(eex ∈=++= χχχχ KK , ni1  ,ei ≤≤ , η κανονική 
βάση.  
Ένα µη οµογενές πολυώνυµο βχαχαχχ +++= nn11n1 ),,(g KK  δεν είναι γραµµική 
µορφή. 
                 β)  Θεωρούµε τον γραµµικό χώρο LLLL όλων των ολοκληρώσιµων συναρτή-

σεων R⊂∈ ] ,[  ),(x 21 ττττ . Η σχέση ∫=
2

1

d)(x)x(f
τ

τ

ττ  ορίζει µία γραµµική µορφή επί 

του απειροδιαστάτου LLLL. 
                 γ) Εύκολα αποδεικνύεται ότι το σύνολον των γραµµικών µορφών επί του 
V, αποτελεί γραµµικό χώρο V ′ . Ο χώρος αυτός, καλείται (dual) δυϊκός χώρος του V. 
                 δ) Αν V∈0

r
, τότε και 0)0(f0)00(f)0(f ===

rrr
. 

 
Σηµείωση 1. Το οµογενές πολυώνυµο f είναι δυνατόν να γραφή και ως εξής: 

nn11

n

1i
ii)x(f χαχαχα ++==∑

=

K . Αντί γι αυτό γράφουµε απλά ii)x(f χα=  (1) και 

νοούµε ότι ο επαναλαµβανόµενος δείκτης αθροίζεται. Στον συµβολισµό αυτό, 
συνήθως, τους δείκτες ni1 ≤≤ των συντεταγµένων χ, τους γράφουµε άνω: 

i
i)x(f χα= . 

 
Ορολογία. Ένας δείκτης που αθροίζεται καλείται βωβός δείκτης σε αντίθεση µε τους 
δείκτες που δεν αθροίζονται και οι οποίοι καλούνται ελεύθεροι δείκτες. Ένας βωβός 
δείκτης είναι δυνατόν να αντικατασταθεί από οιοδήποτε σύµβολο, µιά και φανερά 
είναι k

k
j

j
i

i χξχξχξ == , αρκεί βέβαια, να µη πειραχθούν τα όρια αθροίσεως. 

Σύµφωνα, λοιπόν, µε όσα είπαµε, ένα σύστηµα µπορεί να γραφεί k
iki xay = . Παρα-

τηρούµε, ότι στην σχέση αυτή, οι δείκτες �ισορροπούν�, δηλαδή, όσους ελεύθερους 
δείκτες (εδώ µόνον ένα, τον i) έχουµε στο αριστερό σκέλος της ισότητας, τόσους  
ελεύθερους δείκτες έχουµε και στο δεξιό και µάλιστα στην ίδια θέση �πάνω� ή 
�κάτω�. 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2. Ένα πολυώνυµο ορίζεται από τους συντελεστές του. Το n µετα-
βλητών λοιπόν οµογενές πολυώνυµο (1), ορίζεται από τα iα . Γράφουµε συνεπώς και 

),,(a n1 αα K=  υπονοώντας το οµογενές πολυώνυµο f. Στην περίπτωση αυτή, το a 
καθίσταται στοιχείο του n-διαστάτου διανυσµατικού χώρου V ′ όλων των οµογενών 
πολυωνύµων n µεταβλητών, εκφρασµένο (συνήθως) στην κανονική βάση. Η τιµή, 
τώρα, που λαβαίνει το πολυώνυµο V′∈a  επί του x, είναι η i

i]a ,x[ χα= . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3. Το σύµβολο ]f ,x[  νοούµενο και σαν στοιχείο του VV ′×  είναι 
διγραµµικό, µια και ισχύουν οι σχέσεις ]f ,x[]f ,x[]f ,xx[ 2121 λκλκ +=+  ως επίσης 
και η )f,x()f ,x()ff ,x( 2121 λκλκ +=+ . Το ]f ,x[  είναι στην πραγµατικότητα µία δι-
γραµµική απεικόνιση του VV ×′  στο F. Είναι, συνεπώς, µία διγραµµική µορφή. 
 
Θεώρηµα. Αν { }n21 b,,b,b K  µία βάση του V και { }n21 ,,, ξξξ K  n οιαδήποτε στοιχεία 
του F, ορίζεται τότε ένα και µόνον ένα συναρτησιοειδές f επί του V, τέτοιο ώστε, 

ii ]f ,b[ ξ=  για όλα τα ni1 ≤≤ . 
Απόδειξη. Το τυχόν V∈x  γράφεται i

ibx χ=  κατά µοναδικό τρόπο. Αν V′∈f , τότε 
και f] ,b[f] ,b[f] ,x[ i

i
i

i χχ == . Αρκεί να ορίσουµε το συναρτησιοειδές σε τρόπο ώστε 

ii ]f,b[ ξ= , οπότε και i
if] ,x[ χξ= . 

 
Θεώρηµα. Αν { }n21 b,,b,b K  µία βάση του V, τότε ορίζεται µία βάση { }n21 f,,f,f K  

του V′ , τέτοια ώστε j
i

j
i ]f ,b[ δ= , όπου 





=
≠

=
ji  1
ji  γ0j

i για
ια

δ . 

Απόδειξη. α) Τα jf  παράγουν τον V ′ . Πράγµατι, έστω V′∈f . Είναι, τότε, και 
i

ii
i

i
i

i
i f] ,b[f] ,b[f] ,x[ χξξχχχ ==== . Όµως, jij

i
j

i
ij

i
ij ]f ,b[]f ,b[]f ,x[ χχδχχ ==== . 

Άρα και, ]f ,x[]f ,x[f] ,x[ j
j

j
jj

j ξξξχ === . 

                   β) Τα jf  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Πράγµατι, αν για κάθε V∈x  
είχαµε ότι 0f] ,x[ i

i == χξ  τότε, αν βάλουµε στην θέση του x το jb , nj1 ≤≤ , θα 

έχουµε ότι, ji
i
j

i
ji ]f ,b[0 ξξδξ === . 

 
Η βάση { }n21 f,,f,f K  του V′ , όπως ορίσθηκε παραπάνω, καλείται δυϊκή (dual basis 
ή και conjugate basis) βάση της { }n21 b,,b,b K  του V.  
 
Σηµείωση 2. Το j

iδ  καλείται δ του Kronecker.  
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1. Ζητάµε να βρούµε την δυϊκή βάση της βάσης { }321 b ,b ,b  του 3R , 
όπου )0,0,1(b1 = , )0,1,1(b2 = , )1,1,1(b1 = . Αν V ′∈f , τότε και, 

3
3

2
2

1
13

3
2

2
1

1 f] ,b[f] ,b[f] ,b[f] ,bbb[f] ,x[ χχχχχχ ++=++= . 
Στην θέση της f, βάζουµε διαδοχικά τα 321 f ,f ,f , οπότε λαµβάνουµε, 

3i
3

2i
2

1i
1

i ]f ,x[ χαχαχα ++= , όπου οι εννέα συντελεστές i
jα  προσδιορίζονται από τις 

σχέσεις i
j

i
j ]f ,b[ δ= .  

Έχουµε, λοιπόν,: 
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Για 1j= , 1001 ]f ,b[ 1
3

1
2

1
1

1
1 =++= ααα ,  

                0011 ]f ,b[ 1
3

1
2

1
1

1
2 =++= ααα ,   

                0111 ]f ,b[ 1
3

1
2

1
1

1
3 =++= ααα .  Είναι 11

1 =α ,  11
2 −=α ,  01

3 =α , 
δηλαδή, 213211 011]f ,x[ χχχχχ −=+−=  
 
Για 2j= , 0001 ]f ,b[ 2

3
2
2

2
1

2
1 =++= ααα ,  

                 1011 ]f ,b[ 2
3

2
2

2
1

2
2 =++= ααα ,   

                 0111 ]f ,b[ 2
3

2
2

2
1

2
3 =++= ααα .  Είναι 02

1 =α ,  12
2 =α ,  12

3 −=α , 
δηλαδή, 323212 110]f ,x[ χχχχχ −=−+=  
 
 
Για 3j = , 0001 ]f ,b[ 3

3
3
2

3
1

3
1 =++= ααα ,  

                0011 ]f ,b[ 3
3

3
2

3
1

3
2 =++= ααα ,   

                1111 ]f ,b[ 3
3

3
2

3
1

3
3 =++= ααα .  Είναι 03

1 =α ,  03
2 =α ,  13

3 =α . 
δηλαδή, 33213 100]f ,x[ χχχχ =++=  
 
Η δυϊκή βάση, λοιπόν, της { }321 b ,b ,b , αποτελείται από τις απεικονίσεις { }321 f ,f ,f , 
όπου 211]f ,x[ χχ −= , 322 ]f ,x[ χχ −= , 33 ]f ,x[ χ= . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4. α) Η δυϊκή βάση της κανονικής βάσης του V είναι η κανονική 
βάση του V′ .  β) Ο V′ έχει διάσταση την ίδια µε τον V, άρα είναι ισόµορφος του V 
(βλέπε ενότητα �Γραµµικές συναρτήσεις�).  
γ) Ισχύει ότι ( ) VV =′ ' . Πράγµατι, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι, το σύµβολο f] ,x[ 0  
όπου το V∈0x , όταν το V′∈f , παριστά ένα γραµµικό συναρτησιοειδές, που 
ορίζεται πάνω στις f, και είναι εκείνη η συνάρτηση 0f ′ , που η τιµή της επί της f, είναι 
η f] ,x[ 0  . Είναι, συνεπώς, ένα στοιχείο του χώρου V ′′ . Το γεγονός ότι οι χώροι V, 

V′ , ( ) VV ′′=′ '  έχουν την ίδια διάσταση, µας εξασφαλίζει ότι είναι ισόµορφοι. 
Έχουµε, λοιπόν, το µεταθετικό διάγραµµα, το οποίο εξασφαλίζει την ταυτοποίηση 
της V ′′∈′0f  µε το V∈0x : 
 

                            
 
2. Μετασχηµατισµός των συντεταγµένων. Έστω η γραµµική µορφή V′∈f , όπου 
το V∈x  έχει την έκφραση στην βάση { }n21 a,,a,a K  του V, n

n
1

1 aax χχ ++= K . 

Είναι, τότε,  i
ii

i f] ,a[f] ,x[ χαχ == , όπου ii ]f,a[ α= . Από την βάση { }n1 a,,a K  του 
V, περνάµε στην νέα βάση { }n1 b,,b K  του V χρησιµοποιώντας  τον γραµµικό 

0x∋V  V ′′∈′0f  

f 

F] f ,x[ 0 ∈  
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µετασχηµατισµό jiji ab ρ=   (1), 0)det( ij ≠ρ . Στην νέα αυτή βάση, η γραµµική µορφή 

έχει την έκφραση i
ii

i f] ,b[f] ,x[ ψβψ == , όπου ii ]f,b[ β=  και i
i bx ψ= . Ζητάµε να 

εκφράσουµε τους νέους συντελεστές iβ  της γραµµικής µορφής f, συναρτήσει των 
αρχικών συντελεστών της iα . Είναι, jijjijjijii f] ,a[f] ,a[f] ,b[ αρρρβ ==== . Οι συντε-
λεστές, συνεπώς, της γραµµικής µορφής µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε τις σχέσεις 

jiji αρβ =  (2).  
Θα δείξουµε, τώρα, ότι η f παραµένει αναλλοίωτος ως προς τους µετασχηµατισµούς 
αυτούς (2). Θα δείξουµε, δηλαδή, ότι ισχύει f] ,b[f] ,a[ j

j
i

i ψχ = , όπου το V∈x  έχει 

τις δύο διαφορετικές εκφράσεις i
i ax χ=  και j

jbx ψ=  στις βάσεις { }n1 a,,a K  

αντίστοιχα { }n1 b,,b K  του V. Πράγµατι, είναι, i
jiji

i )(f] ,x[ ψαρβψ == . Όµως, οι 

τελικές συντεταγµένες iψ  του x, συνδέονται µε τις αρχικές του συντεταγµένες iχ , µε 

τις σχέσεις (βλέπε ενότητα γραµµικές συναρτήσεις, §5) j
j

ii χσψ = . Είναι, λοιπόν, και 
j

j
k

j
k
j

k
jk

i
ij

kk
i

jiji
i )())(( χαχαδχασρχσαρβψ ==== . 

 
3. ∆ιγραµµικές µορφές. Μία απεικόνιση F:f →⊕ VU  γραµµική και ως προς τα 
δύο της ορίσµατα U∈x  και V∈y , όπου U, V διανυσµατικοί χώροι µε διαστάσεις m 
και n αντιστοίχως, καλείται διγραµµική µορφή. Το σύνολο των διγραµµικών µορφών, 
θα το συµβολίζουµε µε Β . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5. Φανερά, η διγραµµική µορφή που ορίζεται από την σχέση, 

y) ,x(fy) ,x(fy) ,x(f 2211 αα += , όπου B∈21 f ,f , είναι και αυτή διγραµµική µορφή. 
Το σύνολο Β, συνεπώς, των διγραµµικών µορφών επί του χώρου VU ⊕  είναι 
διανυσµατικός χώρος. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2. α)  Η f] ,x[f) ,x(w =  είναι µία διγραµµική µορφή επί του χώρου 

VV ′⊕  .                 β)  Αν Uf ′∈  και V′∈g , τότε η συνάρτηση που ορίζεται από την 
σχέση )y(g)x(fw = , όπου U∈x  και V∈y , είναι µία διγραµµική µορφή επί του 
χώρου VU ⊕ . 
 
Θεωρούµε, τώρα, την βάση { }m21 u,,u,u K  του U, και την βάση { }n21 v,,v,v K  του V 

και µία διγραµµική µορφή w επί του VU ⊕ . Έστω τα i
i ux χ= , mi1 ≤≤ , και 

j
jvy ψ=  nj1 ≤≤ . Είναι, τότε, ji

ijj
j

i
i )v ,u(w ψχαψχ = , όπου οι nm×  συντελεστές 

F) v,u(w jiij ∈=α . Ισχύει και το αντίστροφο: ∆οθέντων των nm×  στοιχείων Fij ∈α , 

η σχέση ji
ijj

j
i

i )v ,u(w ψχαψχ =  ορίζει µία διγραµµική µορφή επί του VU ⊕ . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4. Το εσωτερικό γινόµενο (βλέπε �Γραµµικές Απεικονίσεις� §7) των 
διανυσµάτων )(y ,x RV∈  είναι µία διγραµµική µορφή. Εφ� όσον για τον ορισµό του έχει 
χρησιµοποιηθεί η κανονική βάση ni1  },e{ i ≤≤  του V, µπορούµε να γράφουµε και 

txIyy) ,x(w = , Ι ο µοναδιαίος πίνακας, και n
n1nn11 ),,(eex R∈=++= χχχχ KK , το 
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x νοείται και σαν ένας n1×  πίνακας, n
n1nn11 ),,(eey R∈=++= ψψψψ KK , το ty  ο 

ανάστροφος πίνακας του n1×  πίνακα x. 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5. Η διγραµµική µορφή 23222111 862y) ,x(f ψχψχψχψχ +++=  

γράφεται και ( ) t
2

1

321 xAy
3004

461
011

)y,x(f =































=

ψ
ψ
ψ

χχχ . 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 6. α) Η σχέση ji

ijj
j

i
i )v ,u(w ψχαψχ =  δηλώνει ότι µία διγραµµική 

µορφή παρίσταται από ένα οµογενές πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς τις n2  
µεταβλητές ji  , ψχ , nj ,i1 ≤≤ . Ο nm×  πίνακας )( ijα  είναι ο πίνακας των 
συντελεστών της διγραµµικής µορφής w, ως προς τις βάσεις { }n1 u,,u K  και 
{ }n1 v,,v K . 
Θα ορίσουµε, τώρα, µία βάση του Β. Προς τούτο, θεωρούµε τις βάσεις { }n1 u,,u K  
και { }n1 v,,v K  των U και V αντίστοιχα, και θεωρούµε τις nm×  διγραµµικές µορφές 
που ορίζονται από τις σχέσεις jqipjipq ) v,u(w δδ= . Οι διγραµµικές αυτές µορφές είναι 
α) γραµµικά ανεξάρτητες. Πράγµατι, µία σχέση της µορφής 0w pqpq =α , όπου,  

mp1 ≤≤  και nq1 ≤≤ , συνεπάγεται και τις nm×  σχέσεις 0ijjqippq == αδδα . Εξ� 

άλλου, β) το τυχόν B∈w  έχει την έκφραση y) ,x(wy) ,x(w pqpqij
ji ααηξ == , όταν 

i
i ux ξ= , j

j vy η= , και, ως εκ τούτου, qpjqip
ji

pq y) ,x(w ηξδδηξ == . 
 
β) V∈∀ x , ισχύει ότι 00) ,x(w x),0(w == . 
 
Περιοριζόµαστε, τώρα, στην περίπτωση που οι διγραµµικές µορφές µας ορίζονται επί 
του VVV ⊕= . Με { }n1 v,,v K  θα συµβολίζουµε µία βάση του V. Είναι, τότε, 

2ndim =B . 
 
Ορισµός. Μία διγραµµική µορφή B∈w  λέγεται συµµετρική ανν  x),y(wy) ,x(w =  
και αντισυµµετρική ανν   x),y(wy) ,x(w −= , για κάθε V∈y ,x . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 7. α) Ο πίνακας )( ijα  µιας συµµετρικής διγραµµικής µορφής, είναι 
συµµετρικός, δηλαδή, ισχύει ότι, jiij αα = . Ο πίνακας )( ijα  µιας αντισυµµετρικής 
διγραµµικής µορφής, είναι αντισυµµετρικός, δηλαδή, ισχύει ότι, jiij αα −= . Στην 
περίπτωση αυτή, τα διαγώνια στοιχεία 0ii =α . 
         β) Οι συµµετρικές και οι αντισυµµετρικές µορφές σχηµατίζουν υποχώρους  του 
Β. Για να βρούµε τις διαστάσεις των υποχώρων αυτών, κατασκευάζουµε βάσεις ως 
εξής:   
Για τον υπόχωρο +B των συµµετρικών διγραµµικών µορφών. Υπενθυµίζουµε ότι, 
ουσιαστικά µία συµµετρική διγραµµική µορφή, δεν είναι τίποτα άλλο, από ένα 
συµµετρικό οµογενές πολυώνυµο ως προς τις µεταβλητές n1 , χχ K , n1, ψψ K . Για 
παράδειγµα, αν λάβουµε 3n = , έχουµε το πολυώνυµο  
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233232231331122131132112333322221111 ψχαψχαψχαψχαψχαψχαψχαψχαψχα ++++++++
και επειδή jiij αα = , 3i1 ≤≤  και 3j1 ≤≤ , το 
   )()()( 233223323113122112333322221111 ψχψχαψχψχαψχψχαψχαψχαψχα ++++++++  
Παρατηρούµε ότι, στην γενική περίπτωση, η συµµετρική διγραµµική µορφή είναι 
δυνατόν να γραφεί ∑ ∑

<

++=
ji k

kkkkijjiij )(y) ,x(w ψχαψχψχα . Ορίζουµε, συνεπώς, 

τις µορφές ijjiij )y ,x(w ψχψχ +=  αν ji ≠ , kkkk )y ,x(w ψχ= , οι οποίες και αποτε-
λούν βάση του υποχώρου των συµµετρικών διγραµµικών µορφών. Το πλήθος των 

στοιχείων της βάσεως αυτής είναι )1n(n
2
1n

2
)1n(nn

)!2n(!2
!nn

2
n

+=+−=+
−

=+





.  

Για τον υπόχωρο −B  των αντισυµµετρικών διγραµµικών µορφών. Στην περίπτωση 
αυτή, η τυχούσα αντισυµµετρική διγραµµική µορφή παρίσταται από ένα πολυώνυµο 
της µορφής ∑

<

−
qp

pqqppq )( ψχψχα , οπότε και η αντισυµµετρική µορφή έχει την 

έκφραση, ∑
<

−=
qp

pqqppq )(y) ,x(w ψχψχα . Ορίζουµε, συνεπώς, τις µορφές 

pqqppq )y ,x(w ψχψχ −= , που αποτελούν και βάση του υποχώρου. Το πλήθος των 

στοιχείων της βάσεως αυτής είναι )1n(n
2
1

)!2n(!2
!n

2
n

−=
−

=





. 

 
Πρόταση. Ισχύει ότι, −+ ⊕= BBB . 

Απόδειξη. Η B∈w  γράφεται  x)],y(wy) ,x(w[
2
1 x)],y(wy) ,x(w[

2
1y) ,x(w −++= , 

είναι δηλαδή άθροισµα συµµετρικής και αντισυµµετρικής διγραµµικής µορφής. Εξ� 
άλλου, µία διγραµµική µορφή είναι ταυτόχρονα συµµετρική και αντισυµµετρική, 
µόνον στην περίπτωση, που αυτή είναι η µηδενική. Το σύνολο συνεπώς } w,w{ pqij  

των στοιχείων των βάσεων των υποχώρων +B  και −B  είναι γραµµικά ανεξάρτητο. 
Άρα, σύµφωνα µε το Πόρισµα της §5, ενότητα �Γραµµικοί Χώροι�, −+ ⊕= BBB . 
 
4. Μετασχηµατισµός των συντεταγµένων. Θεωρούµε τις βάσεις { }n1 v,,v K  και 
{ }n1 v,,v ′′ K  του V. Θα καλούµε την πρώτη �αρχική� και την δεύτερη �τελική�. Αν 

jiji vv ρ=′  οι σχέσεις που συνδέουν την αρχική µε την τελική βάση, και B∈w , ζητά-
µε να βρούµε τον τρόπο µεταβολής των συντελεστών Fij ∈α  του πολυωνύµου 

jiijjjii )v ,v(w ψχαψχ = , όπου ) v,v(w jiij =α , όταν εκφράζουµε αυτό στην τελική 
βάση. Είναι, βέβαια, kiikkiiky) ,x(w ψχαψχα ′′′== , όπου )v ,v(w kiik ′′=′α  και ii vx ′′= χ , 

kkvy ′′= ψ . Άρα και )v ,v(w)v ,v(w)v ,v(w ljklijlkljijkiik ρρρρα ==′′=′ , δηλαδή, έχουµε 
ότι, klijjlik ρραα =′ . Θέτουµε, jlklkljljk αρραγ == , οπότε είναι, jkijik γρα =′ . Θεωρούµε, 
τώρα, ότι τα στοιχεία α, ρ και γ, είναι στοιχεία των πινάκων A, P και C αντίστοιχα. 
Έχουµε, τότε τις σχέσεις tAPC =  και tPAPPCA ==′ . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 8. Οι πίνακες P και tP  είναι µη ιδιάζοντες πίνακες (βλέπε ενότητα 
�Πίνακες� §2). Η τάξη (rank) συνεπώς του πίνακα Α της διγραµµικής µορφής w, 
είναι ίδια µε αυτήν του πίνακα A′ (βλέπε ενότητα �Πίνακες� §4). 
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Ορισµός. Τάξη (rank) της διγραµµικής µορφής w είναι η τάξη του πίνακά της. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 9. Για την ορίζουσα ∆ του πίνακα Α και την ορίζουσα ∆′ του πίνακα 
A′ , παρατηρούµε ότι έχουµε 2)P(det ∆∆ =′ . 
 
5. Σχέσεις γραµµικών µετασχηµατισµών, πινάκων και µορφών. Ένας γραµµικός 
µετασχηµατισµός VV →:T  είναι ισοδύναµος µε το σύστηµα 

                                 

nn
n

2n
2

1n
1

n

n2
n

22
2

12
1

2

n1
n

21
2

11
1

1

  

                                
  

  

χαχαχαψ

χαχαχαψ

χαχαχαψ

+++=

+++=

+++=

K

L

K

K

 

το οποίο δίδει και την αντιστοιχία VV ∈∋ ),  , ,(),  , ,( n21n21 ψψψχχχ KaK  . Το 

σύστηµα αυτό, συντοµογραφικά, το γράφουµε ji
j

i χαψ = , ή ακόµα, σε µορφή 

πινάκων, Axy = , όπου )(A i
jα=  είναι ο πίνακας του µετασχηµατισµού, και όταν 

0)( det i
j ≠α , ο µετασχηµατισµός είναι ένα προς ένα. (Βλέπε ενότητα �Γραµµικοί 

Μετασχηµατισµοί�).  
Αν, τώρα, µας δοθεί η διγραµµική µορφή ji

ijy) ,x(w ψχα= , µε 0)( det ij ≠α , και µία 

τυχούσα γραµµική µορφή i
i)x(f χβ= , έχουµε την δυνατότητα, λύνοντας το σύστηµα 

j
iji ψαβ = , να προσδιορίσουµε το V∈= ),  , ,(y n21 ψψψ K , έτσι ώστε, η y) ,x(w  να 

συµπίπτει µε την b) ,x(w)x(f = , όπου V∈= ),  , ,(b n21 βββ K . Μία διγραµµική 
µορφή, περιλαµβάνει, συνεπώς, όλες τις γραµµικές µορφές, που ορίζονται πάνω στον 
ίδιο χώρο. 
Την διγραµµική µορφή ji

ijy) ,x(w ψχα=  µπορούµε, ακόµα, να την γράψουµε και ως 

εξής: tAyxy) ,x(w = , όπου x, y οι n1×  πίνακες, που έχουν για στοιχεία τους τις 
συντεταγµένες ji   , ψχ  των V∈y  ,x . 
 
6. Τετραγωνικές µορφές. Μία τετραγωνική µορφή jiij x),x(q χχα=  προκύπτει από 
µία συµµετρική διγραµµική µορφή, αν θέσουµε xy = . Τούτο είναι ισοδύναµο µε το 
να λέµε ότι ο πίνακας )(A ijα=  της διγραµµικής µορφής y) ,x(w  είναι συµµετρικός, 
δηλαδή AA t = , σε κάθε βάση του χώρου.  
Πράγµατι αν jiijjiij )a ,a(w)a ,a(w αα === , τότε και xy = . 
 
Η συµµετρική διγραµµική µορφή, από την οποία προκύπτει η τετραγωνική µορφή, 
καλείται πολική της τετραγωνικής µορφής. Αν δοθεί η τετραγωνική µορφή, τότε η 
πολική της, είναι µονοσήµαντα ορισµένη. Έστω, λοιπόν, ότι η  x),x(q  είναι γνωστή, 
και ότι η άγνωστη πολική της είναι η y) ,x(w .  
Έχουµε, y) ,y(w x),y(wy) ,x(w x),x(wy) x,yx(wy) x,yx(q +++=++=++  
                                       y) ,y(qy) ,x(2w x),x(q ++= . 

Άρα, { })y ,y(q)x ,x(q)yx ,yx(q
2
1y) ,x(w −−++= . 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 7. α) Κάθε οµογενές  και συµµετρικό  πολυώνυµο δευτέρου βαθµού 
ως προς τις n µεταβλητές iχ , i1≤ , )x(f ,. (είναι, δηλαδή, )x(f)x(f 2αα = ), είναι µία 
τετραγωνική µορφή. 
       Αν }ni1 ,e{ i ≤≤  η κανονική βάση του χώρου }F ),,  ,{( in1 ∈= χχχ KV , και 

)e ,e(q jiij =α , τότε και jiij
2
iii 2 x),x(q χχαχα += , όπου nji1 ≤<≤ . 

                                β) Τετραγωνική µορφή επί του χώρου L είναι και η απεικόνιση 

∫=
1

0

2 d)](x[)x(f ττ . Φανερά, ισχύει ότι,  )x(f)x(f 2αα = . Η πολική της διγραµµική 

µορφή, είναι η { }y) ,y(f x),x(f)yx ,yx(f
2
1d)(y)(x

1

0

−−++=∫ τττ . 

 
Αν σε κάποια βάση, όλοι οι συντελεστές 0ij =α , για ji ≠ , η τετραγωνική µορφή 

 x),x(q  λαβαίνει την κανονική της έκφραση: 2
nnn

2
222

2
111    x),x(q χαχαχα +++= K  

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 8. Όταν µία τετραγωνική µορφή λάβει την κανονική της έκφραση, 
τότε και η πολική της διγραµµική µορφή έχει µετατραπεί στην �διαγώνια� µορφή της 

ii
iiy) ,x(w ψχα= , ni1 ≤≤ , µιά και ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής, είναι ο ίδιος 

µε τον πίνακα της πολικής της. Στην συγκεκριµένη περίπτωση, ο πίνακας αυτός, είναι 
ένας διαγώνιος πίνακας. Αν θέλουµε, συνεπώς, να βρούµε την τάξη της τετραγωνικής 
µορφής που έχει πίνακα Α, (και που δεν είναι άλλη από την τάξη της πολικής της), 
δεν έχουµε παρά να εκτελέσουµε έναν µετασχηµατισµό των συντεταγµένων, µε 
πίνακα Ρ έτσι ώστε, ο πίνακας tPAPA =′  που θα προκύψει να είναι διαγώνιος (βλέπε 
ενότητα �Πίνακες�, §2.  
Επειδή η τάξη του Α΄ είναι ίδια µε την τάξη του Α, ο διαγώνιος πίνακας που θα 
προκύψει, θα έχει το πολύ n µη µηδενικά διαγώνια στοιχεία, µιά και nrankA ≤ . 
 
Ορισµός. ∆ύο τετραγωνικές µορφές επί του ιδίου σώµατος F καλούνται ισοδύναµες, 
ανν έχουν την ίδια τάξη.  
 
7. Αναγωγή τετραγωνικής µορφής στην κανονική της έκφραση. 
Α. Μέθοδος του Lagrange. Την τετραγωνική µορφή jiij

2
iii 2 x),x(q χχαχα +=  την 

γράφουµε ως εξής: ),  ,(g2  2 x),x(q n2n1n12112
2
111 χχχχαχχαχα KK ++++=  (1) όπου 

η g είναι µία τετραγωνική µορφή, που δεν περιέχει την µεταβλητή 1χ . Η παρατήρηση 
αυτή, µας επιτρέπει να δουλέψουµε επαγωγικά. 
i). Για 1n =  η τετραγωνική µορφή 2

111 x),x(q χα=  είναι στην κανονική της έκφραση. 
ii) Επαγωγική υπόθεση: Για 1nn −= , η  x),x(q µετασχηµατίζεται στην 
                                             )   x),x(q 2

1n1-1n-n
2
111 −++= ζαζα K . 

iii) Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό 

             

nn

22

nn12121111

                                      
                                

                  
  

χψ

χψ
χαχαχαψ

=

=
+++=

L

K

  µε πίνακα      



















=

100

010
Q

n11211

L

L

L
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και µε 0Qdet 11 ≠= α . Ο µετασχηµατισµός µας, είναι λοπόν, ένα προς ένα και 
αντιστρέψιµος. Είναι, 2

nn1212111
2 )  (
1

χαχαχαψ +++= K  ή  

                              ),  ,()2  21
n2

2
n1n12112

2
11

2

11
11

χχφχχαχχαχαψ
α

KK ++++= . 

Η (1), τώρα, γράφεται, ),  ,(),  ,(g1)x,x(q n2n2
2

11
1

χχφχχψ
α

KK −+=     ή 

                       ),  ,(y1),  ,(),  ,(g1)x,x(q n2
2

11
n2n2

2

11
11

ψψψ
α

ψψφψψψ
α

KKK +=−+= . 

Η υπόθεση της επαγωγής, µας λεει ότι, η γραµµική µορφή y, είναι δυνατόν να 
µετασχηµατισθεί στην κανονική της διαγώνιο έκφραση, εκτελώντας τον γραµµικό 
µετασχηµατισµό λλψρζ kk = , nk2 ≤≤ .  
Είναι, λοιπόν, 2

nnn
2
222n2   ),  ,(y ζβζβψψ ++= KK .  

Άρα µετασχηµατίζουµε τις µεταβλητές iχ  σε iψ  και στην συνέχεια, τις iψ  σε iζ  µε 
τον µετασχηµατισµό 11 ψζ = , λλψρζ kk = , για nk2 ≤≤ , και η τετραγωνική µορφή 

µετασχηµατίζεται στην )  1 x),x(q 2
nnn

2
222

2
1

11

ζβζβζ
α

+++= K . 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Για να δουλέψει η µέθοδος αυτή, θα πρέπει να υπάρχει ένας 
τουλάχιστον συντελεστής 0ii ≠α . Στην περίπτωση όµως που όλοι αυτοί οι 
συντελεστές είναι µηδενικοί, εκτελούµε τον µετασχηµατισµό 

                                      

nn

33

n3212

n3211

                              
                       

                         
 0 0 

0 0

χψ

χψ
χχχχψ
χχχχψ

=

=
++−=
+++=

L

L

L

 

οπότε αναγώµεθα στην προηγούµενη περίπτωση. 
 
Β. Μέθοδος Jacobi. Για την τετραγωνική µορφή jiij x),x(q χχα= , [όπου βέβαια, είναι 

)a ,a(q jiij =α , }a,  ,a{ n1 K βάση του χώρου V], µε nrrankA ≤= , υποθέτουµε ότι ο 

πίνακας Α είναι έτσι ώστε, όλες οι ορίζουσες 111 α∆ = , 





=

2221

1211
2 det

αα
αα

∆ , . . . r∆ , 

οι οποίες έχουν ως διαγώνια στοιχεία τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα Α, είναι µη 
µηδενικές. Θα προσδιορίσουµε µία νέα βάση }b,  ,b{ n1 K του V, στην οποία η 
έκφραση της τετραγωνικής µορφής θα είναι η διαγώνια. Για τον σκοπό αυτό, 
εκτελούµε τον µετασχηµατισµό: 

                                     

rrr11rr

2221212

1111

a  ab
                 

aab
ab

ρρ

ρρ
ρ

++=

+=
=

K

L
   (2) 
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Για να έχουµε την τετραγωνική µορφή στην κανονική της έκφραση, θα πρέπει στην 
βάση }b,  ,b{ n1 K  να ισχύουν οι σχέσεις 0)b ,b(q ji =  (3). Όµως, είναι, για 1ji1 −≤≤  
και για κάθε nj1 ≤≤ , 0)b ,a  a(q)b ,b(q j1j1ij11iji =++= −−ρρ K  ή και  

0)b ,a(q  )b ,a(q j1jijj11i =++ −ρρ K  (4). Συνεπώς, οι (3) ισχύουν τότε και µόνον, όταν 
είναι 0)b ,a(q ji =  όπου 1ji1 −≤≤  και rj1 ≤≤  (5). 
 Οι ισότητες αυτές, µου επιβάλουν οι συντελεστές των �διπλασίων γινοµένων� να 
είναι µηδέν. Χάριν απλότητας, επιβάλουµε να έχουµε µονάδες για τους συντελεστές 
των �τετραγώνων�. Θεωρούµε, δηλαδή, και τις ισότητες 1)b ,a(q jj = , rj1 ≤≤ . 
Μπορούµε, τώρα, να υπολογίσουµε όλους τους συντελεστές ijρ  του παραπάνω 
µετασχηµατισµού.  
Για 1r = , έχουµε ότι, 1111111111 )a ,a(q)b ,a(q1 αρρ === , απ� όπου προκύπτει ότι 

1

0

11
11

1
∆
∆

α
ρ == .  

Για 2r = , έχουµε ότι, για 1i = , 2 ,1j = , την 0)a ,a(q)a ,a(q)b ,a(q 2122112121 =+= ρρ , 
ή 021221121 =+ αραρ , την οποία λαβαίνουµε σαν πρώτη εξίσωση του συστήµατός µας. 
Για δεύτερη λαβαίνουµε αυτήν που προκύπτει από την σχέση 1)b ,a(q 22 = , που είναι 
η 1)a ,a(q)a ,a(q)b ,a(q 2222122122 =+= ρρ , ή 122222121 =+ αραρ . Καταλήγουµε, 
λοιπόν, στο σύστηµα 

                                            
1
0

22222121

22212111

=+
=+

ραρα
ραρα

 

Παρατηρούµε ότι, 
2

1
22 ∆

∆
ρ = . 

 
Για kr = , έχουµε ότι, για 1-k,  ,1i K= , k,  ,1j K= , ισχύουν οι σχέσεις 0)b ,a(q ji =  
όπου 1ji1 −≤≤  και kj1 ≤≤ , στις οποίες προσθέτουµε και την 1)b ,a(q kk = . Το 
σύστηµα στο οποίο καταλήγουµε, είναι το  

                                         

0  
                          

0  
0  

kkkk2k2k1k1k

kk2k2k221k21

kk1k2k121k11

=+++

=+++
=+++

ραραρα

ραραρα
ραραρα

K

K

K

K

 

απ� όπου υπολογίζονται οι συντελεστές του µετασχηµατισµού (2). Παρατηρούµε ότι 

k

1k
kk ∆

∆
ρ −= , µε 0k ≠∆  για κάθε rk1 ≤≤ . Η ορίζουσα D του πίνακα Ρ του µετασχη-

µατισµού (2), είναι η 01    D
rr

1-r

2

1

1

0
nn2211 ≠===

∆∆
∆

∆
∆

∆
∆ρρρ LL , και συνεπώς, ο 

µετασχηµατισµός µας είναι µη ιδιάζων (βλέπε ενότητα Πίνακες, §2.) 
Η τετραγωνική µορφή, που στην βάση }a,  ,a{ n1 K έχει την έκφραση jiij x),x(q χχα= , 
στην βάση }b,  ,b{ n1 K λαβαίνει την κανονική της έκφραση, που είναι η 

                                2
r

r

1-r2
2

2

12
1

1

0    x),x(q χ
∆
∆χ

∆
∆χ

∆
∆ +++= K      (6). 
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Ο πίνακας της (6) είναι ένας διαγώνιος πίνακας, µε διαγώνια στοιχεία τους 

συντελεστές ri1  ,
i

1i
i ≤≤= −

∆
∆λ , της (6). 

 
8. Ισοδύναµες τετραγωνικές µορφές. Έστω ότι, η  x),x(q  έχει λάβει, σε κάποια 
βάση, την κανονική της έκφραση. Αν Α ο πίνακας της  x),x(q , και nrrankA ≤= , 
τότε, οι µη µηδενικοί συντελεστές της τετραγωνικής µορφής, θα είναι r το πλήθος. 
Η  x),x(q  γράφεται και ως εξής: 2r

r
22

2
21

1 )(  )()( x),x(q χλχλχλ +++= K  (1), όπου 
ισχύει ότι 0i ≠λ  όταν ri1 ≤≤ . 
Ο µετασχηµατισµός i

i
i || χλψ = , ri1 ≤≤ , και ii χψ = , για ni1r ≤≤+  µετατρέπει 

την ji
ij x),x(q χχα=  στην 2i

i )(s x),x(q ψ= , όπου 1si ±= . Ας υποθέσουµε ότι οι όροι 
µε θετικό πρόσηµο είναι p, οπότε αυτοί µε αρνητικό θα είναι pr − . Θα δείξουµε ότι: 
 
Θεώρηµα Αδρανείας. ∆ύο ισοδύναµες τετραγωνικές µορφές έχουν το ίδιο πλήθος 
θετικών (άρα και αρνητικών) όρων. 
Απόδειξη. Έστω οι ισοδύναµες τετραγωνικές µορφές  
  2r21p2p21 )(  )()(  )( χχχχ −−−++ + KK  και  2r21q2q21 )(  )()(  )( ψψψψ −−−++ + KK . 
Το γεγονός ότι οι τετραγωνικές αυτές µορφές είναι ισοδύναµες, σηµαίνει ότι 
µπορούµε να τις θεωρήσουµε ότι είναι εκφράσεις µιάς και της αυτής τετραγωνικής 
µορφής  x),x(q  σε δύο διαφορετικές βάσεις }a,  ,a{ n1 K και }b,  ,b{ n1 K  του χώρου V. 
Θεωρούµε τους υποχώρους P και Q του V που παράγονται από τα p1 a,  ,a K  και 

n1q b,  ,b K+ . Για κάθε P∈≠ x0 , φανερά, είναι 0)(  )( x),x(q 2p21 >++= χχ K . Επίσης 

για κάθε Q∈y , 0)(  )(y) ,y(q 2r21q ≤−−−= + ψψ K . Εξ� άλλου, }0{=∩QP , άρα και 
ndimdim ≤+ QP , ή και n)qn(p ≤−+ , ή qp ≤ . Ανάλογα, έχουµε και την pq ≤ . 

 
Ορισµός. Μία τετραγωνική µορφή επί του διανυσµατικού χώρου V, )n(dim =V , 
καλείται �θετικά ορισµένη� ανν 0 x)q(x, ,x >∈∀ V . 
 
Φανερά, µία τετραγωνική µορφή της οποίας η τάξη είναι n και το σύνολο p των 
θετικών της όρων στην κανονική της έκφραση είναι και αυτό n, είναι θετικά 
ορισµένη. 
 
Κριτήριο του Sylvester. Μία τετραγωνική µορφή είναι θετικά ορισµένη, ανν 

ni1 ,0i ≤≤>∆ . 
Απόδειξη. Το αναγκαίο προκύπτει από την (6). Αντίστροφα, αν η q , της οποίας ο 
πίνακας είναι Α, είναι θετικά ορισµένη, είναι δυνατόν, τότε, να βρεθεί µία κατάλληλη 
βάση, στην οποία ο πίνακας Α� της q θα είναι ο µοναδιαίος πίνακας, οπότε, και, 
(βλέπε παρατήρηση 9), 0)Pdet()Pdet()Pdet(Adet 2t >== , όπου Ρ ο πίνακας του 
µετασχηµατισµού της αλλαγής της βάσης. 
 
Ορίζουσα του Gram. ∆ίδονται nk ≤  διανύσµατα του V∈k21 p,  ,p ,p K , και η 
τετραγωνική µορφή F: x),x(q →×VV . Ορίζουσα του Gram είναι η  
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














=

)p ,p(q)p ,p(q

)p ,p(q)p ,p(q
G

kk1k

k111

L

O

L

. 

Θεώρηµα.  Έστω ότι η q είναι θετικά ορισµένη. Τότε 0G > , αν τα ip , ki1 ≤≤ , 
είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Αν τα ip είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε 0G = . 
Απόδειξη. α) Τα ip  είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Θεωρούµε τον χώρο που αυτά 
παράγουν, και περιορίζουµε την q πάνω σ� αυτόν τον χώρο. Αφού η q είναι θετικά 
ορισµένη, η 0k >∆ . Η ορίζουσα όµως αυτή δεν είναι άλλη από την ορίζουσα του 
Gram. 
                 β) Τα ip  είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Υπάρχουν τότε F0 j ∈≠ λ , kj1 ≤≤ , 
έτσι ώστε 0p j

j =λ . Άρα και 0)p ,p(q j
j

i =λ , ki1 ≤≤ . Το σύστηµα αυτό έχει µη 
µηδενική λύση jλ , και συνεπώς, η ορίζουσα των συντελεστών του είναι µηδέν. 
 
9. Μία γενίκευση του εσωτερικού γινοµένου. (Για τον ορισµό του εσωτερικού 
γινοµένου, βλέπε ενότητα �Γραµµικές απεικονίσεις� §7. ∆ες επίσης και την ενότητα 
�Γεωµετρικές Εφαρµογές §3). Οι διγραµµικές µορφές, χωρίζονται σε δύο µεγάλες 
κατηγορίες: Τις συµµετρικές, όταν,  x),y(wy) ,x(w = , και τις αντισυµµετρικές, όταν 

 x),y(wy) ,x(w −= . Η παράγραφος αυτή, ασχολείται µε τις συµµετρικές διγραµµικές 
µορφές. 
 
Ορισµός. Μία απεικόνιση +∈⋅→∋× Ryxy) ,x()F()F( VV  θα καλείται µονόµετρο ή 
εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων x και y, ανν ισχύουν οι σχέσεις: 1. Συµµετρική 

xyyx ⋅=⋅  2. Γραµµική yxyxy)xx( 22112211 ⋅+⋅=⋅+ λλλλ  3. Ο πυρήνας της είναι 
}0{ . Άµεση συνέπεια των ιδιοτήτων αυτών είναι, το εσωτερικό γινόµενο να είναι µία 

συµµετρική διγραµµική µορφή µε τάξη πίνακος ίση µε την διάσταση του χώρου.  
Αν { }n1 v,,v K  τυχούσα βάση του )(RV , η απεικόνιση ji

ijgy) ,x(gyx ψχ==⋅ , όπου 
iχ  οι συντεταγµένες του διανύσµατος x, (το οποίο νοείται και ως 1n×  πίνακας), jψ  
οι συντεταγµένες του διανύσµατος y, εκφρασµένες βάση { }n1 v,,v K  του )(RV και 

jiijjiij g) v,v(g) v,v(gg === . Γράφουµε και Gyxy) ,x(d t= . 
Τα διανύσµατα x, y είναι ορθογώνια, ανν 0yx =⋅ . Το διάνυσµα x είναι ορθογώνιο 
στον υπόχωρο )v,  ,v(L k1 K=U  ανν είναι ορθογώνιο σε κάθε k1  ,v ≤≤ κκ . ∆ύο 
υπόχωροι U και W είναι ορθογώνιοι, ανν κάθε διάνυσµα του ενός, είναι ορθογώνιο 
σε κάθε διάνυσµα του άλλου. Η νόρµα (norm) του x, ορίζεται από την σχέση 

xx|x| ⋅+= . Προσοχή! Η νόρµα του x, είναι δυνατόν να είναι ένας φανταστικός 
αριθµός. 
Μετρική d, θα καλούµε κάθε τετραγωνική µορφή +→× R)F()F(:d VV , που το 
τετράγωνό της ορίζεται από την σχέση |x| x),x( 2= . Η τετραγωνική αυτή µορφή, 
προκύπτει από την διγραµµική µορφή �εσωτερικό γινόµενο�, την οποία έχει και ως 
πολική, και την οποία συµβολίζουµε και αυτήν µε y) ,x(d . Μέσα στον )(RV , 
έχουµε ότι, ji

ij
2 g|x| x),x( χχ== . Στην περίπτωση, που η µετρική είναι θετικά 

ορισµένη, στην περίπτωση, δηλαδή, που έχουµε ότι 0y) ,x(d ≥  µε 0y) ,x(d =  ανν 
yx = , ισχύει τότε και η τριγωνική ανισότης z) d(y,y) d(x,z) ,x(d +≤ . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Σε έναν Ευκλείδειο χώρο, (βλέπε ενότητα �Γεωµετρικές Εφαρµο-

γές� §3) όπου OXx = , OYy = , είναι, ∑
=

−=
n

1i

2
ii

2 )(|XY| χψ , η µετρική του χώρου,  

ορίζεται από την σχέση ji
ijg x),x(d χχ=  όπου αχ  οι συντεταγµένες του διανύσµατος 

x, εκφρασµένες στην τυχούσα βάση { }n1 v,,v K  του )(RV και ) v,v(g jiij =  το 

εσωτερικό γινόµενο των στοιχείων της βάσεως του V. Γράφουµε και Gxx x),x(d t= , 
εφ� όσον το διάνυσµα x νοείται και ως πίνακας 1n× . Η σχέση  x),y(dy) ,x(d =  
υποχρεώνει τον πίνακα )g(G ij=  (που καλείται και µετρικός τανυστής του χώρου) 
να είναι συµµετρικός πίνακας και αντίστροφα, αν ο G είναι συµµετρικός, τότε 

 x),y(dy) ,x(d = . Πράγµατι, έχουµε ότι, ij
ji

i
i

j
j

ji
ij gggg ψχψχψχψχ α

α
α

α === , µιά 
και οι αθροιζόµενοι δείκτες είναι βωβοί δείκτες.  Το γεγονός ότι η d είναι γραµµική 
προκύπτει από τις σχέσεις : 

ji
ij

ji
ij

ji
ij g)(g)(g ψχκκψχψκχ == , και ji

2ij
ji

1ij
ji

2
i
1ij gg)(g ψχψχψχχ +=+ . Η σχέση 

0y) ,x(d ≥  υποχρεώνει τον πίνακα G να πληροί το κριτήριο του Sylvester. Έχουµε, 
επαγωγικά, για 1n = , φανερά 0g11 > . Για 2n =  και 0g11 > , έχουµε ότι, 

22
22

12
21

21
12

11
11

t ggggGyx ψψψχψχψχ +++= . Η διακρίνουσα του δευτεροβαθµίου 
αυτού πολυωνύµου είναι η 2

12221121122211 ggggggg −=− , και πρέπει αυτή να είναι 
θετική, για να έχει το πολυώνυµο το πρόσηµο του 11g , να είναι δηλαδή, πάντα θετικό. 
Επαγωγικά, λαβαίνουµε το κριτήριο του Sylvester. 
Θεωρούµε, τώρα, το διάνυσµα )(x RV∈  και το τετράγωνο του µήκους του, 

2t xGxx x),x(d == . Αλλάζουµε στην συνέχεια την βάση του χώρου, από { }n1 v,,v K  
σε { }n1 v,,v ′′ K . Επειδή το µήκος του x δεν µεταβάλλεται, όταν αυτό εκφράζεται στην 
νέα βάση, έχουµε ότι, x)GPP(x)xP(G)Px(x tttt2 ′′=′′= , όπου, xPx 1−=′ , η νέα 
έκφραση του x στην βάση { }n1 v,,v ′′ K . Στην νέα αυτή βάση, η µετρική του χώρου 
έχει την έκφραση GPPG t=′ . 
 
10. Πλειογραµµικές µορφές. Οι µονόµετρες απεικονίσεις (µορφές) που θα θεωρούµε 
εδώ, θα είναι της µορφής F) x, ,x(w) x, ,x()F()F(:w m1m1

m ∈→∋⊗⊗ KKK VV . 
Οι απεικονίσεις αυτές, θεωρούνται γραµµικές ως προς κάθε V∈ix . Ισχύει, δηλαδή, 

) x, ,b, ,x(w) x, ,a, ,x(w) x, ,ba , ,x(w m1m1m1 KKKKKK βαβα +=+ . Γράφουµε και 
)T(w m

0L∈ . Οι απεικονίσεις αυτές, λέγονται m-µορφές (Προσοχή ! Το n δηλώνει 
την διάσταση του χώρου των συντεταγµένων του V επί το σώµα F, που είναι 
διαφορετικό, εν γένει, από το πλήθος m των ορισµάτων (= µεταβλητών) της 
απεικονίσεως w). Θα θεωρούµε επίσης µονόµετρες απεικονίσεις  της µορφής p

qw , 
όπου θα έχουµε p ορίσµατα (µεταβλητές) από τον χώρο V και q από τον δυϊκό του 
χώρο V΄. (Γενικότερα: Αρκεί να έχουµε ζεύγος χώρων V,  V΄, έτσι ώστε, ένας 
γραµµικός µετασχηµατισµός που δρα επί τον V και µετασχηµατίζει covariantly τα 
στοιχεία του και contravariantly τις συντεταγµένες των στοιχείων του, επι του V΄, να 
µετασχηµατίζει contravariantly τα στοιχεία του και covariantly τις συντεταγµένες των 
στοιχείων του.) Τις απεικονίσεις αυτές, είναι δυνατόν να τις χωρίσουµε σε δύο 
µεγάλες κατηγορίες:  
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1) Τις συµµετρικές, για τις οποίες ισχύει ότι ) x, ,x(w) x, ,x(w
m1 ppm1 KK = , όπου 

m1 p,  ,p K  µία διάταξη των δεικτών, και οι οποίες γενικεύουν το εσωτερικό γινόµενο, 
και 2), αυτές, για τις οποίες ) x, ,x(w) x, ,x(w

m1 ppm1 KK −=  όπου m1 p,  ,p K  µία 
περιττή διάταξη των δεικτών, και οι οποίες γενικεύουν το εξωτερικό γινόµενο. 
Ιδιαίτερα, µία διγραµµική µορφή Fy) ,x(wy) ,x()F()F(:w ∈→∋×VV  καλείται 
εξωτερική, ανν  είναι αντισυµµετρική ισχύει δηλαδή, ) x,y(w)y ,x(w −= . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Έστω 2

2121 ) ,(y ), ,(x R∈== ηηξξ . Ορίζουµε RRR →× 22:w  

ως εξής 1221
22

11dety) ,x(w ηξηξ
ηξ
ηξ

−=





=  

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Στην περίπτωση, που το V∈y  είναι γραµµικά εξαρτηµένο από το 

V∈x , και αντιστρόφως, τότε, 0)y ,x(w = . Πράγµατι είναι, ) x,x(w)x ,x(w λλ −=  
και, συνεπώς, V∈∀ x , ) x,x(w) x,x(w λλ −= , και επειδή 0≠λ , αναγκαστικά 

0 x),x(w = . Συνέπεια του γεγονότος αυτού, είναι ότι η διάσταση του χώρου V, είναι 
ίση µε δύο, που είναι το πλήθος των ορισµάτων της w. 
 
Για την γενική περίπτωση, µε ndim =V και πλήθος ορισµάτων nm = , βλέπε την 
ενότητα �Ορίζουσες� 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ εξωτερικού γινοµένου δύο 1-µορφών επί του nR , τις )x(w 1

1  και 
)x(w 2

1 , όπου V=∈ n
21  x,x R . Το εξωτερικό γινόµενο των )x(ww 1

1
1 =  και 

)x(ww 2
1

2 =  είναι η 2-µορφή R→×∧ VV:ww 21 , που ορίζεται από την ισότητα,  

)x(w)x(w
)x(w)x(w

) x,x)(ww() x,x(w
2221

1211
212121

2 =∧=  

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Το εξωτερικό γινόµενο των µορφών )x(w 11  και )x(w 22  συµπίπτει 
απολύτως, µε το διπλάσιο εµβαδόν του τριγώνου, που έχει κορυφές τα σηµεία 

)0,0(O = , ),(A 21 ξξ=  και  ),(B 21 ηη= . 
 
Υποθέτουµε, τώρα, ότι έχουµε τον γραµµικό χώρο V και τον δυϊκό του V ′ , µε βάσεις 
αντίστοιχα }b{ i  και }f{ j , nj ,i1 ≤≤ (βλέπε και ενότητα �Άλγεβρα Τανυστών�, §6.  
Σχηµατίζουµε το τανυστικό γινόµενο p

qT  και υποθέτουµε ακόµα, ότι έχουµε και την 

γραµµική µορφή FT:w p
q

p
q → , όπου F το σώµα των πραγµατικών ή µιγαδικών 

αριθµών. Αν εκφράσουµε τα ορίσµατα της γραµµικής µορφής στις βάσεις }b{ i  και 
}f{ j , θα λάβουµε την ισότητα  

q
i

1
i

j
p

j
1

ii
jj

q1
p1

p
q q1

p1p1

q1
)y,,y,x,,x(ww ψψχχτ KKKK

K

K==  

όπου p1

q1

ii
jj

K

Kτ  είναι η τιµή της γραµµικής µορφής πάνω σε όλα τα τυπικά γινόµενα των 

στοιχείων των βάσεων }b{ i , }f{ j  και p1 j
p

j
1 χχ K , q

i
1
i q1

ψψ K  οι συντεταγµένες των 

p1 x,,x K ,και q1 y,,y K  στις αντίστοιχες βάσεις. Οι βάσεις όµως αυτές είναι 
αντίστροφες. Η τιµή συνεπώς της γραµµικής µορφής είναι είτε µηδέν είτε ένα, 



 

 

15 

ανάλογα µε την εµφάνιση τυπικού γινοµένου (= ζεύγους) µε ίδιους είτε 
διαφορετικούς άνω και κάτω δείκτες. Είναι, λοιπόν, p1

q1

ii
jj

q1
p1

p
q )y,,y,x,,x(w K

KKK τ= . 
Σε κάθε γραµµική µορφή w, είναι συνεπώς δυνατόν να αντιστοιχίσουµε κατά 
µοναδικό τρόπο τον τανυστή p

q
jj

ii
ii
jj Tffbbt q1

p1

p1

q1
∈= KK

K

Kτ . Η αντιστοιχία αυτή είναι 
ένα προς ένα, και ανεξάρτητος από τις χρησιµοποιούµενες βάσεις. Ο t καλείται και 
τανυστής της w.  
 
11. Οι δύο µεγάλες κατηγορίες των n-µορφών. Θεωρούµε την γραµµική µορφή 

p1

p1p1

p1

p

p

1

1 ii
iiii

pii
i

i
i

ip
p1

pp
0 )bb(w)bb(w)x,,x(ww)T( χχτχχχχ KKKKK K====∋L

Η µορφή αυτή είναι, όπως σηµειώσαµε παραπάνω, είτε συµµετρική, είτε αντισυµ-
µετρική. Ο τανυστής, που αντιστοιχεί σε συµµετρική µορφή καλείται συµµετρικός 
ενώ αυτός που αντιστοιχεί σε αντισυµµετρική µορφή, αντισυµµετρικός.  
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ τα δ του Kronecker.  Έστω το VVVV ′⊗⊗′⊗⊗⊗= KKp

pT  µε 
ndim =V . Το δ του Kronecker το ορίσαµε για την περίπτωση 1p =  από τις σχέσεις 

j
i

j
i ]f ,b[ δ=  µε τιµές 1j

i =δ  ανν ji = , 0j
i =δ  ανν ji ≠ . Το j

iδ  µπορούµε, συνεπώς, 
να το ταυτίσουµε µε τον τανυστή της διγραµµικής µορφής ]f ,b[ j

i , και να τον 

παριστάνουµε µε τον µοναδιαίο πίνακα 
















10

01
O . Μία βασική ιδιότητα του δ, 

εκφράζεται από την σχέση ij
j
i uu =δ . Ερχόµαστε, τώρα, στην περίπτωση, που 2p = . 

Ορίζουµε, τότε, το jiji
jj

ii
ij det κλλκ

λκ

λκ
κλ δδδδ

δδ
δδ

δ −=





= , n,,j,i1 ≤≤ λκ . Επαγωγικά, 

µπορούµε να ορίσουµε το 





















=

ppp

jjj

iii

pij det

ρρρ

ρλκ

ρλκ

ρκλ

δδδ

δδδ
δδδ

δ

L

O

L

L

K
K , np,,,p,j,i1 ≤≤ KK λκ . Οι 

τιµές που λαβαίνει η συνάρτηση αυτή, είναι  

 
Παράδειγµα. 2p = , 2,,j,i1 ≤≤ λκ . Είναι, 1  ,1 12

21
12
12 −== δδ  και όλες οι άλλες οι 

περιπτώσεις = 0. Πράγµατι,  

1det 2
1

1
2

2
2

1
12

2
2
1

1
2

1
112

12 =−=





= δδδδ

δδ
δδ

δ , και 1det 2
2

1
1

2
1

1
22

1
2
2

1
1

1
212

21 −=−=





= δδδδ

δδ
δδ

δ  ενώ η 

περίπτωση 0det 2
2

1
2

2
2

1
22

2
2
2

1
2

1
212

22 =−=





= δδδδ

δδ
δδ

δ . 

  +1 για διαφορετικούς άνω και κάτω δείκτες, σε αρτία µετάθεση των µεν ως  
       προς τους δε 
  -1 για διαφορετικούς άνω και κάτω δείκτες, σε περιττή µετάθεση των µεν ως  
       προς τους δε 
   0  σε κάθε άλλη περίπτωση 
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3p = , 3,,,m,j,i1 ≤≤ µλκ . Εδώ, είναι, 1321
123

231
123

123
123 === δδδ , 1213

123
321
123

123
123 −=== δδδ , 

και κάθε άλλη περίπτωση, όπως η 0332
123 =δ . 

 
Ορίζουµε την απεικόνιση )T)T: p

0
p
0 (( LL →σ  ως εξής:   

)T)x,,x(w)x,,x(ww)T p
0)p()1(

p
p1

pp
0 (( LL ∈=∋ σσ KaK  

Όπου )p(;),1( σσ K  µία µετάθεση των δεικτών. Η απεικόνιση αυτή, είναι, φανερά, 
ένας ισοµορφισµός του )Tp

0(L  στον εαυτό του. Στην συνέχεια, ορίζουµε και τις 
απεικονίσεις ( ) και [ ] του )Tp

0(L  επί του )Tp
0(L  θέτοντας 

∑=
)p(

pp )w(
!p

1)w(
σ

σ   και   ∑=
)p(

p)p(,),1(
p,,2,1

p )w(
!p

1]w[
σ

σσ σδ K
K . 

Οι τανυστές  p
0Tt ∈  που αντιστοιχούν στις µορφές )w( p  και ]w[ p  είναι αντίστοιχα οι 

p
0

)p(
)p()1(

)p(
p

)1(
1 Tbb

!p
1)t( ∈= ∑
σ

σσ
σσ χχ KK  και 

p
0

)p(
)p()1(

)p(
p

)1(
1

)p()1(
p12 Tbb

!p
1]t[ ∈= ∑
σ

σσ
σσσσ χχδ KKK

K  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. 1)  Για 2p = , ( ) )}x,u(w)u,x(w{
!2

1)u,x(w 222 += .  

Για 2dim =V  µε βάση }e ,e{ 21  του χώρου V, περνώντας σε συντεταγµένες, 

2
2

1
1 eex χχ += , 2

2
1

1 eey ψψ += , 

( ) =+++++= )ee ,ee(w)ee ,ee(w{
2
1)x,x(w 2

2
1

1
2

2
1

12
2

2
1

1
2

2
1

12
21

2 χχψψψψχχ  

      

    
gggg

)}e ,e(w)e ,e(w)e ,e(w)e ,e(w    

)e ,e(w)e ,e(w)e ,e(w)e ,e(w{
2
1

12
21

21
12

22
22

11
11

22
222

12
212

21
221

11
211

22
222

12
212

21
221

11
211

ψχψχψχψχ
χψχψχψχψ

ψχψχψχψχ

+++

=+++

++++

 

 Αν επιπλέον υποθέσουµε ότι   yx = , ( ) 21
2112

22
22

11
11

2 )gg(gg)x,x(w χχχχχχ +++=  
και αν πρόκειται για συµµετρική µορφή, ( ) 21

12
22

22
11

11
2 g2gg)x,x(w χχχχχχ ++= . 

Στην περίπτωση, που είναι ndim =V , ( ) ∑∑
<

+=
ji

ji
ij

i

ii
ii

2 gg)x,x(w χχχχ . 

2)  Ανάλογα,  

[ ]
12

21
21

12

12
21

21
12

21
12

12
12

22
22

22
12

11
11

11
12

22
21

2

gg                       

gggg)}x,y(w)y,x(w{
!2

1)x,x(w

ψχψχ

ψχδψχδψχδψχδ

−

=+++=−=

3)  Για 3p = , 

( )

κ
κ χχχ 3

j
2

i
1ij

312
3

223
3

231
3

213
3

132
3

321
3

321
3

g 
3!
1                             

)}x,x,x(w)x,x,x(w)x,x,x(w                               

)x,x,x(w)x,x,x(w)x,x,x(w{
!3

1)x,x,x(w

=+++

++=
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και, [ ] κ
κ

κ χχχδ 3
j
2

i
1ij

ij
123321

3 g
!3

1)x,x,x(w =  

 
4)  Για np = ,  
( ) )n()1(

n1)n()1(n1
n g)x,,x(w σσ

σσ χ K
KKK =   και, 

[ ] ∆χδ σσ
σσ

σσ
n  1

)n(  )1(
n  1)n(  )1(

)n(  )1(
n  1n1

n gg
!n

1)x,,x(w K
K

KK
K

KK == , όπου  

 
 
 
η ορίζουσα των  
συντεταγµένων των  
 
 
Ένας συµµετρικός τανυστής χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι, η µορφή µε την 
οποία συνδέεται πληροί την σχέση w)w( = , ενώ για έναν αντισυµµετρικό έχουµε 
την w]w[ =  
 
















=

n
n

1
n

n
1

1
1

det
χχ

χχ
∆

K

O

K


