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Ι.   Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ O I    Χ Ω Ρ Ο Ι 
 
 

1. Προλεγόµενα. Η έννοια του διανύσµατος, έχει τις απαρχές της στην διάκριση των 
θετικών από τους αρνητικούς αριθµούς, τοποθετηµένους πάνω σε έναν άξονα. 
Μπορούµε όµως να θεωρούµε τον John Wallis (1616-1703) ως θεµελιωτή του κλάδου αυτού 
των µαθηµατικών, µιά και στο βιβλίο του Algebra (1673), έδειξε τον τρόπο µε τον οποίο 
µπορούµε να παραστήσουµε τις ρίζες των δευτεροβαθµίων εξισώσεων. Χρειάσθηκε όµως να 
περάσουν εκατό ακόµα χρόνια, έως ότου γίνει το 1798 η εισαγωγή του άξονα των 
φανταστικών αριθµών, από τον Νορβηγό µαθηµατικό Caspar Wessel (1745-1818). Ο Wessel, 
στο πόνηµά του On the Analytic Representation of Direction: an Attempt, ουσιαστικά εισάγει 
την άλγεβρα των διανυσµάτων. 
     Ο παραδοσιακός ορισµός του διανύσµατος, θέλει να είναι τούτο µία ποσότης, η οποία να 
έχει µέγεθος, διεύθυνση και φορά. Οπως αντιλαµβάνεται ο αναγνώστης, ο ορισµός αυτός, 
περιέχει πολλές ασάφειες. Ακόµη και αν θελήσουµε να τον κατανοήσουµε σαφέστερα, 
λέγοντας ότι διάνυσµα είναι ένα προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα, πάλι, σύντοµα θα 
αντιµετωπίσουµε δυσκολίες. Για παράδειγµα, όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα, τα οποία είναι 
δυνατόν να συµπέσουν µε µία µεταφορά, που να διατηρεί την φορά τους, µπορεί να ορίζουν 
το ίδιο διάνυσµα. 
     Στο σηµείο αυτό, ας αναλογισθεί ο αναγνώστης πόσες έννοιες χρειάζεται να χρησιµο-
ποιήσουµε, για να είµαστε, απλά και µόνον, σε θέση να ορίσουµε την ισότητα δύο 
διανυσµάτων. 
     Ολα αυτά δείχνουν την αποτελεσµατικότητα της αξιωµατικής µεθόδου, που θα χρησι-
µοποιήσουµε στη συνέχεια. Η αξιωµατική µέθοδος, δεν ορίζει το συγκεκριµένο αντικείµενο, 
αλλά ένα σύνολο απ� αυτά, µε κοινές ιδιότητες. Συνεπώς, είναι δυνατόν, τα αντικείµενα που 
πληρούν τις ιδιότητες που θέσαµε, να βρεθεί ότι ειναι πολύ ευρύτερου τύπου, απ� αυτά, που 
σκοπεύαµε να περιγράψουµε. 
 
Συντοµογραφίες: ανν = αν και µόνον αν. ∀ = Για κάθε. ⇒ = συνεπάγεται. ∃ = υπάρχει.  
αντ. = αντιστοίχως. σελ. = σελίς. παρ. = παράδειγµα, παρατήρηση. 
 
∆ίδουµε εδώ, ένα µικρό λεξικό όρων και εννοιών, που θα χρησιµοποιήσουµε πάρα κάτω, και 
που γενικώς θα θεωρούµε ότι, είναι γνωστές στον αναγνώστη. 
 
α) Σύνολο: (Βλέπε και την ενότητα Σύνολα). Αρχική έννοια, που δεν την ορίζουµε. Την 
χρησιµοποιούµε µε την κοινή έννοια της συλλογής διαφορετικών στοιχείων. Τα σύνολα, θα 
τα συµβολίζουµε µε κεφαλαία γράµµατα. ∆εχόµεθα ότι, µπορούµε να διακρίνουµε αν κάποιο 
στοιχείο ανήκει ή όχι στο σύνολο που θεωρούµε. Αν Α το θεωρούµενο σύνολο, και α τυχόν 
στοιχείο, γράφουµε α∈Α ανν το α ανήκει στο Α, ενώ α∉Α, ανν το α δεν ανήκει στο Α. Αλλη 
περίπτωση δεν υφίσταται. Ενα σύνολο, εξ� ορισµού, δεν περιέχει επαναλαµβανόµενα 
στοιχεία. Ετσι, είναι π.χ., {α,α} = {α} 
     Υποθέτουµε ότι, υπάρχει ένα και µόνον σύνολο, το οποίο δεν περιέχει κανένα στοιχείο. 
Το σύνολο αυτό, το συµβολίζουµε µε �∅�, και το καλούµε κενό σύνολο. Υποθέτουµε ότι, το 
∅ περιέχεται σε κάθε σύνολο. 
     ∆ύο σύνολα Α και Β ταυτίζονται, ανν το τυχόν στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β, 
και το τυχόν στοιχείο του Β, είναι και στοιχείο του Α. Στην περίπτωση αυτή, γράφουµε  
Α = Β. Ωστε, για να αποδείξουµε κάθε φορά, ότι Α = Β, θα πρέπει να αποδεικνύουµε τις εξής 
δύο συνεπαγωγές:  
                            α∈Α ⇒ α∈Β, και α∈Β ⇒ α∈Α. 
     Αν δεν ισχύουν οι παραπάνω δύο συνεπαγωγές, γράφουµε Α ≠ Β. 
     Αν τώρα α∈Α ⇒ α∈Β, αλλά κάποιο β∈Β δεν ανήκει και στο Α, τότε λέµε, ότι το Α είναι 
υποσύνολο του Β, ή ότι το Α περιέχεται στο Β. Γράφουµε Α ⊂ Β. Την σχέση αυτή, µπορούµε 
να την γράψουµε και Β ⊃ Α, οπότε λέµε ότι, το Β περιέχει το Α. Στην περίπτωση, που 
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ισχύουν αµφότερες οι σχέσεις Α ⊂ Β και Β ⊂ Α, έχουµε βέβαια, ότι Α = Β. Αν θέλουµε, 
στον παραπάνω συµβολισµό να συµπεριλάβουµε και την περίπτωση ισότητας δύο συνόλων, 
γράφουµε, Α ⊆ Β, ή Β ⊇ Α. 
     Η σχέση �=� έχει, φανερά, τις ιδιότητες: i) A = A (ανακλαστική)   ii) Αν Α = Β τότε και  
Β = Α (συµµετρική)   iii) Αν Α = Β και Β = Γ τότε και Α = Γ (µεταβατική). 
     Χρησιµοποιούµε επίσης τον εξής συµβολισµό για να δηλώσουµε το σύνολο Α: 
                      Α = {α | κάποια συνθήκη που πληροί το α} 
     Αν η συνθήκη είναι γνωστή, παραλείπεται από τον συµβολισµό µας. 
     Πάντοτε, τα σύνολα που θεωρούµε, υποτίθεται ότι είναι  όλα υποσύνολα κάποιου �µεγά-
λου� συνόλου Ε. 
     Η ένωση �∪� και η τοµή  �∩� δύο συνόλων Α και Β, ορίζονται ως τα εξής σύνολα:      
Α ∪ Β = {x | x∈Α, είτε x∈B}   και Α ∩ Β = {x | x∈Α, και x∈B}.  
     ∆ύο σύνολα µε τοµή ίση µε ∅ (τοµή κενή), λέγονται και ξένα µεταξύ τους. 
    Εύκολα αποδεικνύονται οι σχέσεις 
      Α ∪ (Β ∪ Γ) = (Α ∪ Β) ∪ Γ                       Α ∩ (Β ∩ Γ) = (Α ∩ Β) ∩ Γ 
      Α ∪ Β = Β ∪ Α                                           Α ∩ Β = Β ∩ Α 
      Α ∪ (Β ∩ Γ) = (Α ∪ Β) ∩ (Α ∪ Γ)            Α ∩ (Β ∪ Γ) = (Α ∩ Β) ∪ (Α ∩ Γ) 
Θεωρούµε τα σύνολα Α και Β ⊂ Α. Το σύνολο τότε Α\Β (ή Α−Β) καλείται διαφορά των Α 
και Β, και ορίζεται ως Α\Β = {α∈Α | α∉Β}. Ιδιαίτερα, αν α∈Α, Α\{α} είναι εκείνο το 
σύνολο, που προκύπτει από το Α, µετά την αποβολή του στοιχείου α. 
     Στην περίπτωση που, Α ⊆ Β, το σύνολο Β\Α καλείται και συµπλήρωµα του Α ως προς Β. 
Αν γνωρίζουµε ως προς πιο σύνολο θεωρούµε τα συµπληρώµατα διαφόρων υποσυνόλων 
του, τα συµβολίζουµε αυτά, µε Α΄, ή Αc ή ακόµα και µε CA. Είναι λοιπόν Α΄ = {β∈Β | β∉Α}.  
     Ολες οι παραπάνω σχέσεις ανάµεσα στα σύνολα, απεικονίζονται γραφικά, στο διάγραµµα 
του Venn: 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ασκήσεις. 1) Να δείξετε ότι: (Α∪Β)΄ = Α΄∩Β΄   και   Α΄∪Β΄ = (Α∩Β)΄  (σχέσεις του de 
Morgan).   2) Το σύνολο των υποσυνόλων ενός συνόλου µε n στοιχεία, έχει το πλήθος n2  
στοιχεία.    3) Να δείξετε ότι, Α∩Α΄ = ∅, και Α∪Α΄ = Ε. 
 
β) ∆ιµελείς σχέσεις, ∆εχόµεθα ότι, αν µας δοθούν δύο σύνολα Α και Β, µπορούµε να 
νοήσουµε το διατεταγµένο ζεύγος (α,β), όπου α∈Α και β∈Β. [Το (α,β) ορίζεται και από την 
ισότητα, (α,β) = {α, {α,β}}. Φανερά, (α,β) ≠ (β,α), αν α ≠ β,  
ενώ (α,α) = {α, {α,α}} = {α, {α}}, το οποίο εξ� ορισµού ισούται µε {{α}}. 
 Ολα τα δυνατά διατεταγµένα ζεύγη (α,β), αποτελούν το σύνολο Α×Β, που το ονοµάζουν, 
καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων Α και Β. Η έννοια του διατεταγµένου ζεύγους, ως και 
αυτή του καρτεσιανού γινοµένου δύο συνόλων, γενικεύεται, επαγωγικά, στις έννοιες 
αντίστοιχα, της διατεταγµένης παρενθέσεως n στοιχείων )x,,x,x( n21 K , (που καλείται 
και n-άδα), και του καρτεσιανού γινοµένου n21 AAA ××× K .  
Ιδιαίτερα, αν n21 AAA === K , γράφουµε AAAA ×××= K   (n παράγοντες). 
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 Ένα καθορισµένο υποσύνολο R ⊆ Α×Α, καλείται διµελής σχέση επί του συνόλου Α. Εφ� 
όσον η R),( 21 ∈αα  αληθεύει, γράφουµε και α1Rα2. Συνήθως, δεν χρησιµοποιούµε το σύµβο-
λο R στην προηγούµενη γραφή, αλλά άλλα σύµβολα, όπως π.χ. �≈�, �=�, �≤ � κ.ο.κ., που 
έχουν κάποιο ειδικότερο νόηµα, όπως θα δούµε παρακάτω. 
     Σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου Α, είναι µία διµελής σχέση R επί του Α, η οποία 
πληροί τις ιδιότητες: 1) Για κάθε α∈Α, (α,α)∈R (ανακλαστική). 2) Για κάθε α,β∈R, αν είναι 
(α,β)∈R, είναι τότε, και (β,α)∈R (συµµετρική). 3) Οι σχέσεις (α,β)∈R και (β,γ)∈R, 
συνεπάγονται την (α,γ)∈R (µεταβατική). Οι ιδιότητες 1), 2) και 3), γράφονται και ως εξής:  
              1) Ανακλαστική: α ≈ α.  
              2) Συµµετρική: α ≈ β, ⇒ β ≈ α.  
              3) Μεταβατική: α ≈ β και β ≈ γ ⇒ α ≈ γ. 
     Εστω ότι, µας δίδεται το µη κενό σύνολο Α, και µία σχέση ισοδυναµίας R έπ� αυτού. 
Τότε, µε το τυχόν στοιχείο α του Α, θεωρώ και όλα τα ισοδύναµα προς αυτό στοιχεία. Αυτά, 
αποτελούν το σύνολο, (λέµε την κλάση) αC . Φανερά, αC  ≠ ∅ µιά και α∈ αC  αφού α ≈ α. 
Είναι λοιπόν x∈ αC , ανν x ≈ α. Παρατηρούµε ότι, το σύνολο Α, µερίζεται σε τάξεις ισοδυ-
νάµων στοιχείων. Μερίζεται δηλαδή σε υποσύνολα αC , βC , κλπ., τέτοια ώστε, να έχουν ανά 
δύο τοµή κενή, και η ένωση όλων να είναι το Α. 
     Πράγµατι, αν αC  ∩ βC  ≠ ∅, και γ∈ αC  ∩ βC , τότε, γ∈ αC  και γ∈ βC . Για κάθε α∈ αC  
είναι όµως, α ≈ γ και επειδή το γ είναι και στοιχείο του βC , γ ≈ β. Αρα και α ≈ β, οπότε, 
α∈ βC  µιά και αυτό, περιέχει όλα τα ισοδύναµα προς το β στοιχεία. ∆είξαµε έτσι,  
ότι Cα ⊆ βC . Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η αC  ⊇ βC . Αρα είναι αC = βC .  
     ∆εν µπορούµε λοιπόν, να έχουµε διαφορετικές κλάσεις, µε τοµή µη κενή. Ξεκινάµε 
λοιπόν, από το τυχόν στοιχείο α του Α. Σχηµατίζουµε την κλάση αC . Αν αυτή δεν ταυτίζεται 
µε το Α, λαβαίνουµε το στοιχείο β∈Α µε β∉ αC  και θεωρούµε όλα τα ισοδύναµα προς αυτό 
στοιχεία. Αυτά, φανερά, δεν θα ανήκουν στο αC , και αποτελούν την βC . Αν αC  ∪ βC  ≠ Α, 
λαβαίνουµε εκείνο το στοιχείο γ του Α, που δεν ανήκει στην προηγούµενη ένωση, κ.ο.κ. Με 
τον τρόπο αυτό, επιτυγχάνουµε τον µερισµό του Α.  
    Σχέση (µερικής) διατάξεως επί του µη κενού συνόλου Α, είναι µία διµελής σχέση R επί 
του Α, η οποία είναι ανακλαστική, αντισυµµετρική και µεταβατική. Το �αντισυµµετρική� 
σηµαίνει ότι, αν (α,β)∈R και (β,α)∈R, τότε και α = β. Την σχέση αυτή R την συµβολίζουν µε 
το � ≤ �. Στην περίπτωση που R = A×A, η R καλείται σχέση ολικής (ή γραµµικής) 
διατάξεως. ∆ύο στοιχεία του Α, το ζεύγος των οποίων ανήκει στην R, καλούνται συγκρίσιµα 
στοιχεία. Σε ολική διάταξη όλα τα στοιχεία του Α είναι συγκρίσιµα.  
 

Το σύνολο των υποσυνόλων ενός συνόλου, είναι ένα µερικά 
διατεταγµένο σύνολο, ως προς την διάταξη �⊆�. Την µερική 
διάταξη, την εµφανίζουµε µε την χρήση διαγραµµάτων, όπως το 
παραπλεύρως. Το διάγραµµα αυτό, παριστάνει την διάταξη �⊆� 
του σύνολου των υποσυνόλων του συνόλου {1,2,3}, που είναι 
το  
                         {∅, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}} 
 
 
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1. Θεωρούµε το σύνολο των ακεραίων Z. Εισάγουµε στο Z την εξής διµελή 
σχέση R: (α,β)∈R, ανν β−α = πολλαπλάσιο του 3. Η R είναι σχέση ισοδυναµίας. Πράγµατι: 
1) (α,α)∈R, µιά και α−α = 0, και 300 ⋅= . 2) Αν (α,β)∈R, τότε και (β,α)∈R, µιά και η 
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β−α = 3k, δίδει και την α−β = 3(−k), δηλαδή, την (β,α)∈R. 3) Τέλος, αν (α,β)∈R και (β,γ)∈R, 
δηλαδή, β−α = 1k3  και γ−β = 2k3 , τότε οι β = γk3 2 − , και β = 1k3 −α δίδουν την 

γk3 2 −  = 1k3 −α, δηλαδή, την γ−α = )kk(3 21 − , που είναι η (α,γ)∈R. Ας δούµε τώρα, ποίες 
είναι οι κλάσεις ισοδυναµίας, που µερίζουν το σύνολο Z . Προς τούτο, ας  λάβουµε το 1∈Z. 
Η 1C  περιέχει όλους τους ακεραίους, που διαφέρουν από τον 1, κατά πολλαπλάσιο του 3. 
Αρα x∈ 1C  ανν x = 1+3k. Οι ακέραιοι αυτοί, είναι εκείνοι, οι οποίοι διαιρούµενοι µε το 3, 
δίδουν υπόλοιπο 1. Είναι λοιπόν, 1C  = {±1, ±4, ±7, . . . }. Επειδή ο 2∉ 1C , ας σχηµατίσουµε 
την 2C . Είναι, µε τον ίδιο τρόπο σκεπτόµενοι, 2C  = {±2, ±5, ±8, . . . }. Φανερά, µία ακόµα 
κλάση υπάρχει. Η 0C  = {0, ±3, ±6, . . . }. 
 
     Σύνολο Πηλίκο ονοµάζουµε το σύνολο εκείνο, που έχει σαν στοιχεία του, τις κλάσεις 
ισοδυναµίας του Α. Το συµβολίζουµε µε Α/R.  
     Στο προηγούµενο παράδειγµα, Z /R = { 0C , 1C , 2C }. 
 
γ) Συναρτήσεις = απεικονίσεις = µετασχηµατισµοί, κλπ. Με τον όρο �συνάρτηση από το 
σύνολο Α στο σύνολο Β� καλύπτουµε εκείνον τον µηχανισµό, που σε κάποιο στοιχείο x ενός 
µη κενού συνόλου Α, αντιστοιχεί ένα και µόνον στοιχείο y ενός άλλου (ή και του ιδίου) µη 
κενού συνόλου Β. Τον µηχανισµό αυτόν, τον παριστάνουµε µε f, g, κλπ. Ωστε, για να 
µπορούµε να λέµε ότι έχουµε µία συνάρτηση, θα πρέπει να πληρούνται τα ακόλουθα: 1) Να 
έχουν δοθεί δύο σύνολα Α και Β (≠ ∅, χωρίς να αποκλείουµε Β = Α). 2) Να γνωρίζουµε, για 
κάθε x∈A, το µοναδικό y∈Β, που αντιστοιχεί µέσω κάποιου συγκεκριµένου µηχανισµού, σ� 
αυτό. Καλούµε τo y τιµή της f. Γράφουµε y = f(x) ή y = xf. Μπορούµε συνεπώς να 
θεωρούµε, το διατεταγµένο ζεύγος (x,y)∈A×B. Γνωρίζουµε δηλαδή την f, ανν γνωρίζουµε το 
υποσύνολο Γ ⊆ Α×Β, που είναι το Γ = {(x,y) | y = f(x)}. 3) Για να είναι καλά ορισµένη η f, 
θα πρέπει να αποδείξουµε την µοναδικότητα του f(x). Θα πρέπει δηλαδή, να αποδείξουµε 
ότι, η σχέση f(x1) ≠ f(x2) ⇒ x1 ≠ x2.Το σύνολο Α καλείται πεδίον ορισµού της f. Το σύνολο 
Β καλείται πεδίον τιµών της f. Το σύνολο f(Α) = {y∈Β | ∃x∈A µε f(x) = y} καλείται σύνολο 
τιµών αυτής. Θεωρούµε και το σύνολο f B x A ìå f x B B− ′ = ∈ ∈ ′⊆1 ( ) { ( ) } , που καλεί-

ται, αντίστροφη εικόνα του συνόλου Β΄. Στην περίπτωση που, το f y f y− −=1 1({ }) ( )  είναι 
µονοσύνολο, ορίζεται συνάρτηση f B A− →1 : , που καλείται, αντίστροφη συνάρτηση της f.  
Συµβολισµοί. Με f|A, δηλώνουµε ότι, η f ορίζεται πάνω στο Α. Με f: Χ → Υ, περιγράφουµε 
µία συνάρτηση, που ορίζεται στο σύνολο Χ και παίρνει τιµές µέσα στο σύνολο Υ. Χρήσιµος 
είναι επίσης και ο συµβολισµός, x a y = f(x).  
 
Εστω η f: X → Y και Α, iA , i∈I, υποσύνολα του Χ και B, jB , j∈J υποσύνολα του Υ.  

Ισχύουν οι σχέσεις :   i) A)A(f 1 ⊇− .    ii) )B(f))B(f(f 1 ⊆− .    iii) ))X(fB(f)B(f 11 ∩= −−  

                               iv) UU
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Ορισµοί. Επί  καλείται η f: Χ → Υ, ανν f(Χ) = Υ. Εντός καλείται η f ανν f(Χ) ⊂Υ. Ο 
περιορισµός g της f επί του υποσυνόλου Α ⊂ Χ, είναι εκείνη η g: A → Y, για την οποία 
ισχύει ότι g(x) = f(x), ∀x∈A. Συνήθως, τον περιορισµό της f τον συµβολίζουµε µε το ίδιο 
σύµβολο (δηλαδή το f). Στην περίπτωση αυτή, η f  λέγεται και επέκταση της g. 
 
δ) ∆οµές. Θεωρούµε το σύνολο Α, το Α×Α, και την f: Α×Α → A. Καλούµε τότε την f 
εσωτερική πράξη επί του Α. Στην περίπτωση αυτή, αντί να γράφουµε  (α,β) a γ, ή ότι  
γ = f((α,β)) [γράφουµε απλά f(α,β)]. Γράφουµε και γ = αfβ. Βέβαια, στον συµβολισµό αυτό, 
ποτέ δεν δηλώνουµε την εσωτερική µας πράξη µε το f. Χρησιµοποιούµε σύµβολα, όπως το 
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 �+�, το �°� κλπ. Ετσι, φθάνουµε στην γνωστή γραφή γ = α+β, ή γ = α−β, κλπ. Αν τώρα 
έχουµε τα σύνολα Τ, Α, και την g: T×A → A, λέµε ότι έχουµε µία εξωτερική πράξη.  
     Οταν έχουµε σύνολα µε πράξεις, έχουµε ∆οµές. 
     Η απλούστερη δοµή, είναι αυτή της ηµιοµάδας. Εδώ, έχουµε ένα σύνολο Α, µε µία 
εσωτερική πράξη �°� (πολλαπλασιασµό), η οποία είναι προσεταιριστική. Ισχύει δηλαδή, ότι, 
(παραλείπουµε το σύµβολο �°�), ∀ α, β, γ∈Α, (αβ)γ = α(βγ) (Προσεταιρισµός). Αν υπάρχει 
στοιχείο e του Α µε την ιδιότητα eα = α, για κάθε α∈Α, λέµε ότι το e είναι µία �αριστερή� 
µονάδα του Α. Ανάλογα έχουµε και την �δεξιά� µονάδα του Α. Αν το e είναι και αριστερή 
και δεξιά µονάδα, λέγεται απλά µονάδα ή ουδέτερο στοιχείο του Α. Το �αριστερά� 
αντίστροφο στοιχείο 1α −  του α, αν υπάρχει εν Α, είναι εκείνο, για το οποίο ισχύει ότι  

1α − α = e. Και εδώ έχουµε κατ� αναλογία �δεξιά� αντίστροφο, και τέλος αντίστροφο 
στοιχείο.  
     Μία ηµιοµάδα, µε µονάδα, και αντίστροφα στοιχεία για όλα τα στοιχεία της, καλείται 
οµάδα (Group). Αντιµεταθετική ή Αβελιανή καλείται µία οµάδα, αν ισχύει επιπλέον ότι, για 
κάθε δύο στοιχεία της, α, β, είναι, αβ = βα. Συνήθως, την αντιµεταθετική εσωτερική πράξη, 
την συµβολίζουν µε το �+�. Τότε, η µονάδα συµβολίζεται µε το �0�. και το αντίστροφο 
στοιχείο του α, µε −α, και καλείται αντίθετο στοιχείο του α.  Σε µία οµάδα G, ισχύουν τα 
παρακάτω: 
       1) Η µονάδα, είναι µοναδική. 2) Το αντίστροφο στοιχείου, είναι µοναδικό. 
       2) Για κάθε α∈G, α)α( 11 =−− .  4) Για όλα τα α, β∈G, 111 αβ)αβ( −−− = . 
Πράγµατι, το 1) προκύπτει από το γεγονός ότι, µία µονάδα, είναι και αριστερή και δεξιά 
µονάδα. Είναι δηλαδή, για κάθε στοιχείο α της G, eα = αe = α. Αν συνεπώς είχαµε και άλλη 
µία µονάδα, π.χ. την u∈G, τότε θα είχαµε και ότι, eu = ue = u, και επίσης, ue = eu = e. Είναι 
δηλαδή, e = u. Το 2) τώρα, είναι συνέπεια της µοναδικότητας της e. Πράγµατι, αν το α είχε 
δύο αντίστροφα, τα a1 και a2, τότε θα είχαµε και ότι, 21 aαeaα == , δηλαδή, ότι 21 aαaα = . 
Αν τώρα, 1α −  ένα ακόµα αντίστροφο του α, )aα(α)aα(α 2

1
1

1 −− = , ή 2
1

1
1 a)αα(a)αα( −− = , και 

συνεπώς, 21 aa = . Το 3) είναι συνέπεια του 2). Πράγµατι, αφού το αντίστροφο του α είναι 
µοναδικό, µοναδικό είναι και το αντίστροφο του 1α − . Αν καλέσουµε β αυτό το αντίστροφο,  
[β = 11)α( −− ], τότε είναι και 1α − β = e. Είναι όµως και 1α − α = e. Αρα και β = α. Τέλος, ένας 
απλός λογαριασµός, δίδει την ιδιότητα 4). 
 
     Ενα σώµα F (field), είναι µία δοµή δύο εσωτερικών πράξεων, όπου ως προς την µία, το F 
είναι αντιµεταθετική οµάδα, και ως προς την άλλη, το F εξαιρουµένου του µοναδιαίου 
στοιχείου 0 της �+�, είναι οµάδα. Επιπλέον, οι δύο αυτές πράξεις, συντονίζονται από την 
σχέση:  α(β+γ) = αβ+αγ (Επιµερισµός). Ενα σώµα λέγεται αντιµεταθετικό, αν και η �°� είναι 
αντιµεταθετική. Ενα σώµα λοιπόν, έχει πάντα κατ� ελάχιστον δύο στοιχεία: Τα 0 και 1, 
µονάδες αντίστοιχα, των πράξεων �+� και �o� (πρόσθεση και πολλαπλασιασµό). Το σύνολο 
{0, 1} καθίσταται σώµα, αν ορίσουµε τις πράξεις �+� και �o� ως εξής:  
0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0 και 0o 0 = 0, 0o1 = 0, 1o 0 = 0, 1o1 = 1. 
     Σε ένα αντιµεταθετικό σώµα, έχουµε τον γνωστό αλγεβρικό λογισµό.  
Για παράδειγµα, (−α)(−β) = αβ. Απόδειξη. (−α)(−β)+(−α)β+αβ = (−α)[(−β)+β]+αβ = αβ και 
επίσης (−α)(−β)+(−α)β+αβ = (−α)(−β)+[(−α)+α]β = (−α)(−β). 
    Ενα σώµα λέγεται διατεταγµένο, ανν σαν σύνολο είναι ολικά διατεταγµένο, και η διάταξή 
του � ≤ � είναι συµβατή µε τις πράξεις �+� και �o�. Ισχύουν δηλαδή οι σχέσεις,  
i) 11 βα ≤  και 22 βα ≤  ⇒ 2211 βαβα +≤+ ,  
ii) αν 0 ≤ λ και α ≤ β, τότε και λα ≤ λβ και  iii) αν α ≤ β, τότε και −β ≤ −α.  
 
2. Ορισµός διανυσµατικού χώρου. Υπόχωροι. Ενα µη κενό σύνολο V, µέσα στο οποίο ορί-
ζεται µία εσωτερική πράξη �+�, (που καλούµε πρόσθεση), και που το καθιστά αντιµετα-
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θετική oµάδα, και µία εξωτερική πράξη, (που καλούµε µονόµετρο ή βαθµωτό πολλαπλασι-
ασµό), F×V → V, όπου F κάποιο αντιµεταθετικό σώµα, και οι οποίες, έχουν τις παρακάτω 
ιδιότητες, ονοµάζεται διανυσµατικός χώρος ή Γραµµικός χώρος (Vector or Linear space) 
επί του σώµατος F: 
     1) ∀ λ, ξ∈F, x∈V, (λ+ξ)x = λx+ξx          3) ∀ λ, ξ∈F, x∈V, (λξ)x = λ(ξx) 
     2) ∀ λ∈F, x, y∈V, λ(x+y) = λx+λy         4) ∀ x∈V, 1x = x. 
 
Σηµβολισµός. Με ελληνικούς χαρακτήρες, τα στοιχεία του αντιµεταθετικού σώµάτος F 
(µονόµετρα ή βαθµοτά µεγέθη [scalars]). Με λατινικούς χαρακτήρες τα στοιχεία του V (ανύ-
σµατα ή διανύσµατα, [vectors]). 
 
     Αν F = R το σώµα των πραγµατικών αριθµών, λέµε ότι έχουµε έναν πραγµατικό 
διανυσµατικό χώρο. 
 
     Το ουδέτερο στοιχείο της �+� καλείται και µηδενικό διάνυσµα. Αν 0 το µηδενικό 
διάνυσµα και 0 το µονόµετρο µηδέν, είναι τότε, 00 = 0.  
Πράγµατι, 0 = 0+0 και (0+0)0 = 00+00. Αρα και 00 = 00+00. Οµως, το µοναδικό διάνυσµα, 
που έχει την ιδιότητα, προστιθέµενο σε κάθε άλλο διάνυσµα, άρα και στο 00, να δίδει 
άθροισµα το ίδιο, είναι το µοναδικό ουδέτερο στοιχείο, δηλαδή το 0. Είναι συνεπώς, 00 = 0. 
     Γενικότερα, έχουµε ότι, ∀x∈V, 0x = 0.  
Τούτο προκύπτει από την ιδιότητα (λ+ξ)x = λx+ξx, αν θέσουµε, λ = ξ = 0, οπότε και  
0x = 0x+0x, άρα και, 0 = 0x−0x = 0x. 
     Είναι εξ� άλλου και ∀ξ∈F, ξ0 = 0, µιά και ξ(x+y) = ξx+ξy οπότε για x = y = 0 είναι και  
ξ0 = ξ0+ξ0, άρα και ξ0−ξ0 = 0 = ξ0. 
     Λόγω των ισοτήτων αυτών, δεν διακρίνουµε συνήθως το 0 από το 0 µε διαφορετικό 
σύµβολο. Ο αναγνώστης πρέπει κάθε φορά, να µπορεί να καταλάβει, αν πρόκειται για 0 
µονόµετρο, ή 0 διάνυσµα. 
     Ισχύει ακόµα και η σχέση: (−1)x = −x. Πράγµατι είναι,  
0x = (1−1)x = 1x+(−1)x = x+(−1)x, δηλαδή, το (−1)x είναι ένα αντίθετο στοιχείο του x, και 
επειδή τα αντίθετα στοιχεία είναι και µοναδικά, (−1)x = −x. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2. Θεωρούµε το καρτεσιανό γινόµενο Ε = nR . Τα στοιχεία του συνόλου 
αυτού, θα τα καλούµε σηµεία και θα τα συµβολίζουµε µε κεφαλαία γράµµατα. Είναι λοιπόν, 

Χ = )x,,x,x( n21 K ∈ nR . Γράφουµε ακόµα και ( ix ), εφ� όσον είναι γνωστό, ότι το i  
παίρνει τις τιµές 1, . . . ,n. Στο σύνολο Ε εισάγουµε µία εσωτερική πράξη �+� µέσω των 
ισοτήτων ( ix )+( iy ) = ( ii yx + ). Φανερά, η πράξη αυτή, καθιστά το Ε αντιµεταθετική οµάδα, 
µε ουδέτερο στοιχείο το Ο = ( i0 ). Εισάγουµε και έναν µονόµετρο πολλαπλασιασµό  

(λ,Χ) a λΧ (εξωτερική πράξη, → nn RRR× ) από την σχέση,  
                            )x,,x,x(λ n21 K  = )xλ,,xλ,xλ( n21 K .  
Το σύνολο Ε καθίσταται έτσι, ένας διανυσµατικός χώρος. Ο χώρος αυτός, καλείται και 
χώρος των συντεταγµένων, µιά και η ix  καλείται και i - συντεταγµένη του σηµείου Χ. Το 
σηµείο Ο καλείται και αρχή του χώρου. Στην περίπτωση, που n = 2, ο χώρος 2R  καλείται 
και �πραγµατικό επίπεδο� ενώ, για n = 3, ο 3R  καλείται και �χώρος Ε� 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3. Θεωρούµε το σύνολο των ακεραίων Z και το σύνολο των θετικών ρητών 
R+ = {r∈R | r > 0}. Εισάγουµε στο R+ την εξής πρόσθεση: α+β = αβ. Καλούµε δηλαδή 
�πρόσθεση� στο R+, το γινόµενο δύο στοιχείων του R+, πολλαπλασιαζόµενα, ως στοιχεία 
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του R. Το R+ µε την πρόσθεση αυτή �+΄ �, καθίσταται αντιµεταθετική οµάδα µε ουδέτερο 
στοιχείο το 1. Εισάγουµε τώρα, και έναν µονόµετρο πολλαπλασιασµό (λ, r) a λr . 
 Παρατηρούµε ότι, ο πολλαπλασιασµός αυτός, είναι καλά ορισµένος, και το σύνολο R+ 
εφοδιασµένο µε αυτές τις πράξεις, απότελεί ένα διανυσµατικό χώρο. Πράγµατι, είναι:  
1) (λ+ξ, x) a ξλξλξλ ΄xxxxx +==+        2) (λ, x+΄y) a λλλλλ ΄yxyx)xy( +== .          
3) ( λx,ξ ) a ξλλξ )x(x =          4) Τέλος, εδώ, το 1x µεταφράζεται σε xx1 = . Παρατηρούµε 
ότι, το αντίθετο του x∈R+, είναι το 1x − , µιά και το ουδέτερο στοιχείο του R+ είναι το 1, και 
το �άθροισµα� x 1x −  = 0x  = 1. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4. Θεωρούµε τo σύνολο F των πραγµατικών συναρτήσεων, που ορίζονται 
κατά κάποιο τρόπο πάνω σε ένα σύνολο X. Το άθροισµα δύο τέτοιων συναρτήσεων f και g, 
ορίζεται ως η συνάρτηση f+g: X → R, που ∀x∈X είναι, (f+g)x = f(x)+g(x). H πράξη �+�, 
που ορίστηκε µ� αυτόν τον τρόπο, είναι µία καλά ορισµένη εσωτερική πράξη επί του 
συνόλου F, που καθιστά το σύνολο αυτό αντιµεταθετική οµάδα. Το ουδέτερο στοιχείο της 
οµάδας αυτής, είναι η �µηδενική� συνάρτηση 0f  που έχει την ιδιότητα, το κάθε x∈X, να το 
απεικονίζει στο 0 εν R . Θεωρούµε ακόµα, το σύνολο R  και την εξωτερική πράξη  
(λ, f) a λf. Η λf∈F ορίζεται από την σχέση (λf)x = λ(f(x)). Με αυτές τις πράξεις, το σύνολο 
F αποτελεί έναν πραγµατικό διανυσµατικό χώρο. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5. Ιδιαίτερη περίπτωση, είναι αυτή των πολυωνυµικών συναρτήσεων. Με 

nP  θα συµβολίζουµε τον διανυσµατικό χώρο των πολυωνύµων µέχρι και n βαθµού, µε 
συντελεστές από το σώµα των πραγµατικών αριθµών. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6. Εστω οι διανυσµατικοί χώροι 1V  και 2V  επί του F. Το καρτεσιανό γινό-
µενο 21 VV ×  καθίσταται και αυτό διανυσµατικός χώρος επί του F, αν ορίσουµε τις πράξεις 
�πρόσθεση� και �µονόµετρος πολλαπλασιασµός�, όπως ακριβώς ορίστηκαν στο παρ.1.  
 
Ορισµός. Ενα υποσύνολο W ⊆ V θα καλείται υπόχωρος του V, ανν είναι και αυτό µε τις 
ίδιες πράξεις, διανυσµατικός χώρος. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1. Για να είναι το W υπόχωρος του V, θα πρέπει µέσα σ� αυτόν, να 
ορίζονται καλά οι πράξεις. ∆ηλαδή, µε κάθε δύο στοιχεία 1w και W∈2w , και το 

W∈+ 2211 wλwλ . Λέµε ότι, το W είναι κλειστό ως προς τις πράξεις πρόσθεση και µονό-
µετρο πολλαπλασιασµό. Συνέπεια της προηγουµένης σχέσεως, είναι ότι, α) το 0∈W και  
β), µε κάθε w∈W, και το −w∈W.  
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο F του παρ. 3, µε Χ = R. Μία συνάρ-
τηση f∈F καλείται αρτία, ανν f(x) = f(−x) και περιττή, ανν f(x) = −f(−x). Το σύνολο των 
αρτίων συναρτήσεων, το συµβολίζουµε µε F+ και των περιττών, µε F−. Η µηδενική 
συνάρτηση 0f  είναι αρτία, µιά και )()( xf0xf 00 −== . Είναι όµως και περιττή, µιά και 

)()( xf0xf 00 −−== . Αρα, 0f ∈F+ ∩ F−. Θα δείξουµε ότι,  
F+ ∩ F− = {f0}. Πράγµατι, αν g∈F+ ∩ F− τότε και g(x) = g(−x) = −g(x).  
     Αρα, (f+g)(x) = f(x)+g(x) = f(x)−g(x) = (f−g)(x), δηλαδή, ∀x∈ R , f+g = f−g.  
     Αρα και 2g = 0, δηλαδή, ∀x∈ R, g = 0. Η g είναι και αυτή, ουδέτερο στοιχείο της �+�. 
Οµως, όπως είδαµε, το ουδέτερο στοιχείο της �+� είναι µοναδικό. Αρα g = 0f . 
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     Θα δείξουµε τώρα ότι, κάθε ένα από τα F+, F−, είναι διανυσµατικός χώρος, υπόχωρος του 
F. Κατ� αρχήν παρατηρούµε ότι, κάθε f ≠ 0f  είτε θα είναι αρτία, είτε θα είναι περιττή 
συνάρτηση.  
     Εστω τώρα, f, g∈F+. Είναι τότε, ∀x∈R , (λf)(−x) = λf(−x) = λf(x) = (λf)(x), άρα λf αρτία. 
Εξ� άλλου, (f+g)(−x) = f(−x)+g(−x) = f(x)+g(x) = (f+g)(x), δηλαδή η f+g αρτία. Ο F+ είναι 
λοιπόν υπόχωρος του F. Ανάλογα έχουµε και ότι ο F− είναι υπόχωρος του F. Βλέπουµε εδώ, 
ότι ο F έχει µεριστεί σε δύο υπόχωρους µε τοµή την 0f . Και το { 0f } αποτελεί φανερά, 
υπόχωρο των F+ και F−. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8.  Θεωρούµε τον χώρο Ε (βλέπε παρ. 1). Το σύνολο των σηµείων της 
µορφής ),,( 00xX 11 = , )0,x,0(X 22 =  και ),,( 33 x00X = , αποτελούν, αντίστοιχα, 
υπόχωρους του Ε. Οι υπόχωροι αυτοί, ταυτίζονται µε τους άξονες 1Ox , 2Ox , και 3Ox  ενός 
συστήµατος αναφοράς του χώρου Ε. Χρησιµοποιούµε ακόµα και τους συµβολισµούς, 

),,( 00xX = , ),,( 0y0Y = , ),,( z00Z =  και Ox, Oy, Oz. 
     Στο πραγµατικό επίπεδο 2R  το σύνολο των σηµείων ),( 21 xxX = , που πληρούν την 
σχέση 12 kxx = , όπου k∈R  παράµετρος, αποτελούν υπόχωρο του 2R . Ο υπόχωρος αυτός, 
καλείται ευθεία διερχόµενη από την αρχή του χώρου, µε κλίση, ως προς τον άξονα 1Ox , k. 
Ας καλέσουµε W τον υπόχωρο αυτόν. Εισάγουµε, τώρα, στον 2R  την εξής σχέση 
ισοδυναµίας: Χ ≈ Υ, ανν Χ−Υ∈W. H �≈� είναι σχέση ισοδυναµίας, µιά και α) Χ = Χ, επειδή, 
Χ−Χ = 0∈W. β) Χ ≈ Υ  ⇒  Υ ≈ Χ, µιά και όταν το Ζ = Υ−Χ∈W, και το −Ζ = Χ−Υ∈W. 
Τέλος, γ) οι Χ ≈ Υ και Υ ≈ Ζ  ⇒  Χ ≈ Ζ. Ας θεωρήσουµε, τώρα, µιά τυχούσα κλάση 
ισοδυναµίας. Την AC  = {X∈ 2R  | X ≈ A}. Αρα, Χ∈ AC , ανν Χ−Α∈W, δηλαδή, ανν 

)( 1122 αxkαx −=− , όπου Ααα 21 =),( . Είναι λοιπόν, και )( 1212 αkαkxx −+=  ή 
bkxx 12 += , 12 αkαb −= . Καλούµε την AC  ευθεία, παράλληλο της W. 

 
     Θεωρούµε τώρα, την ένωση και την τοµή δύο υποχώρων 1V  και 2V  του V.  
     Για την 1V ∩ 2V  παρατηρούµε ότι, αν λx και µy∈ 1V ∩ 2V , τότε και λx, µy∈ 1V , και 
επειδή ο 1V  υπόχωρος, λx+µy∈∈∈∈ 1V . Επίσης, λx, µy∈ 2V , και επειδή ο 2V  υπόχωρος, 
λx+µy∈∈∈∈ 2V . Αρα και λx+µy∈ 1V ∩ 2V , άρα η 1V ∩ 2V  υπόχωρος.  
     Για την 1V ∪ 2V , παρατηρούµε ότι, αυτή δεν είναι πάντοτε υπόχωρος του V. Πράγµατι, 
αρκεί να λάβουµε 1V  = {λa | λ∈F} και 2V  = {ξb | ξ∈F}. Τα σύνολα 1V  και 2V  είναι φανερά 
υπόχωροι του V, όµως η  1V ∪ 2V  δεν είναι υπόχωρος, µιά και στην περίπτωση, που είναι  
b ≠ µa, το στοιχείο λa+ξb∉ 1V ∪ 2V . 
 
3. Γραµµική εξάρτηση. Μιά σχέση γραµµικής εξάρτησης ανάµεσα σε ένα πεπερασµένο 
πλήθος διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου V(F), είναι µιά ισότητα της µορφής 

0xλxλxλ nn2211 =+++ K , όπου δεν είναι όλοι οι συντελεστές iλ  ίσοι µε 0. Γράφουµε 

και ë xi
i

n

i
=
∑

1

 = 0, ή απλά, ë xi i∑ = 0. 

 
Ορισµοί. Ενα πεπερασµένο σύνολο από διανύσµατα του V(F)  λέγεται σύνολο γραµµικά 
εξαρτηµένο, ανν υφίσταται µιά σχέση γραµµικής εξάρτησης ανάµεσα στα στοιχεία του. 
Κάθε σύνολο, που δεν είναι γραµµικά εξαρτηµένο, λέγεται σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο.  
     Στη συνέχεια, το ερώτηµα αν και κατά πόσον ένα σύνολο διανυσµάτων είναι γραµµικά 
εξαρτηµένο, θα τίθεται πάντα γιά παπερασµένα σύνολα. 
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     Εστω ότι, το σύνολο },,,{ k21 xxx K  είναι σύνολο γραµµικά εξαρτηµένο. Υπάρχει τότε 
κάποια σχέση 0xλxλxλ kk2211 =+++ K  ανάµεσα στα στοιχεία του, όπου δεν είναι όλοι 
οι συντελεστές jλ  = 0. Ιδιαίτερα, έστω ότι ο 1λ  ≠ 0. Είναι τότε και  

0΄xλ΄xλx kk221 =+++ K , 1jj λλ΄λ /= , j = 2, . . . ,k. Αρα και x1 = j

k

2j
1j xλλ∑

=

− )/( . Λέµε 

ότι, το 1x  εκφράζεται γραµµικά από τα jx . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 2. i) Οταν έχουµε ένα σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο, δεν είναι δυνατόν να 
υφίσταται σχέση γραµµικής εξαρτήσεως ανάµεσα στα στοιχεία του.  
To σύνολο λοιπόν Β = },,,{ n21 bbb K , είναι σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο, ανν µιά οιαδή-
ποτε σχέση γραµµικής εξαρτήσεως ∑ iibλ = 0 συνεπάγεται τις ισότητες ιλ = 0, i  = 1, . . . ,n.  
                                  ii) Το µονοσύνολο {x}. α) Για x = 0 είναι σύνολο γραµµικά εξαρτη-
µένο, µιά και η λ0 = 0, ισχύει, µε λ ≠ 0.  β) Για x ≠ 0, είναι σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο, µιά 
και η λx = 0 ισχύει  ανν λ = 0. 
                                 iii) Αν το u εξαρτάται γραµµικά από τα xj, γράφουµε, όπως είδαµε,  

u = ë xj
j

k

j
=
∑

1

. Και αντίστροφα, όταν ισχύει µιά τέτοια σχέση, το σύνολο  

Χ = },,,,{ k21 xxxu K  είναι σύνολο γραµµικά εξαρτηµένο. Σε ένα γραµµικά εξαρτηµένο 
σύνολο, το οιοδήποτε στοιχείο του, που, στην σχέση γραµµικής εξάρτησης έχει συντελεστή 
λ ≠ 0, γράφεται ως γραµµικώς συνδυασµός των υπολοίπων. Συνήθως, διατάσουµε κατά 
τέτοιο τρόπο τα στοιχεία του Χ, έτσι ώστε, το στοιχείο που θέλουµε να το εκφράσουµε 
γραµµικά συναρτήσει των υπολοίπων, να είναι τελευταίο, οπότε αυτό, εκφράζεται γραµµικά, 
συναρτήσει των προηγουµένων του στοιχείων. 
                                 iv) Κάθε πεπερασµένο σύνολο m διανυσµάτων, που περιέχει κάποιο 
γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο, είναι και αυτό γραµµικά εξαρτηµένο. Πράγµατι, µιά σχέση 
γραµµικής εξαρτήσεως ανάµεσα σε k στοιχεία, είναι δυνατόν, να επεκταθεί σε µιά σχέση 
γραµµικής εξαρτήσεως ανάµεσα σε όλα τα m στοιχεία του δοθέντος συνόλου, ανν θεωρή-
σουµε ότι έχουµε m−k συντελεστές ίσους µε µηδέν.  
                            v) Πόρισµα της προηγούµενης παρατήρησης µαζί µε την ii), είναι ότι, κάθε 
πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων, που περιέχει το {0}, είναι σύνολο γραµµικά εξαρτηµένο. 
                            vi) Αν το },,,{ k21 bbb K  ⊂ V είναι σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο, και 
κάθε υποσύνολό του, είναι σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο. 
 
Ορισµός. Λέµε ότι, το σύνολο B = },,,{ k21 bbb K  µε 0∉Β, παράγει τον χώρο V, ανν το 

τυχόν στοιχείο x του V, γράφεται ως γραµµική έκφραση των bj: x = ë bj
j

k

j
=
∑

1

. 

  
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3. i) Το σύνολο W = kk2211 bλbλbλ +++ K  όπου, jλ  τυχόντα στοιχεία 
του F, και jb  δοσµένα στοιχεία του V(F), αποτελεί τον µικρότερο διανυσµατικό χώρο που 
παράγουν τα jb  υπό την εξής έννοια:  
     α) Ο W είναι διανυσµατικός χώρος, και β), κάθε άλλος διανυσµατικός χώρος που περιέχει 
το σύνολο },,,{ k21 bbb K , περιέχει και τον W.  
     Πράγµατι, α) Το 0∈W, µιά και το λαβαίνουµε, αν θέσουµε σε όλα τα jλ  την τιµή 0. Με 
κάθε W, ∈21 yy , και W∈− 12 yyλ , µιά και η διαφορά αυτή, εξακολουθεί να είναι κάποια 
γραµµική έκφραση των jw . β) Ενας γραµµικός χώρος, που περιέχει τα jb , περιέχει εξ� 
ορισµού και κάθε γραµµική τους έκφραση. Αρα περιέχει και τον W. 
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             ii) Ο W είναι συνεπώς, η τοµή όλων των υπόχωρων του V, που περιέχουν το σύνολο 
},,,{ k21 bbb K . Και αντίστροφα, η τοµή W όλων των υπόχωρων του V, που περιέχουν το 

σύνολο },,,{ k21 bbb K , είναι ένας υπόχωρος, (βλέπε σελ. 8), κάθε στοιχείο x του οποίου 

έχει την έκφραση x = j

k

1j
jbλ∑

=

.  

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο των στοιχείων της µορφής j

k

1j
jbλ∑

=

. Το σύνολο αυτό είναι 

φανερά υπόχωρος του V(F), που περιέχει το },,,{ k21 bbb K . Αρα ο υπόχωρος W περιέ-

χεται µέσα σ� αυτό. Κάθε στοιχείο x∈W είναι συνεπώς της µορφής j

k

1j
jbλ∑

=

. 

 
Συµβολισµός. Τον χώρο, που παράγουν τα k21 bbb ,,, K , τον συµβολίζουν µε  

>< k21 bbb ,,, K  ή µε ),,,( k21 bbbL K . 
 
Ορισµός. Ο χώρος ),,,( k21 bbbL K καλείται γραµµική θήκη (linear hull) των jb . 
 
     Την γραµµική θήκη των jb , είναι δυνατόν να την θεωρήσουµε ως την εικόνα µιάς 

απεικονίσεως L: P(V) → B, όπου P(V)  το σύνολο των υποσυνόλων του V, και B το σύνολο 
των υπόχωρων του V. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4. Εστω Α τυχόν υποσύνολο του V. Ισχύουν τότε: 
          α) L(L(Α)) = L(A)        β) )()( 2121 ALALAA ⊆⇒⊆          γ) Α ⊂ L(Α). 
 
Ασκηση.  Να εξετάσετε αν αληθεύουν ή όχι οι σχέσεις:  
                 )()()( 2121 ALALAAL ∪=∪    και    )()()( 2121 ALALAAL ∩=∩  
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 5. i) Εστω },,,{ m21 aaaA K=  τυχόν υποσύνολο του V, γραµµικά 
εξαρτηµένο µε 0∉Α, και L(Α) ο υπόχωρος, που αυτό παράγει. Αν είναι  a∈Α, µε  

a = ∑
=

m

1k
kkaξ , τότε, το σύνολο Α΄ = L(Α)\{a}, εξακολουθεί να παράγει τον L(Α). Ας 

εξετάσουµε το Α΄. Αν αυτό εξακολουθεί να είναι γραµµικά εξαρτηµένο, η προηγούµενη 
διαδικασία αποβολής κάποιου στοιχείου του, µπορεί να επαναληφθεί. Με τον τρόπο αυτό, θα 
καταλήξουµε σε κάποιο υποσύνολο Β του Α, το οποίο θα είναι σύνολο γραµµικά 
ανεξάρτητο, και το οποίο, θα εξακολουθεί να παράγει τον L(Α). Αυτό, είναι και το ελαχίστου 
πλήθους στοιχείων υποσύνολο του Α, που παράγει τον L(Α). 
     ii) Αν το σύνολο },,,{ k21 bbbΒ K=  είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο που 
παράγει τον χώρο L(B), τότε, το σύνολο Β∪{z}, z∈L(B), που έχει k+1 στοιχεία είναι σύνολο 
γραµµικά εξαρτηµένο.  
 
Ορισµός. Βάση ενός διανυσµατικού χώρου V(F) είναι κάθε διατεταγµένο σύνολο Β ⊂ V, το 
οποίο είναι α) γραµµικά ανεξάρτητο, και β) παράγει τον V. 
 
Στο εξής, όλοι οι διανυσµατικοί χώροι που θα χρησιµοποιούµε, θα δέχονται σύνολο µε 
πεπερασµένο πλήθος από στοιχεία, ως βάση. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο 3R . Το σύνολο Β = },,{ 321 eee , όπου 
),,( 3i2i1ii δδδe =  µε ijδ  = 1 για i = j, ijδ  = 0 για i ≠ j, αποτελεί µιά βάση για τον 3R . α) Το 

Β παράγει τον χώρο, µιά και το τυχόν x∈ 3R , ),,( 321 xxxx =  γράφεται, 
                          332211321 exexex100x010x001xx ++=++= ),,(),,(),,( , 
     β) Το Β είναι γραµµικά ανεξάρτητο, µιά και µιά σχέση της µορφής 
             0xxx100x010x001xexexex 321321332211 ==++=++ ),,(),,(),,(),,( , 
ισχύει µόνον ανν 321 xxx == . 
     Η βάση αυτή, καλείται και κανονική βάση του 3R . Τα παραπάνω, µεταφέρονται εύκολα 
στον nR .  
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 10. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο 3R . Το σύνολο  
Β = },,{ 321 bbb  όπου ),,( 3i2i1ii βββb =  µε ijβ  = 1 για i ≤ j, ijβ  = 0 για i > j, αποτελεί µιά 

βάση για τον 3R .  
Πράγµατι είναι, ),,( 321 xxxx =  = ),,(),,)((),,)(( 111x011xx001x2xx 332321 +−+−−  και µιά 
σχέση της µορφής 0bxbxbx 332211 =++ , είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα των τριών 
εξισώσεων 0xxx 321 =++ , 0xx 32 =+ , 0x3 = , το οποίο, έχει την µοναδική λύση 0xi = . 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Αν το σύνολο },,,{ k21 bbbΒ K=  ⊂ V είναι σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο, 

και b∈L(B), τότε οι συντελεστές λ στην έκφραση b = j

k

1j
jbλ∑

=

, είναι µοναδικοί. 

Απόδειξη. Εστω ότι, υπήρχε και κάποια άλλη έκφραση του b, η b = j

k

1j
jbξ∑

=

. Τότε και 

j

k

1j
jbλ∑

=

− j

k

1j
jbξ∑

=

 = 0, οπότε και j

k

1j
jj bξλ∑

=

− )( = 0, και συνεπώς, για κάθε j, jj ξλ = . 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ (Steinitz). Ολες οι βάσεις του V έχουν το αυτό πλήθος στοιχείων.  
Απόδειξη. (Βλέπε και παρατήρηση 5). Εστω ότι, ο V δέχεται τα σύνολα Α και Β ως βάσεις 
µε αντίστοιχο πλήθος στοιχείων κ και λ. Εστω ακόµα ότι, κ ≤ λ. Αν 1b  τυχόν στοιχείο του Β, 
θεωρούµε το σύνολο ΑbΓ 11 ∪= }{ . Το σύνολο αυτό, έχει κ+1 το πλήθος στοιχεία και είναι 
πια ένα γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο, (βλέπε παρατήρηση 5, ii) το οποίο εξακολουθεί να 

παράγει τον χώρο. Εστω ∑
=

=+
κ

1i
11ii 0bξaλ  η σχέση γραµµικής εξάρτησης του 1Γ . ∆εν 

µπορεί όλοι οι συντελεστές λ στη σχέση αυτή να είναι ίσοι µε µηδέν, µιά και τότε, 0bξ 11 = , 
οπότε και 0ξ1 =  ( 1b  ≠ 0). Τούτο όµως θα οδηγούσε σε άτοπο, µιά και το 1Γ  σύνολο 
γραµµικά εξαρτηµένο.  
     Ας υποθέσουµε, λοιπόν ότι, ο 0λ κ ≠ . Μπορούµε, λοιπόν, να αποβάλουµε το κa  από το 
σύνολο 1Γ , (βλέπε παρατήρηση 2, iii)) και έστω Α΄ = 1Γ  \ }{ κa . Το σύνολο αυτό, 
περιλαµβάνει το 1b , έχει κ το πλήθος στοιχεία, είναι γραµµικά ανεξάρτητο, και εξακολουθεί 
να παράγει τον χώρο. Το ότι το Α΄ είναι σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο, έπεται ως εξής: 

Θεωρούµε την σχέση ∑
−

=

=+
1κ

1i
11ii 0bξaλ  (1). Στην σχέση αυτή, αν το 0ξ1 = , τότε και κάθε 

0λ i =  µιά και η ∑
−

=

=
1κ

1i
ii 0aλ  ισχύει µόνον όταν όλοι οι συντελεστές λ είναι µηδέν, αφού το 
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},,,{ 1κ21 aaa −K  είναι υποσύνολο γραµµικά ανεξάρτητου συνόλου. Αν τώρα 0ξ1 ≠ και το 
Α΄ είναι σύνολο γραµµικά εξαρτηµένο, µπορούµε από το σύνολο Α΄  να αποβάλουµε το 
στοιχείο 1b , (βλέπε παρατήρηση 2, iii)) και το σύνολο που αποµένει, να εξακολουθεί να 
παράγει τον χώρο. Τούτο όµως είναι άτοπο, µιά και στοιχείο του χώρου είναι και το κa , το 
οποίο δεν παράγεται από τα ia , i = 1, . . ., κ−1. Αρα και το Α΄ γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο.  
     Την ίδια διαδικασία, την επαναλαµβάνουµε θέτοντας στην θέση του Α το Α΄. Το σύνολο 
Α΄΄ που θα λάβουµε, θα έχει κ το πλήθος στοιχεία, θα είναι γραµµικά ανεξάρτητο, και θα 
παράγει τον χώρο. Ακόµα, θα περιλαµβάνει δύο στοιχεία από το σύνολο Β.  
     Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται, µέχρις ότου κ στοιχεία του Β, εµφανιστούν στο 

)(κA . Θα έχουµε τότε, ένα σύνολο από στοιχεία b, κ το πλήθος, τα οποία είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητα, και παράγουν τον χώρο. Συνεπώς, και τα κ−λ αποµένοντα στοιχεία του Β. 
Τούτο όµως είναι άτοπο, µιά και κανένα στοιχείο του Β δεν γράφεται ως γραµµικός 
συνδυασµός στοιχείων του Β. Αναγκαστικά, λοιπόν, κ = λ. 
 
Ορισµός. Γραµµική διάσταση, ή απλά διάσταση (dimension) του V, καλείται το πλήθος των 
στοιχείων µιάς βάσεως του V. Συµβολικά γράφουµε, dimV. 
 
Ασκηση. Για ποιές τιµές του λ, το σύνολο {(1,2,λ), (0,1,λ−1), (3,4,3)} είναι γραµµικά 
εξαρτηµένο ; 
 
4. Εφαρµογή. Ο χώρος της Αναλυτικής Γεωµετρίας. Εστω ο Ε = nR  του παρ.1 Ιδιαίτερα, 
θα ασχοληθούµε µε τις περιπτώσεις όπου n = 2, 3. 
 
Ορολογία. Συγγραµµικά = πάνω στην ίδια ευθεία. ΑΒ = ευθύγραµµο τµήµα µε αρχή το 
σηµείο ),,,( n21 αααA K=  και πέρας το ),,,( n21 βββB K= .    
 
       Σχηµατίζουµε το Ε×Ε, και στη συνέχεια, θεωρούµε την απεικόνιση του Ε×Ε επί του Ε, 
που ορίζεται από την σχέση, στο (Α,Β)∈Ε×Ε αντιστοιχεί το Β−Α∈Ε. Θα καλούµε το σηµείο 
Β−Α (γεωµετρικό) διάνυσµα µε αρχή το Α και πέρας το Β, και θα το συµβολίζουµε µε  ΑΒ  
ή απλά 

r
c , όταν τα άκρα του διανύσµατος είναι γνωστά. Τα σηµεία R του Ε, επειδή είναι,  

R = R−Ο, ταυτίζονται µε τα διανύσµατα r
r

 = OR , τα οποία και καλούνται ακτινικά 
διανύσµατα, ή διανύσµατα θέσεως [radial vectors].  
Παρατηρούµε ότι, στο διάνυσµα ΑΒ  απεικονίζεται και κάθε άλλο ζεύγος της µορφής  
(Α+Κ, Β+Κ). Οταν θεωρούµε λοιπόν το ΑΒ , µαζί µ� αυτό πρέπει να θεωρούµε και όλα τα 
διανύσµατα της µορφής XY , όπου Χ = Α+Κ και Υ = Β+Κ. Τούτο επιτυγχάνεται, αν 
ορίσουµε την εξής σχέση ισοδυναµίας επί του Ε: XYAB ≈ .  Οι τάξεις ισοδυναµίας που 
λαµβάνουµε κατ� αυτόν τον τρόπο, καλούνται (ελεύθερα) διανύσµατα. Υποθέτουµε, τώρα, 
γνωστή την Ευκλείδειο Γεωµετρία. Λαβαίνουµε τυχόν σηµείο του Ευκλείδειου χώρου, και 
αντιστοιχούµε σ� αυτό, το σηµείο Ο του χώρου Ε (περίπτωση, n = 3). Θεωρούµε ακόµα, 
τρεις µη συνεπίπεδες ευθείες 1L , 2L , και 3L , που διέρχονται από το σηµείο Ο. Πάνω σ� 
αυτές, αντιστοιχίζουµε αντιστοίχως, τα σηµεία των υπόχωρων Οx, Oy και Oz (βλέπε παρ. 7), 
έτσι ώστε, το (0,0,0) να συµπίπτει µε την αρχή Ο του χώρου. Τα διανύσµατα  1e

r
= (1,0,0), 

2e
r

= (0,1,0) και 3e
r

=(0,0,1), όπως είδαµε (βλέπε παρ. 8, σελ 8) αποτελούν την κανονική βάση 
του χώρου µας.  
Κάθε σηµείο ),,( 321 xxxX =  του χώρου µας, έχει την έκφραση =),,( 321 xxx x 1e

r
+y 2e

r
+z 3e

r
. 

Θεωρούµε, τώρα, τα δύο σηµεία Α, Β του χώρου µας Ε, και µαζί µ� αυτά, το σύνολο των 
σηµείων ),,( 321 xxxX =  του Ε, που πληρούν τις αναλογίες:  
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11

11

αβ
αx

−
−  = 

22

22

αβ
αx

−
−  = 

33

33

αβ
αx

−
−  

Τα σηµεία αυτά, λόγω του θεωρήµατος του 
Θαλή, βρίσκονται πάνω στην ευθεία L, 
που ορίζουν τα σηµεία Α, Β. Αν την τιµή 
των λόγων αυτών την καλέσουµε t, οι πα-
ραπάνω αναλογίες, είναι ισοδύναµες προς 
το σύστηµα:   
           tαβαx iiii )( −+= , i = 1, 2, 3.  
Το σύστηµα αυτό γράφεται και στη µορφή 
r
r

 = a
r
+ t( AB ). Η παράµετρος t, διατάσει 

φυσιολογικά τα σηµεία της ευθείας L.  
Για t = 0 λαβαίνουµε το σηµείο Α, αρχή 
του AB , και για t = 1, το σηµείο Β, πέρας 
του AB . Η σχέση αυτή, προσδιορίζει µία 

ευθεία που διέρχεται από το Α και είναι παράλληλη στο ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ. 
 
    Ας δούµε, τώρα, πότε δύο ευθύγραµµα τµήµατα είναι συγγραµµικά. Εστω λοιπόν, τα 
ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και ΧΥ, συγγραµµικά. Τότε, τα σηµεία Α, Β και Χ, Υ είναι πάνω 
στην ίδια ευθεία. Είναι τότε, b

r
 = )( xytx 1

vrr
−+   και  a

r
 = )( xytx 2

vrr
−+ .  

Αρα και   AB  = b
r
− a
r

 = λ( y
r
− x
r ) = λ( XY ) λ ≠ 0. Λέµε ότι, τα XY  και  AB  είναι ανάλογα. 

Αντίστροφα, αν  AB   = λ( XY ),  τότε τα Α, Β, Χ, Υ είναι συγγραµµικά, µιά και τότε έχουµε 
την b

r
 = a

r
+ λ( XY ). Η σχέση αυτή, προσδιορίζει µία ευθεία, που διέρχεται από το σηµείο Α 

και είναι παράλληλη στο ευθύγραµµο τµήµα ΧΥ. 
     ∆είξαµε λοιπόν ότι, δύο µη µηδενικά διανύσµατα q,p

rr
 αντιστοιχούν σε συγγραµµικά 

ευθύγραµµα τµήµατα, ανν αυτά είναι ανάλογα )qp(
rr
λ= . Αν 0>λ , τα τµήµατα έχουν την 

ίδια φορά. Αν 0<λ , τα τµήµατα έχουν την αντίθετο φορά.  
     Σε κάθε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, αντιστοιχεί το AB  κατά ένα και µόνο τρόπο. 
Αντίστροφα, όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα, τα οποία µέσω µιάς παραλλήλου µεταφοράς που 
διατηρεί την φορά τους, συµπίπτουν, αντιστοιχούν στο ίδιο ελεύθερο διάνυσµα. 
     Θα εξετάσουµε, τώρα, την περίπτωση τριών ευθυγράµµων τµηµάτων, που δεν είναι 
συγγραµµικά. Υποθέτουµε ότι, σ� αυτά, αντιστοιχούν τα ελεύθερα διανύσµατα x

r , y
r , και z

r . 
Λαβαίνουµε δύο εξ� αυτών, έστω τα x

r  και y
r , και σε αυτά αντιστοιχούµε ευθύγραµµα 

τµήµατα, µε κοινή αρχή το σηµείο Α. Τα ΑΒ και ΑΓ. Αυτά, ορίζουν ένα επίπεδο µέσα στον 
χώρο Ε. Το ευθύγραµµο τµήµα, που αντιστοιχεί στο z

r , µε µιά παράλληλη µεταφορά, 
λαβαίνετε πάνω στο επίπεδο αυτό, έτσι ώστε, η αρχή του, να συµπίπτει µε το τέλος του ΑΒ. 
Ας το καλέσουµε Β∆. Εστω τώρα ότι, τα ευθύγραµµα αυτά τµήµατα δεν είναι ανά δύο 
παράλληλα. Τότε, η ευθεία Β∆ και η ευθεία ΑΓ τέµνονται, έστω στο σηµείο Ρ. Είναι τότε, 
BP  = κ( ∆B ) = κ z

r  και PΑ = λ(ΑΓ ) = λ y
r . Εχουµε όµως ότι, AB+BP  = PΑ . Αρα και 

x
r
+κ z

r  = λ y
r , ή x

r  = λ y
r
−κ z

r . Η σχέση αυτή δείχνει ότι, το { x
r , y

r , z
r } είναι γραµµικά 

εξαρτηµένο. Φανερά, ισχύει και το αντίστροφο. 
 Αν τώρα, κάποιο απ� αυτά είναι παράλληλο προς κάποιο άλλο, µε µία µεταφορά τα 
παράλληλα τµήµατα καθίστανται συγγραµµικά, και τα αντιστοιχούντα σ� αυτά διανύσµατα, 
ανάλογα. Η προηγούµενη σχέση γραµµικής εξάρτησης ισχύει λοιπόν, αν επιτρέψουµε να 
έχουµε κάποιον συντελεστή ίσο µε µηδέν. 
     Συνεπώς, τρία διανύσµατα είναι συνεπίπεδα, ανν είναι γραµµικά εξαρτηµένα. 
 

O
x

y

B
X

A

z

22 αx −

22 αβ −
β −

 α
 1    

    
1

x -
 α

  2
    

   2
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 11. Επί της ευθείας L να βρεθεί ένα σηµείο Χ, που να χωρίζει το 

ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ σε λόγο 
n
1 .  

     Θέλουµε να λάβουµε το σηµείο Χ έτσι ώστε, όταν το τµήµα ΑΧ ληφθεί ως µονάδα 
σύγκρισης, το τµήµα ΑΒ να είναι n φορές αυτή. Θέλουµε λοιπόν να έχουµε ότι,  
AB = n(ΑΧ ). Η σχέση αυτή είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα, )( iiii αxnαβ −=− , i = 1,2,3.  

Αρα και µε το 
n

αn1βx ii
i

)( −−
=  i = 1,2,3, που γράφεται ισοδύναµα και r

r
 = 

n
a1nb
rr

)( −+ . 

Στην περίπτωση, που το Χ θέλουµε να είναι µέσον του ΑΒ, n = 2, και r
r

 = 
2

ab
rr

+ . 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 12. Να δείξετε ότι τα σηµεία Ρ(1,−1,4) και S(5,3,0) είναι συγγραµµικά µε τα 
σηµεία Χ(2,0,3) και Υ(−2,−4,7). 
     Θέλουµε να δείξουµε ότι, τα ευθύγραµµα τµήµατα PS = (5−1, 3+1, 0−4) = (4,4,−4) και  
XY  = (−2−2, −4−0, 7−3) = (−4, −4, 4) βρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία. Τούτο πράγµατι 
είναι αληθές, µιά και  XY  = (−1) PS . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 13. Θα δείξουµε ότι, παντός τριγώνου, οι διάµεσοι διέρχονται δια του αυτού 
σηµείου Μ.     Εστω λοιπόν, Α, Β, Γ οι κορυφές του τριγώνου, και Ο ένα  

σηµείο του χώρου, που δεν κείται στο επίπεδο 
του τριγώνου. Τα διανύσµατα θέσεως αυτών, 
είναι αντίστοιχα, τα a

r
, b
r

 και c
r

. Φανερά, το 
}c,b,a{
rrr

 είναι σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο. 
Είναι  

bc
rr

−  = ΒΓ , ab
rr

−  = ΑΒ , ca
rr

−  = ΓΑ . Τότε, 
αν P, S, R τα µέσα αντιστοίχως των πλευρών 
ΒΓ, ΑB και ΑΓ, έχουµε ότι, (βλέπε παρ. 10),  

             
2

cbp
rr

r +
= ,  

2
bas
rr

r +
= ,  

2
acr
rr

r +
=   

Θεωρούµε, τώρα, και το σηµείο Μ, τοµή των διαµέσων ΓS και BR.  
Είναι τότε, ΒΜ  = κ( RΒ ), ΓΜ = λ( SΓ ). Εξ� άλλου, ΒΜ + ΓM  = ΒΓ   ή  ΒΜ  − ΓΜ  = ΒΓ   
ή  και RΒ  − λ( SΓ ) = ΒΓ . Αρα και  bccqλbrκ

rrrrvr
−=−−− )()( . Είναι λοιπόν και 

         κ
2

ca
rr

+
−κ b

r
−λ

2
ab
rr

+
+λ c

r
 = bc

vr
−       ή          (κ−λ)

2
a
r

+(1−κ−
2
λ ) b

r
+(

2
κ
+λ−1) c

r
 = 0.  

Το }c,b,a{
rrr

 όµως, είναι σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο. Αρα,  κ−λ = 0,  1−κ−
2
λ  = 0,  και   

2
κ
+λ−1 = 0. Είναι λοιπόν, κ = λ = 

3
2 . ∆ηλαδή, ΓΜ  = )( SΓ

3
2 .  Αρα και  

3
b2cacm
rrr

rr −+
=−   

ή  
3

bcam
rrr

r ++
= . Βλέπουµε λοιπόν, ότι το σηµείο M προσδιορίζεται από τις κορυφές του 

τριγώνου, και. είναι  ανεξάρτητο από την εκλογή των συγγεκριµένων διαµέσων. Αρα όλες οι 
διάµεσοι του τριγώνου, το περιέχουν. 
 
Ασκήσεις. 1) Τα σηµεία (1,1,−1), (2,1,1), (3,−1,2), (0,3,−2) είναι ή δεν είναι συνεπίπεδα; 
2) Ποία είναι η διανυσµατική εξίσωση του επιπέδου, που ορίζεται από τα σηµεία (0,1,−1), 
(1,−1,1) και (3,−2,4).   3) Ποία είναι η διανυσµατική εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται 
από τα σηµεία (1,−1,2), (3,1,1) και είναι παράλληλο προς την ευθεία που ορίζουν τα σηµεία  

O

A

B

Γ

P

S

R

a
r

b
r

M

c
r
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(−1,2,3) και (4,−1,1). 
 
5. Πράξεις µε τους υπόχωρους. Θεωρούµε έναν γραµµικό χώρο V(F) και δύο υποχώρους 
του U και W. Είδαµε (σελ. 7) ότι, η τοµή τους είναι και αυτή υπόχωρος του V. Στο 
παρακάτω παράδειγµα, θα δούµε τον τρόπο µε τον οποίο ο υπόχωρος αυτός προσδιορίζεται. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 15. Εστω U = L{(1,−1,0), (1,0,2)} και W = L{(0,1,0), (0,1,2)}. Εστω x ένα 
στοιχείο της τοµής U∩W αυτών. Είναι τότε, x = κ(1,−1,0)+λ(1,0,2) µιά και x∈U και  
x = µ(0,1,0)+ν(0,1,2) µιά και x∈W. Αρα, κ(1,−1,0)+λ(1,0,2) = µ(0,1,0)+ν(0,1,2).  
Εχουµε λοιπόν ότι, (κ+λ, −κ−µ−ν, 2λ−2ν) = (0,0,0), και συνεπώς οδηγούµεθα στο σύστηµα  
κ+λ = 0,   −κ−µ−ν = 0,   λ−ν = 0. Από τις ισότητες αυτές λαβαίνουµε τις λ = ν, κ = −ν, µ = 0.  
Αρα x = −ν(1,−1,0)+ν(1,0,2) = ν(0,1,2), και συνεπώς, U ∩W = L{(0,1,2)}. 
Οπως είδαµε, σελ. 8, η ένωση δύο υπόχωρων, δεν είναι πάντα υπόχωρος. 
Εισάγουµε λοιπόν, την έννοια του αθροίσµατος δύο υποχώρων. 
 
Ορισµός. Το σύνολο όλων των δυνατών αθροισµάτων κάθε x∈U µε κάθε y∈W καλείται 
άθροισµα U+W των υποχώρων U και W. 
     Είναι λοιπόν, z∈U+W, ανν z = x+y, όπου x∈U και y∈W. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Το U+W είναι υπόχωρος του V. 
Απόδειξη. Ενα τυχόν διάνυσµα z∈U+W έχει την µορφή z = x+y, όπου x∈U και y∈W. Αν 
λοιπόν 1z  και 2z  δύο στοιχεία του U+W, τότε και 111 yxz += , 222 yxz += , οπότε και  

yxyyxxzz 212121 +=+++=+ )()( , στοιχείο του U+W. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 8. α) Φανερά, αν U = ),,,( κ21 uuuL K  και W = ),,,( λ21 wwwL K ,  
                  U+W = ),,,,,,,( λ21κ21 wwwuuuL KK  = L{U∪W} 
     Αρα και,     L{U∪W} = L(U)+L(W) 
β) Αν ο U∪W υπόχωρος, τότε είτε U ⊆ W είτε U ⊇ W. Πράγµατι, έστω z∈U∪W.  
Επειδή ο U∪W υπόχωρος, U∪W = L{U∪W} = L(U)+L(W).  
     Αρα και  z = u+w. Οµως είτε z∈U (είτε U∩W) οπότε και w = z−u δηλαδή w∈U, είτε 
z∈W (είτε U∩W) οπότε και u = z−w δηλαδή u∈W. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 16 i) Να βρεθεί το άθροισµα των χώρων U και W του προηγουµένου 
παραδείγµατος.  
     Φανερά, U+W = L{(1,−1,0), (1,0,2), (0,1,0), (0,1,2)}. Αποµένει να βρούµε µιά βάση για 
τον χώρο. ∆οκιµάζουµε να δούµε, αν το (0,1,2) είναι γραµµική εξάρτηση των προηγουµένων 
του. Προς τούτο, θεωρούµε την (0,1,2) = κ(1,−1,0)+λ(1,0,2)+µ(0,1,0) ή την  
(0,1,2) = (κ+λ, −κ+µ, 2λ) οπότε και κ+λ = 0,  −κ+µ = 1,  λ = 2. Αρα και λ = 2, κ = −2, µ = −1, 
και το (0,1,2) εξαρτάται γραµµικά από τα προηγούµενά του.  
Είναι λοιπόν και U+W = L{(1,−1,0), (1,0,2), (0,1,0)}. Θα δούµε τώρα, αν το σύνολο αυτό 
είναι ή όχι γραµµικά εξαρτηµένο. Εστω πάλι, (0,1,0) = κ(1,-1,0)+λ(1,0,2) = (κ+λ,−κ, 2λ) απ� 
όπου, κ+λ = 0,  −κ = 1,  λ = 0. Οι ισότητες αυτές όµως είναι αδύνατες. Αρα το προηγούµενο 
σύνολο είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Συνεπώς, αποτελεί βάση γιά τον χώρο U+W. 
     ii) Αν a = (1,1,0) και b = (2,1,1)∈ 3R , ποία συνθήκη πρέπει να πληρούν τα (ξ1,ξ2,ξ3) γιά 
να είναι (ξ1,ξ2,ξ3)∈<{a,b}>; 
    α) Αν (ξ1,ξ2,ξ3)∈<{a,b}> τότε και  (ξ1,ξ2,ξ3) = λa+µb = λ(1,1,0)+µ(2,1,1) = (λ+2µ, λ+µ, µ) 
οπότε από τις ισότητες ξ1 = λ+2µ, ξ2 = λ+µ, ξ3 = µ λαβαίνουµε την σχέση ξ1 = ξ2+ξ3 που είναι 
και η συνθήκη που ζητάµε. 
    β) Αντίστροφα, αν ξ1 = ξ2+ξ3. Τότε είναι και (ξ2+ξ3, ξ2, ξ3) = ξ2(1,1,0)+ξ3(1,0,1). Πα-
ρατηρούµε ότι (1,0,1) = (2,1,1)−(1,1,0)∈<{a,b}>. 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 3. Ισχύει ότι: dim(U+W) = dimU+dimW − dim(U∩W). 
Απόδειξη. Εστω dimU = λ, και },,,{ λ21 uuu K  βάση του U,  
dimW = µ, και },,,{ µ21 www K µία βάση του W. Εστω dim(U∩W) = κ. Ξεκινάµε, από 
µιά βάση },,,{ k21 bbbB K=  της τοµής U∩W. Αν το 1u ∈U και 1u ∉L(B), θεωρούµε το 
σύνολο 1u  ∪ Β. Αν L( 1u  ∪ Β) ≠ U, θεωρούµε το 2u ∈U έτσι ώστε 2u ∉L( 1u ∪ 2u ∪ Β). Με 
τον τρόπο αυτό, κατασκευάζουµε το σύνολο Βuuu ΄λ21 ∪},,,{ K , λ΄ = λ−κ, το οποίο είναι 
βάση του U. Οµοια κατασκευάζουµε το },,,{ ΄µ21 wwwΒ K∪ , µ΄ = µ−κ, το οποίο είναι µιά 
βάση γιά τον W. Αρκεί να δείξουµε ότι το       
                                    Βuuu ΄λ21 ∪},,,{ K },,,{ 11΄µ΄µ www K−∪        (1) 
είναι βάση του U+W. Πράγµατι, το x∈U+W γράφεται x = u+w. Είναι τώρα, 

                       u = ∑
=

΄λ

1i
iiuη +∑

=

κ

1j
jjbξ   και  w = ∑

=

΄µ

1i΄
i΄i΄w΄η + ∑

=

κ

1j΄
j΄j΄bξ  

και συνεπώς, το x παράγεται από τα στοιχεία του συνόλου (1). Θα πρέπει ακόµα να δείξουµε 
ότι, τα στοιχεία του (1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Προς τούτο, θεωρούµε µιά σχέση της 

µορφής  ∑
−

=

κλ

1i
iiuη +∑

=

κ

1j
jjbξ +∑

−

=

κµ

1i΄
i΄i΄w΄η  = 0. Παρατηρούµε τώρα τα εξής: 

α) Κανένας γραµµικός συνδυασµός των u δεν είναι γραµµική έκφραση των υπολοίπων 

στοιχείων, (δεν µπορούµε δηλαδή να έχουµε ∑
=

ρ

1k
kkuµ = ∑

=

κ

1j
jjbξ +∑

−

=

κµ

1i΄
i΄i΄w΄η , ρ ≤ λ−κ) γιατί 

σε αντίθετη περίπτωση, αυτός, θα ανήκε στην τοµή των U και W, πράγµα που αποκλείεται. 
β) Γιά τον ίδιο λόγο, κανένας γραµµικός συνδυασµός των w δεν είναι γραµµική έκφραση 
των υπολοίπων στοιχείων. γ) Τέλος, κανένας γραµµικός συνδυασµός των b δεν είναι 
γραµµική έκφραση των υπολοίπων στοιχείων, µιά και τα στοιχεία αυτά, δεν µπορούν να 
εκφράσουν κανένα από τα στοιχεία της βάσεως της τοµής U∩W. Το σύνολο συνεπώς (1) 
αποτελεί βάση του U+W, και η βάση αυτή, έχει λ΄+κ+µ΄= λ+µ−κ το πλήθος στοιχεία. 
 
Ορισµός. Ευθύ καλείται το άθροισµα των U και W, ανν U∩W = {0}.  
     Στην περίπτωση αυτή, γράφουµε U⊕W, και καλούµε τους χώρους U και W συµπληρω-
µατικούς. Επαγωγικά, ορίζεται το ευθύ άθροισµα πεπερασµένου πλήθους υποχώρων. 
      Αν έχουµε n υπόχωρους iW  του V, το άθροισµά τους είναι ευθύ, τότε και µόνον αν, η 
τοµή του τυχόντος υπόχωρου iW  µε το άθροισµα των υπολοίπων, είναι ο {0}. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 17. Ισχύει ότι, Ε = X⊕Y⊕Z (βλέπε και παρ.8, σελ.8). 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 4. Αν κάθε στοιχείο του x∈V = k21 UUU +++ K  έχει την µοναδική έκφραση 
x = k21 uuu +++ K  όπου κκu U∈ , κ = 1, . . . ,k, τότε και µόνον τότε, το παραπάνω 
άθροισµα των υποχώρων είναι µοναδικό. 
Απόδειξη. α) Εστω ότι V = k21 UUU +++ K και ότι η έκφραση του τυχόντος στοιχείου x 
του V, x = k21 uuu +++ K µε κκu U∈ , κ  = 1,�,k, είναι µοναδική. Θα δείξουµε ότι,  
V = k21 UUU ⊕⊕⊕ K . Αρκεί να δείξουµε ότι, η τοµή κάποιου απ� αυτούς, έστω του 1U  
µε το άθροισµα των υπολοίπων, είναι ο υπόχωρος {0}. Εστω λοιπόν, ότι η τοµή αυτή, περιέ-
χει και ένα στοιχείο x ≠ 0. Τότε, x∈ 1U  και x∈ k2 UU ++ K .  
Αρα x = 1u  και x = k2 uu ++ K . Το x δεν έχει λοιπόν µοναδική έκφραση, αντίθετα µε την 
υπόθεσή µας.  
                 β) Εστω ότι, V = k21 UUU ⊕⊕⊕ K . Θα δείξουµε ότι, η έκφραση  
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x = k21 uuu +++ K  είναι µοναδική. Πράγµατι, αν είχαµε και x = k21 u΄u΄u΄ +++ K  
τότε θα είχαµε και ότι, )()()( kk2211 u΄uu΄uu΄u −++−+− K  = 0. Αρα, το 

)()()( kk2211 u΄uu΄uu΄u −++−+− K  είναι στοιχείο της τοµής όλων των υποχώρων. 
Αρα, jkk2211 u΄uu΄uu΄u U)()()( ∈−++−+− K  γιά κάθε j = 1,. . .,k. Είναι, λοιπόν,  
γιά j = 1, 1kk2211 u΄uu΄uu΄u U)()()( ∈−++−+− K  και επειδή 111 u΄u U)( ∈−  είναι και 

1kk22 u΄uu΄u U)()( ∈−++− K . Τούτο όµως είναι δυνατόν µόνον αν 
 0u΄uu΄u kk22 =−++− )()( K . Εφαρµόζουµε τον προηγούµενο συλλογισµό γιά το 
προκύπτον άθροισµα, συνεχώς, µέχρις ότου καταλήξουµε στην σχέση 0u΄u kk =− )( .  
Είναι λοιπόν, kk u΄u =  Οµοια  1k1k u΄u −− = , κ.ο.κ., 11 u΄u = , οπότε έχουµε την µοναδικότητα 
της έκφρασης του x, ως x = k21 uuu +++ K . 
         
        ΠΟΡΙΣΜΑ 1). Αν το σύνολο },,,{ k21 bbbB K=  είναι γραµµικά ανεξάρτητο, τότε 

έχουµε ότι, L(B) = )()()( k21 bLbLbL ⊕⊕⊕ K .   2). dimL(B) = ∑
=

κ

1j
jbLdim )( . 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 18. Μέσα στον Ε, dimE = 3 θεωρούµε δύο υπόχωρους µε διάσταση r = 2. Η 
τοµή των δύο αυτών υπόχωρων δεν έχει διάσταση µηδέν, µιά και τότε, το άθροισµά τους θα 
ήταν ευθύ, πράγµα άτοπο, µιά και dimE = 3. Αρα η τοµή αυτή έχει διάσταση είτε 1 είτε 2. 
Στην περίπτωση, που η διάσταση της τοµής είναι 2, οι υπόχωροι ταυτίζονται αναγκαστικά. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 19. Στο παράδειγµα 8, είδαµε ότι, η σχέση x ≈ y ανν y−x∈W όπου ο W υπό-
χωρος του V, είναι σχέση ισοδυναµίας. Θεωρούµε το σύνολο πηλίκο V/W. Το οργανώνουµε 
σε διανυσµατικό χώρο, ορίζοντας το άθροισµα δύο στοιχείων του aC  και bC  µε την σχέση 

baba CCC +=+ , και τον µονόµετρο πολλαπλασιασµό ως εξής: aλa CCλ = . Οι πράξεις αυτές, 
είναι καλά ορισµένες. Πράγµατι, α) γιά το άθροισµα. Θα πρέπει να δείξουµε ότι το άθροισµα 
δύο τάξεων, δεν εξαρτάται από τον λαµβανόµενο αντιπρόσωπό τους. Αν δηλαδή, και a΄, b΄ 
δύο άλλα στοιχεία των τάξεων aC  και bC  αντίστοιχα, b΄a΄ba CC ++ = . Εχου-µε, a΄ ≈ a και b΄ ≈ 
b. Αρα είναι και a΄−a∈W, b΄−b∈W. Επειδή W υπόχωρος, (a΄+b΄)−(a+b)∈W, δηλαδή, 
a΄+b΄∈ baC + . ∆είξαµε έτσι, το ότι baba CCC +⊆+ . Ανάλογα, αποδεικνύεται και η αντίστρο-
φη σχέση. Και o µονόµετρος πολλαπλασιασµός αποδεικνύεται µε τον ίδιο τρόπο, ότι είναι 
καλά ορισµένος.  
     Με τον τρόπο αυτό, το σύνολο V/W οργανώνεται σε γραµµικό χώρο. Το στοιχείο 0 του 
χώρου αυτού, είναι η τάξη 0C , που ταυτίζεται µε τον υπόχωρο W, µιά και z ≈ 0, δηλαδή,  
z−0∈W ανν z∈W. 
     Ας υπολογίσουµε, τώρα, την διάσταση του V/W. Προς τούτο, υποθέτουµε ότι, dimV = n 
και dimW = k. Στη συνέχεια, θεωρούµε την βάση },,,{ k21 bbb K  του W, την οποία και 
επεκτείνουµε σε µία βάση },,,,,,{ n1kk21 bbbbb KK +  του V.  
Φανερά, τα jb  όπου j = 1, . . . ,k είναι όλα ≈ 0, µιά και ανήκουν στον W. Θεωρούµε λοιπόν, 
τις τάξεις iC , i = k+1, . . . ,n. Οι τάξεις αυτές, είναι κατ� αρχήν όλες διαφορετικές. Πράγµατι, 
αν δύο απ� αυτές ταυτίζονταν, θα είχαµε π.χ. λκ bb ≈ , k+1  ≤ κ < λ ≤ n, δηλαδή, 

wbb λκ += , w∈W, πράγµα αδύνατον. Εχουµε λοιπόν n−k τέτοιες τάξεις. Φανερά, 
παράγουν τον χώρο V/W. Θα δείξουµε και ότι αποτελούν σύνολο γραµµικά ανεξάρτητο. 
Τούτο έπεται από το ότι, µιά σχέση της µορφής 0CλCλCλ nn2k2k1k1k =+++ ++++ K  ή 

0bλbλbλ CC
nn2k2k1k1k
=+++ ++++ ...  από την οποία έχουµε  την nn2k2k1k1k bλbλbλ +++ ++++ K ∈W, 

σχέση που ισχύει µόνον ανν όλοι οι συντελεστές λ είναι ίσοι µε µηδέν.  
     ∆είξαµε λοιπόν, ότι dim V/W = dimV − dimW. 



 

 

18 

 
Ασκήσεις. 1) Να προσδιορίσετε µία βάση του 4R , η οποία να περιέχει το (1,−1,1,2). 
                 2) Να προσδιορίσετε µία βάση για τον χώρο L{(1,2,0), (−1,1,0), (1,1,0)} 
                 3) Ελέγξετε αν οι χώροι V = L{(1,−1,2,0), (2,1,1,1), (3,−1,2,−1)} και 
                     W = L{(3,0,3,1), (1,2,−1,1), (4,−1,5,1)} ταυτίζονται. 
                 4) Ελέγξετε αν (6,10,16,4)∈L{(1,2,3,1), (2,−1,1,−3), (1,3,4,2)}. 
                 5) Για ποιές τιµές του k, το σύνολο: {(1,2,k), (0,1,k−1), (3,4,3) είναι  
                     σύνολο γραµµικά εξαρτηµένο ; 
                 6) Για ποιές τιµές του k, τα διανύσµατα (k,1−k,k), (2k,2k−1,k+2),  
                     και (−2k,k,−k), αποτελούν βάση του 3R  ; 
                 7) Να επεκτείνετε το σύνολο των διανυσµάτων  
                          {(1,1,−1,1), (1,0,1,1), (3,−2,5,7)}    σε µία βάση του 4R . 
                 8) ∆ύο υποσύνολα ενός γραµµικού χώρου V καλούνται ισοδύναµα,  
                     ανν παράγουν τον ίδιο υπόχωρο του V. Να δείξετε ότι, η έκφραση 
                     �ισοδύναµο σύνολο διανυσµάτων� ορίζει µιά σχέση ισοδυναµίας 
                     επί του V. 
                 9) Στο παρ. 5, σελ. 7, αναφερθήκαµε στον χώρο nP  των πολυωνύµων 
                     µέχρι και n βαθµού. Μία βάση γιά τον χώρο αυτό, αποτελούν 
                     τα πολυώνυµα n10 xxx ,,, K  µιά και το τυχόν p(x)∈ nP  έχει την γνω- 
                     στή έκφραση n

n
1

10 xαxαα +++ K . Εξ� άλλου είναι p(x) = 0 ∀x∈R   
                     ανν iα = 0, i = 1, 2, . . . ,n. Είναι λοιπόν, dim nP  = n+1. Να δείξετε ότι  

                     το σύνολο Η = {p(x)∈ nP  | ∫ =
1

0

0dxxp )( } ⊂ 1nP +  είναι υπόχωρος. 

                10) Εστω ),,( 321 xxxX = ∈ 3R . Ποιό από τα παρακάτω σύνολα είναι 
                      υπόχωρος του 3R ; α) Το σύνολο των X∈ 3R  για τα οποία είναι 
                      x1 = x2 = x3.  β) Το σύνολο των X∈ 3R  για τα οποία είναι x1 = 0. 
                   γ) Το σύνολο των X∈ 3R  για τα οποία είναι x1 = x2−x3. δ) Το σύνολο 
                      των X∈ 3R  για τα οποία είναι x1 = 1. 
                 11) Εστω ότι, V = S⊕T. Θεωρούµε τον χώρο πηλίκο V/S. Να δεί- 
                      ξετε ότι, xC = S +T, όπου x = s+t, s∈S, t∈T. 
                 12) Αν V = 21 VV ⊕  και  W = 21 WW ⊕ , τότε είναι και 
                              V×W = 2211 WVWV ×⊕× . 
                 13) Να δείξετε ότι αν W = 21 WW ⊕  και 1W  ⊆ W ⊆ V, τότε και  
                       W = (W ∩ 1W ) ⊕ (W ∩ 2W ). 
                 14) Εστω V = 3R  και 1W  = {(ξ,0,0) | ξ∈R }, 2W  = {(0,ξ,0) | ξ∈R },  
                      3W  = {(ξ,ξ,η) | ξ, η∈R }. Να δείξετε ότι τα σύνολα 1W , 2W , 3W   

                      είναι υπόχωροι του V, ότι  
                   α) 1W  ∩ 2W  = 1W  ∩ 3W  = 2W  ∩ 3W  = {0}    β)   V = 1W + 2W + 3W  
                   γ)   Το προηγούµενο άθροισµα δεν είναι ευθύ.  


