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ΟΜΑ∆ΕΣ 

 

Σηµείωση. Χρήσιµο είναι ο αναγνώστης να έχει υπόψη του τα παρατιθέµενα στην 

ενότητα “Σύνολα”, §7. 

Βασικό παράδειγµα οµάδας µε πεπερασµένο πλήθος στοιχεία, αποτελεί το σύνολο pS  

των µεταθέσεων n στοιχείων. Ο ορισµός και οι ιδιότητες του συνόλου αυτού, έχουν 

ως εξής: 

 

1. Μία µετάθεση  (permutation) (ή  ισοδύναµα, µετασχηµατισµός (transformation)) 

είναι µία απεικόνιση  ένα-ένα και επί Np : → Ν, Ν τυχόν πεπερασµένο σύνολο. 

Μία διάταξη, είναι η εικόνα µιάς µεταθέσεως. Θεωρούµε το σύνολο pS  των 

µεταθέσεων επί του Ν. Ορίζουµε το γινόµενο δύο διατάξεων από την παρακάτω 

σχέση. ppp,Sp,p 12p21 =∈∀ , όπου p η µετάθεση επί του Ν, που ορίζεται από την 

σχέση, ∀x∈Ν, p(x) = ))x(p(p 21 . Η πράξη “γινόµενο” που ορίσαµε, συµπίπτει, 

βέβαια, µε την σύνθεση των απεικονίσεων 1p  και 2p . Η δοµή ( )⋅,Sp  αποτελεί 

χαρακτηριστικό παράδειγµα  δοµής που καλείται Οµάδα. 

Ουδέτερο στοιχείο της οµάδας αυτής, είναι η ταυτοτική µετάθεση pi Sp ∈ , για την 

οποία ισχύει ότι ∀x∈Ν, x)x(p i = .  

Αν το σύνολο Ν έχει n το πλήθος στοιχεία n21 x,x,x L , όταν αυτό χρησιµοποιείται 

ως πεδίον ορισµού της p, το θέτουµε πάντα στην µορφή Ν = {1, 2, . . . , n}. Το σύνολο 

τιµών είναι τότε, το σύνολο p(Ν) = {p(1), p(2),  . . . , p(n)} όπου το p(i) = j, µε i, j∈Ν. 

Για να δηλώσουµε την µετάθεση p, χρησιµοποιούµε και τον συµβολισµό 
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Το σύνολο p(Ν) είναι µία διάταξη του Ν. Φανερά, το σύνολο των διατάξεων, 

βρίσκεται σε αντιστοιχία ένα-ένα και επί, µε το σύνολο των µεταθέσεων. Το σύνολο 

συνεπώς pS  έχει τόσα στοιχεία, όσες είναι οι διατάξεις των n αντικειµένων 1, 2, . . . , 

n. Το πλήθος αυτό, βρίσκεται ως εξής: Μία διάταξη προκύπτει, αν θεωρήσουµε ότι 

έχουµε n θέσεις, οι οποίες γεµίζονται µία προς µία από τα στοιχεία 1, 2, κλπ, ένα 

στοιχείο σε κάθε θέση. Η πρώτη θέση πληρούται κατά n διαφορετικούς τρόπους, η 

δεύτερη κατά n−1, κοκ, η n-στη κατά ένα τρόπο. Το πλήθος, λοιπόν, των 

διαφορετικών τρόπων µε τους οποίους γεµίζουν οι n θέσεις είναι n(n−1) … 1 και 

συµβολίζεται µε n!. 

Κάνοντας χρήση του παραπάνω συµβολισµού για την µετάθεση p, µπορούµε πολύ 

εύκολα να βρούµε το γινόµενο δύο µεταθέσεων. για παράδειγµα, αν έχουµε να 

βρούµε το p1p2, όπου 
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Στην γραφή αυτή 
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Μία µετάθεση της µορφής 
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κυκλική µετάθεση την συµβολίζουν ( )n1 K . Μία κυκλική µετάθεση, που ορίζεται 

σε ένα σύνολο δύο αντικειµένων, καλείται αντιµετάθεσις (transposition). 
     Με (k) συµβολίζουµε την απεικόνιση του k στον εαυτό του. Παράγοντες αυτής της 

µορφής, παραλείπονται. 

 

Παράδειγµα. ( )( )=453254321  
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Στις προτάσεις που ακολουθούν, αντί γενικής αποδείξεως, θα δίδουµε ένα 

παράδειγµα, µέσα από το οποίο θα γίνεται φανερός ο γενικός αλγόριθµος, που 

αποδεικνύει την πρόταση. 

 

Πρόταση 1. Μία µετάθεση παρίσταται ως γινόµενο ανεξαρτήτων κυκλικών 

µεταθέσεων. (Ανεξαρτήτων σηµαίνει ότι δεν έχουν κοινά στοιχεία). 

 

Παράδειγµα. Είναι,  
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Πρόταση 2. ∆ύο αντιµεταθέσεις, που δεν έχουν κοινό στοιχείο αντιµετατίθενται. 

 

Παράδειγµα. Είναι ( )( ) ( )( )21434321 = , µιά και 
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Πρόταση 3. Κάθε κυκλική µετάθεση, παρίσταται ως γινόµενο ενός ελαχίστου 

αριθµού n−1 αντιµεταθέσεων. 
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Παράδειγµα. Είναι,      ( ) ( )( )( )1223344321 = . 

                     Επίσης,     ( ) ( )( )( )4131214321 =  . Βλέπουµε ότι, η 

παράσταση µιάς µεταθέσεως ως γινόµενο αντιµεταθέσεων, δεν είναι µοναδική. Το 

πλήθος όµως των παραγόντων στους οποίους αυτή αναλύεται, είναι το ολιγότερο n−1. 
Πράγµατι, το πλήθος αυτό µπορεί να αυξηθεί, αν πολλαπλασιάσουµε το γινόµενο των 

n−1 παραγόντων από το ζεύγος των κυκλικών µεταθέσεων ( )( )µνµν . 

 

Πορίσµατα. 1) Κάθε µετάθεση παρίσταται ως γινόµενο k−r αντιµεταθέσεων, κατ’ 
ελάχιστον, όπου r είναι το πλήθος των ταυτοτικών κύκλων που περιέχει, και k το 

πλήθος των στοιχείων που µεταβάλλει. Π.χ. στην µετάθεση της προτάσεως 1, έχουµε, 

n = 8, r = 2 και k = 6. 

Είναι πράγµατι,  ( )( ) ( )( )( )( )43615121436521 = , 4 αντιµεταθέσεις 

σύµφωνα µε τον κανόνα k−r = 6−2.  
                      2)  Μία µετάθεσις αναλύεται σε γινόµενο είτε αρτίου είτε περιττού 

πλήθους αντιµεταθέσεων. 

                      3)  Το πλήθος των αντιµεταθέσεων εις το οποίον αναλύεται µία 

µετάθεσις κατά την παραγοντοποίησή της, είναι k−r+2s, όπου s τυχόν φυσικός. 
Ακριβώς το ίδιο πλήθος παραγόντων έχει και η αντίστροφος αυτής µετάθεσις. 

 

Ορισµός. Αρτία καλείται εκείνη η µετάθεσις (ή διάταξις), η οποία αναλύεται σε 
γινόµενο αρτίου πλήθους παραγόντων. Περιττή, εκείνη η οποία αναλύεται σε 
γινόµενο περιττού πλήθους παραγόντων. Εξ’ ορισµού, η ταυτοτική είναι πάντοτε 

αρτία. 

                      4)  Το σύνολο nS  περιέχει 
2

n!
 άρτιες και 

2

n!
 περιττές µεταθέσεις. 

                      5) Μία κυκλική µετάθεση είναι αρτία ή περιττή ανάλογα µε το αν το 

πλήθος των στοιχείων στα οποία αυτή δρα είναι περιττό ή άρτιο. Είναι π.χ. η 

( ) ( )( )3121321 =  είναι αρτία µετάθεση. Αν µία µετάθεση είναι αρτία, τότε και 

η αντίστροφός της είναι αρτία. Επίσης, η ταυτοτική µετάθεσις, η οποία δεν δρα επί 

ουδενός στοιχείου, είναι αρτία. 

 

Παράδειγµα.  Να βρεθεί το είδος της διατάξεως ( )465312 . 

Λύση. Στη διάταξη αυτή, αντιστοιχεί η µετάθεση 

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γράφουµε ως γινόµενο παραγόντων κυκλικών µεταθέσεων: 

                              ( )( ) ( )( )( )64542165421 = .  

Άρα είναι περιττή µετάθεση. 

 

Το είδος µιάς µεταθέσεως, ευρίσκεται και από το πόσες φορές η µετάθεσή µας 

αλλάζει το πρόσηµο του πολυωνύµου 
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Ετσι, π.χ. για την µετάθεση ( )321 , όταν αυτή δράση πάνω στους δείκτες του 

αρχικού πολυώνυµου ))()(( 213231 xxxxxx −−−  δίδει το  

))()(( 321312 xxxxxx −−− . Το πολυώνυµο που προκύπτει, ισούται µε το αρχικό, µιά 

και αλλάζει δύο φορές πρόσηµο. Συνεπώς η σηµειούµενη µετάθεση, είναι αρτία. 

 

2. Ορισµός οµάδος. Οµάδα G, καλείται µία ηµιοµάδα µε µονάδα µέσα στην οποία, 

για δοσµένα α, β∈G οι εξισώσεις αx = β και yα = β, έχουν µοναδική λύση x, y∈G. 

 

Πορίσµατα. i) α 1β  = α 2β  → 1β  = 2β  και 1β α = 2β α → 1β  = 2β . Τούτο έπεται από 

την µοναδικότητα των λύσεων x, y∈G. ii) Αν στις εξισώσεις βα =x  και βα =y  

λάβουµε e=β , συµπεραίνουµε ότι, κάθε G∈α  έχει αριστερά και δεξιά αντίστροφο 

στοιχείο. 

 

Πρόταση. Η µονάδα µιάς οµάδας είναι µοναδική. 

Απόδειξη. Από τον ορισµό της οµάδας έχουµε ότι, η εξίσωση α αe  = α έχει την 

µοναδική λύση αe . Θα δείξουµε κατ’ αρχήν, ότι το στοιχείο αe  δεν εξαρτάται από το 

συγκεκριµένο α∈G. Προς τούτο, αν β∈G και y το µοναδικό στοιχείο της G για το 

οποίο είναι yα = β, τότε έχουµε και ότι, β αe  = (yα) αe  = y(α αe ) = yα = β. Αν το αe  

είναι, λοιπόν, δεξιά µοναδιαίο στοιχείο για το α∈G, είναι τότε και δεξιά µοναδιαίο 

στοιχείο για το β∈G. (Ίδια ισχύουν και για ένα αριστερά µοναδιαίο στοιχείο). Έστω, 

τώρα, τα µοναδικά 1e  και 2e , για τα οποία ισχύει για όλα τα α∈G ότι, α 1e  = α και 

2e α = α. Λαβαίνουµε ως α το γινόµενο 1e 2e .  

Είναι, τότε, ( 1e 2e ) 1e  = 1e 2e  και 2e ( 1e 2e ) = 1e 2e . Άρα και, ( 1e 2e ) 1e  = 2e ( 1e 2e ). 

 Ή ( 1e 2e ) 2e  = 1e ( 1e 2e ). Ή 2e 2e  = 1e , 1e   ή    1e = 2e . 

 

Πρόταση. Κάθε στοιχείο α∈G έχει ένα και µόνον αντίστροφο στοιχείο 1α − . 

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι, ∀α∈G,∃! 1α − ∈G: α 1α −  = 1α − α = e. Από τον ορισµό της 

οµάδας, γνωρίζουµε ότι υπάρχουν µοναδικά α΄ και α΄΄∈G τέτοια ώστε, αα΄ = e και 

α΄΄α = e. Είναι, όµως, α΄΄αα΄= α΄΄(αα΄) = α΄΄e = α΄΄  και  α΄΄αα΄ = (α΄΄α)α΄ = eα΄ = α΄. 

Άρα α΄ = α΄΄. 

 

Πόρισµα. α) ( ) αα
11 =
−−

.   β) ee 1 =− .   γ) 
1

n
11

n21 αα)ααα(
−−− = LL    δ) Η 

αντιστοιχία 1αα −
a  είναι ένα-ένα και επί. 

 

Παράδειγµα. Θεωρούµε το σύνολο των αυτοµορφισµών ενός συνόλου U. Φανερά, η 

σύνθεση δύο αυτοµορφισµών του U είναι πάντοτε δυνατή. Ορίζεται λοιπόν µέσα στο 

σύνολο αυτό, µία εσωτερική πράξη, ο πολλαπλασιασµός δύο στοιχείων του. Μέσα 

στο σύνολο των αυτοµορφισµών του U, συγκαταλέγεται και η ταυτοτική απεικόνιση 

:U1 U → U, που ορίζεται από την σχέση, ∀x∈U, xx1U =)( . Στην περίπτωση, που ο 

αυτοµορφισµός είναι µετάθεση f,  υπάρχει και η αντίστροφή της 1f − . Το σύνολο 

συνεπώς των µεταθέσεων του U, µε  πράξη την σύνθεση,  αποτελεί οµάδα. 

 

Υποοµάδα Η της G, είναι ένα υποσύνολο της G, τέτοιο ώστε, ΗαβΗβα ∈∈∀ ,,  και 

Ηα,Ηα 1∈∈∀ − . Αντιµεταθετική ή Αβελιανή λέγεται η οµάς G, αν και µόνον αν, οι 

µοναδικές λύσεις x, y∈G είναι και ίσες. Στην περίπτωση αυτή, ∀α, β∈G, ισχύει ότι, 

αβ = βα. 
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Σηµειώσεις επί του συµβολισµού. Στην περίπτωση Αβελιανής οµάδας, σηµειώνουµε 

πάντα την πράξη µε το “+”, το ουδέτερο στοιχείο µε το “0” (µηδέν), και το 
αντίστροφο στοιχείο του α µε το “−α” (αντίθετο). Γράφουµε α−β αντί του (σωστού) 
α+(−β). Αυτό είναι η µοναδική λύση x∈R της εξίσωσης α+x = β. Φανερά, λόγω της 

αντιµεταθετικότητας της προσθέσεως, ισχύει ότι, 2121 ββα)ββ(α −−=+− .  

Αν η οµάς G είναι ισόµορφος (βλέπε ενότητα “Σύνολα” §6-7) της οµάδος H, θα 

γράφουµε HG ≅ . Η σχέση "  "≅  είναι, φανερά, µία σχέση ισοδυναµίας (βλέπε 

ενότητα “Σύνολα” §5). 

 

Θεώρηµα του Cayley. Έστω a τυχόν στοιχείο της οµάδας G. Ορίζουµε την 

GG:a →φ  από την σχέση Gax)x( ,Gx a ∈=∈∀ φ . Η aφ  είναι ένα – ένα και επί  

Απόδειξη. 1) Η aφ  είναι ένα – ένα. Πράγµατι, αν  για 21 xx ≠ , )x()x( 2a1a φφ = , 

τότε και 21 axax = , άτοπο. 2) g)x(:Gx ,Gg a =∈∃∈∀ φ . Αρκεί να λάβουµε 

gax 1−= . Στην πραγµατικότητα η aφ  αποτελεί µία µετάθεση του G. 

Το γεγονός ότι το σύνολο των µεταθέσεων αποτελεί οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο την 

ταυτοτική µετάθεση Gxex)x( ,Gx e ∈==∈∀ φ  το γνωρίζουµε από ότι είπαµε 

στην προηγούµενη παράγραφο. Αν  την οµάδα αυτή την καλέσουµε φS , τότε, θα 

δείξουµε ότι, GS ≅φ . Πράγµατι είναι, 

                  

)x(abx)(  ,Gx),(SS

||

ab)b,a(GG

abbaba φφφφφ

φφ

φφ ==∈∀∋×

↓↓

∋×

a

a

 

Έχουµε, λοιπόν, την σχέση abba φφφ =  η οποία και αποδεικνύει τον σηµειούµενο 

ισοµορφισµό. 

 

Υποοµάδα Η µιάς οµάδας G, είναι ένα υποσύνολο GH ⊆ , το οποίο αποτελεί οµάδα 

µε πράξη αυτήν, που καθιστά την G οµάδα. Αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι 

το Η υποοµάδα της G, είναι αυτό να είναι κλειστό ως προς την εσωτερική του πράξη 

που το καθιστά οµάδα. ∆ηλαδή H xx ,H x,x 2121 ∈∈∀ . 

Για την υποοµάδα Η της G, έχουµε, φανερά, τις προτάσεις: 

1) Οι οµάδες G και Η έχουν το ίδιο µοναδιαίο στοιχείο e. 

2) Αν GHa ⊆∈ , τότε και GHa 1 ⊆∈−
. 

 

3. Πράξεις µε υποοµάδες. Επειδή οι υποοµάδες της οµάδας G  είναι υποσύνολα της 

G, µπορούµε να θεωρούµε την τοµή και την ένωσή τους. Σχετικά µε τα σύνολα αυτά, 

έχουµε ότι: α) Φανερά, η τοµή όλων των υποοµάδων της G, είναι υποοµάς της G. β) 

Η ένωση δύο υποοµάδων της G δεν είναι πάντα υποοµάς της G. Για παράδειγµα, έστω 

G η οµάς των ακεραίων Z, µε πράξη την “+”. Τα σύνολα }x|xκ{Hκ Z∈= , είναι 

υποοµάδες της Z. Η τοµή λκ ΗH ∩  είναι το σύνολο των ακεραίων µΗ , όπου κλµ = , 

και είναι βέβαια και αυτό υποοµάδα της Z. Η ένωση όµως λκ ΗH ∪  δεν είναι πάντα 

υποοµάς της Z, µιά και το στοιχείο λκ ΗHyλxκ ∪∉+ , στην περίπτωση, που 

1)λ,κ( = . 
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Εκτός της ενώσεως και της τοµής δύο συνόλων, έχουµε και το καρτεσιανό τους 

γινόµενο. Στην περίπτωση, που τα σύνολά µας είναι δύο οµάδες Α, Β, το εξωτερικό 
γινόµενό τους BA×  είναι η οµάδα, που έχει πράξη την 

                    )bb,aa()b,a)(b,a( 21212211 = , όπου Aa,a 21 ∈  και Bb,b 21 ∈ . 

Ισχύουν οι προτάσεις: 

1) Το BA×  περιέχει µν το πλήθος στοιχεία, αν το Α έχει µ και το Β ν στοιχεία. 

2) Οι οµάδες BA×  και AB×  είναι ισόµορφες. 

3) Το σύνολο των στοιχείων της µορφής )e,a(  όπου Aa∈  και Be∈  αποτελούν 

υποοµάδα της  BA× . Το σύνολο των στοιχείων της µορφής )b,e(  όπου Bb∈  και 

Ae∈  αποτελούν υποοµάδα της AB× . 

4) Αν AA1 ⊆  και BB1 ⊆  υποοµάδες των Α και Β, τότε και η 11 BA ×  υποοµάς 

της BA× . 

 

Το γινόµενο (ή άθροισµα, ανάλογα µε την πράξη της οµάδας), δύο υποοµάδων Η και 

Κ της οµάδας G, ορίζεται ως το σύνολο }KkκαιHh|hk{HK ∈∈= . (Ανάλογα 

ορίζουµε το KH + ).  

 

Πρόταση. Το γινόµενο δύο υποοµάδων Η και Κ της οµάδας G είναι οµάς, αν και 

µόνον αν KHHK = . 

Απόδειξη. α) Έστω ότι ΗΚ οµάς. Θα πρέπει να δείξουµε ότι 

khhk,KkκαιHh =∈∀∈∀ . Πράγµατι, HKkh 11 ∈−− , άρα και ( ) HKkh
111 ∈
−−− , 

δηλαδή, HKkh∈ , απ’ όπου HKKH ⊆ . Ανάλογα έχουµε και την HKKH ⊇ .  

β) Έστω ότι, KHHK = . Θα δείξουµε, τότε, ότι το γινόµενο ΗΚ είναι οµάς. 

Πράγµατι, το γινόµενο δύο στοιχείων 11kh  και 22kh  του ΗΚ είναι και πάλι εν ΗΚ, 

µιά και )kk)(hh()kh)(kh( 21212211 = . Εξ’ άλλου, αν HKhk∈ , τότε είναι και 

                       HKKHhk)hk( 111 =∈= −−− . 

 
Παρατήρηση. Το KH +  είναι πάντα υποοµάδα της G. 

 

Με )H(o  συµβολίζουν το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου Η. Στην περίπτωση, 

που το σύνολο αυτό είναι οµάδα, ο φυσικός αυτός αριθµός, καλείται τάξις της 
οµάδος.  

Θα ασχοληθούµε µε οµάδες πεπερασµένης τάξεως. 

 

Πρόταση. Για το σύνολο ΗΚ, ισχύει ότι, 
)KH(o

)K(o)H(o
)HK(o

∩
= . 

Απόδειξη. Κατ’ αρχήν παρατηρούµε ότι, αν }e{KH =∩  τότε όλα τα στοιχεία του 

συνόλου ΗΚ είναι µεταξύ τους διαφορετικά. Πράγµατι, αν 2211 khkh = , όπου τα 

στοιχεία h και k δεν είναι το e, τότε, και, 1
121

1
2 kkhh −− = , πράγµα άτοπο. Στην 

περίπτωση, λοιπόν, αυτή, η προς απόδειξη ισότητα ισχύει, υπό την µορφή 

)K(o)H(o)HK(o = . 

 Έστω, τώρα, }e{KH ≠∩ . Τότε, 1
121

1
2 kkhh −− =  ανν KHzkhkh 2211 ∩∈== . Κάθε, 

λοιπόν, KHz ∩∈ , συµβάλει στην καταµέτρηση του πλήθους )K(o)H(o  µε στοιχεία 

της µορφής zk, όλα ίδια, αν και µόνον αν, KHk ∩∈ , δηλαδή, µε )KH(o ∩  το 

πλήθος. Κάθε ένα συνεπώς KHz ∩∈  συµβάλει στον υπολογισµό του αριθµού 
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)K(o)H(o  µε )KH(o ∩  ίδια στοιχεία. Τα διαφορετικά, λοιπόν, στοιχεία του HK  

είναι, )KH(o/)K(o)H(o ∩ . 

 

Εφαρµογή. Έστω οι υποοµάδες Η και Κ της οµάδας G µε 

)G(o)K(o,)G(o)H(o >> . Εξ΄ άλλου, επειδή GHK ⊆ , )G(o)HK(o ≤ . Είναι, 

τότε, 

                       
)KH(o

)G(o

)KH(o

)G(o)G(o

)KH(o

)K(o)H(o
)HK(o)G(o

∩
=

∩
>

∩
=≥ . 

Άρα και 1)KH(o >∩ , δηλαδή, }e{KH ≠∩ . 

 

4. Οι συµµετρικές οµάδες 4i1,Si ≤≤ . Κατά τον Herman Weyl, συµµετρία είναι 

εκείνη η πράξις, η οποία ενεργουµένη επί ενός αντικειµένου, αφίνει αυτό, κατά 

κάποια έννοια, αναλλοίωτο. 

 

Η 1S  περιέχει όλες τις διατάξεις, που µπορούµε να επιτύχουµε διατάσοντας ένα 

αντικείµενο. Από την διάταξη {1}, ουδεµία άλλη προκείπτει. Η 1S  περιέχει συνεπώς, 

µόνον την ταυτοτική µετάθεση. 

 

Η 2S  περιέχει τις διατάξεις {1, 2} και {2, 1}. Η πρώτη, προέρχεται από την ταυτοτική 

µετάθεση 







21

21
, και η δεύτερη, από την 








12

21
, που είναι η αντιµετάθεση )21( . 

Ισχύει ότι, 







=
















=
















21

21

21

12

12

21

12

21

12

21
, και συνεπώς, αντίστροφο 

στοιχείο του )21(  είναι το )21( . Η )21(  είναι περιττή µετάθεσις. Η υποοµάδα  

2A  των αρτίων µεταθέσεων της  2S , περιέχει µόνον την ταυτοτική µετάθεση. Αν τα 

αντικείµενα 1 και 2 ήταν τα άκρα ενός ευθυγράµµου τµήµατος, η δράση της 2S  πάνω 

σ’ αυτό, συνίσταται σε µία συµµετρία του ευθυγράµµου αυτού τµήµατος, ως προς το 

µέσον του. 

Τα στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα )x,x(σ 21  είναι τα 211 xxσ += , 212 xxσ = . Η 

2S , όταν ενεργεί πάνω στους δείκτες των x, αφίνει αυτά αναλλοίωτα. 

 

Η 3S  περιέχει τις 3! διατάξεις τριών αντικειµένων. Οι 6 αυτές διατάξεις, 

αποτελούνται από τις: α) Την ταυτοτική (δεν έχουµε δράση επί ουδενός 

αντικειµένου). β) Αυτές που δεν έχουµε δράση επί ενός αντικειµένου. γ) Αυτές που 

δρούν επί όλων των αντικειµένων.  

Αν τα αντικείµενά µου ήταν κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου, η κατηγορία β), θα άφηνε 

µία κορυφή στην θέση της, και θα άλλαζε τις 

άλλες δύο. Περιλαµβάνει συνεπώς, τις 

συµµετρίες (= κατοπτρισµοί) ως προς την 

µεσοκάθετο. Η κατηγορία γ), περιλαµβάνει τις 

στροφές του τριγώνου κατά 120
ο
 και 240

ο
. 

Έχουµε, συνεπώς, τις µεταθέσεις: 

      

 α) 







321

321
,       β) 








231

321
  








123

321
  








312

321
,   

1

2 3
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∏
<

−−−=−
ji

323121ji )xx)(xx)(xx()xx(

                        και  γ) 








132

321
  









213

321
. 

Άρτιες είναι, η α) και οι γ). Αυτές και αποτελούν την υποοµάδα 3A  της 3S . 

Πράγµατι, παρατηρούµε ότι, 







=
















321

321

321

132

132

321
. Η υποοµάδα αυτή, 

είναι και Αβελιανή. Αν καλέσουµε 0p  την ταυτοτική και 1p , 2p  τις άλλες δύο, όπου 

210 ppp ≠≠  και 1
12 pp −= , που αντιστοιχούν στις στροφές του τριγώνου κατά 120

ο
 

και 240
ο
, µπορούµε να σχηµατίσουµε των πολλαπλασιαστικό πίνακα της υποοµάδας 

αυτής, που είναι ο παρακάτω. 

Από τον πίνακα αυτόν, έχουµε και τις εξισώσεις 

που ορίζουν την οµάδα αυτήν (και αντίστροφα):  

i0ii0 ppppp ==  (i = 1, 2)  και  

01221 ppppp == , jii ppp =  (i, j = 1, 2, i ≠ j). Ή 

ακόµα, 

kji ppp = , όπου )3)(modji(k += , µε 

2j,i0 ≤≤ . 

Ο πίνακας αυτός, αποτελεί µέρος του πολλαπλασιαστικού πίνακα της οµάδας 3S , που 

είναι: 

Εδώ, η 3p  διατειρεί την 

κορυφή 1, η 4p  την κορυφή 

2, και η 5p  την κορυφή 3. 

Από µία επισκόπιση του 

πίνακα αυτού, έχουµε τα 

συµπεράσµατα.  

α) Η 3S  δεν είναι Αβελιανή. 

Π.χ., 2332 pppp ≠ . 

β) Εκτός από τις υποοµάδες 

}p{ 0  και }p,p,p{A 2103 = , που είναι και αντιµεταθετική (Αβελιανή) έχουµε και τις 

υποοµάδες }p,p{ 30 , }p,p{ 40 , }p,p{ 50 . Αν διατάξουµε ως προς “⊆” το σύνολο των 

υποοµάδων της 3S , θα έχουµε το παρακάτω διάγραµµα του Hasse (βλέπε §6): 

Τα στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα 

)x,x,x( 321σ  είναι τα 

3211 xxx ++=σ , 

3231212 xxxxxxσ ++= και 3213 xxxσ = . 

Η δράση της 3S  πάνω στους δείκτες των 

x, αφίνει αυτά αναλλοίωτα.  

Αναλλοίωτο αφίνει επίσης το 

πολυώνυµο 

 

    

η δράση της 3A , ενώ οι άλλες τρείς υποοµάδες, που προκαλούν κάποια δράση στους 

δείκτες, αλλάζουν το πρόσηµο του πολυωνύµου. Αν θεωρήσουµε τις τρείς ρίζες της 

 
0p  1p  2p  

0p  0p  1p  2p  

1p  1p  2p  0p  

2p  2p  0p  1p  

 
0p  1p  2p  3p  4p  5p  

0p  0p  1p  2p  3p  4p  5p  

1p  1p  
2p  0p  4p  5p  3p  

2p  2p  0p  
1p  5p  3p  4p  

3p  3p  5p  4p  0p  2p  1p  

4p  4p  3p  5p  1p  0p  2p  

5p  5p  4p  3p  2p  1p  0p  

3S

3A}p,p{ 30

}p,p{ 40

}p,p{ 50

}p{ 0  
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µονάδος, 1, ω, 2ω  (βλέπε §20), παρατηρούµε ότι, η αντιστοιχία 1p0 → , ωp1 → , 

2
2 ωp → , είναι ισοµορφισµός.  

Επίσης, σε κάθε στοιχείο της οµάδας 3S , είναι δυνατόν να αντιστοιχίσουµε έναν 

22×  πίνακα, έτσι ώστε, το σύνολο των 6 αυτών πινάκων µε πράξη τον 

πολλαπλασιασµό τους, να αποτελεί οµάδα ισόµορφο της 3S . Η αντιστοιχία αυτή, 

δίδεται παρακάτω: 

                  







→

10

01
p0 ,  








−

−
→

01

11
p1 ,   








−

−
→

11

10
p2 ,    

                  







→

01

10
p3 ,   








−

−
→

11

01
p4 ,   








−

−
→

10

11
p5 . 

 

Ο ισοµορφισµός αυτός, δεν επάγεται από τον ισοµορφισµό που έχουµε ανάµεσα 

στους 22×  πίνακες και στους µιγαδικούς αριθµούς (βλέπε §22). 

Παρατηρούµε εξ’ άλλου, ότι και οι 6 πίνακες  

              







10

01
,   








−

−

01

11
,   








−

−

11

10
,   








−

−

10

01
,   







 −

01

11
,   








− 11

10
 

αποτελούν και αυτοί πολλαπλασιαστική οµάδα 6G , πλην όµως, αυτοί δεν είναι 

ισόµορφος µε την προηγούµενη. Είναι όµως ισόµορφη, µε την οµάδα των εξ ριζών 

της µονάδος. 

 

Ερχόµαστε, τέλος στην 4S . Η 4S  περιέχει τις 4! διατάξεις τεσσάρων αντικειµένων. Οι 

24 αυτές διατάξεις, προκύπτουν από τις 6 διατάξεις του 3S , αν σε από κάθε µία 

διάταξη του 3S , λάβουµε 4 διατάξεις του 4S , κατά τον ακόλουθο τρόπο: Από την 

ταυτοτική π.χ. διάταξη )321( , λαβαίνουµε 4 διατάξεις )4321( , 

)3421( , )3241( , και )3214( , και συνεπώς τις µεταθέσεις, που 

αντιστοιχούν σ’ αυτές, που είναι, αντίστοιχα,  

 

οι 







4321

4321
, 








3421

4321
, 








3241

4321
, 








3214

4321
. Από όλες αυτές τις 

24 µεταθέσεις του 4S , ξεχορίζουµε αυτές, που συνδέονται µε τις συµµετρίες του 

τετραγώνου, και οι οποίες είναι οι εξής 8, και οι οποίες αποτελούν την οµάδα G: α) 

Την ταυτοτική (δεν έχουµε δράση επί ουδεµιάς κορυφής του τετραγώνου). Η 

κατηγορία β), που  περιλαµβάνει τις συµµετρίες ως προς τις µεσοκαθέτους (2) και τις 

διαγώνιες (2) του τετραγώνου, και περιλαµβάνει, 4 το πλήθος µεταθέσεις. Τέλος, η 

κατηγορία γ) περιλαµβάνει τις στροφές του τετραγώνου κατά k90
ο
, k = 1, 2, 3 και 

συνεπώς, έχουµε 3 ακόµα διατάξεις. Αν συµβολίσουµε µε 0p  την ταυτοτική, vh p,p , 

την συµµετρία ως προς την οριζόντιο, και την κατακόρυφο µεσοκάθετο αντίστοιχα, 

που είναι οι 

 

        







=

1234

4321
ph  και 








=

3412

4321
pv   

 

και µε ba p,p  τους κατοπτρισµούς ως προς τις διαγώνιες 1, 3 και 2, 4, αντίστοιχα, που 

αναλυτικά είναι οι  
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      







=

2341

4321
pa  και 








=

4123

4321
pb , 

 

και, τέλος, αν συµβολίσουµε µε 321 p,p,p  τις στροφές 

κατά 90
ο
, 180

ο
, και 270

ο
, και, που αναλυτικά είναι οι 









=

1432

4321
p1 , 








=

2143

4321
p2  και 









=

3214

4321
p3 , και, τέλος, µε 








=

4321

4321
p0  την στροφή κατά 0

0
,
 

µπορούµε να κατασκευάσουµε τον πολλαπλασιαστικό πίνακα της οµάδος των 

συµµετριών του τετραγώνου: 

 
Από µία επισκόπιση 

του δίπλα πίνακα, 

προκύπτει ότι έχουµε 

τις εξής υποοµάδες 

(εκτός της }p{ 0 ):  

α) Η οµάδα 

 }p,p,p,p{R 3210=  

των περιστροφών του 

τετραγώνου κατά γω-

νία π/2. Η R είναι 

Αβελιανή, και ορίζε-

ται από τις εξισώσεις 

kji ppp = , όπου )4)(modji(k += , 3j,i0 ≤≤  Η R περιέχει ως υποοµάδα την 

}p,p{R΄ 20=  που είναι η οµάδα των περιστροφών του τετραγώνου, κατά γωνία π. Η 

R΄ είναι Αβελιανή, και ορίζεται από τις εξισώσεις kji ppp = , όπου )2)(modji(k += , 

i, j = 0,2.  β) Οι υποοµάδες }p,p,p,p{Κ 2vh0=  (κατοπτρισµοί ως προς τις 

µεσοκαθέτους, περιστροφή κατά γωνία π) και }p,p,p,p{΄Κ 2ba0=  (κατοπτρισµοί ως 

προς τις διαγώνιες, περιστροφή κατά γωνία π). Η Κ περιέχει τις υποοµάδες }p,p{ h0 , 

}p,p{ v0  και η Κ΄ τις }p,p{ a0  και }p,p{ b0 . Αν διατάξουµε ως προς “⊆” το σύνολο 

των υποοµάδων της G, λαβαίνουµε το σηµειούµενο παρακάτω διάγραµµα.  

                    

G

K K´R

}p,p{ h0

}p,p{ v0

}p,p{ b0

}p,p{ a0

R΄

}p{ 0  

1 2

4 3
v

h

 

 0p  1p  2p  3p  hp  vp  ap  bp  

0p  0p  1p  2p  3p  hp  vp  ap  bp  

1p  1p  2p  3p  0p  ap  bp  vp  hp  

2p  2p  3p  0p  1p  vp  hp  bp  ap  

3p  3p  0p  1p  2p  bp  ap  hp  vp  

hp  hp  bp  vp  ap  0p  2p  3p  1p  

vp  vp  ap  hp  bp  2p  0p  1p  3p  

ap  ap  hp  bp  vp  1p  3p  0p  2p  

bp  bp  vp  ap  hp  3p  1p  2p  0p  



 11 

 Οι υπόλοιπες 16 µεταθέσεις της οµάδας 4S  είναι οι 

 

   







=

1432

4321
σ1   








=

3214

4321
σ3   








=

1243

4321
σ7    








=

2134

4321
σ9    

   







=

2431

4321
τ1    








=

3241

4321
τ2    








=

1423

4321
τ3     








=

3124

4321
τ4  

   







=

1342

4321
τ5    








=

2314

4321
τ6   








=

4132

4321
τ7     








=

4213

4321
τ8  

   







=

4312

4321
α1    








=

4123

4321
α2   








=

2341

4321
α5     








=

3421

4321
α6  

 

Οι άρτιες µεταθέσεις που αποτελούν την οµάδα 4A , είναι οι 0p , hp , 2p , vp , iτ , 

8i1 ≤≤ .  

Ο πολλαπλασιαστικός πίνακας της 4A  είναι ο  

 

 
0p  hp  2p  vp  1τ  2τ  3τ  4τ  5τ  6τ  7τ  8τ  

0p  0p  hp  2p  vp  1τ  2τ  3τ  4τ  5τ  6τ  7τ  8τ  

hp  hp  0p  vp  2p  4τ  7τ  6τ  1τ  8τ  3τ  2τ  5τ  

2p  2p  vp  0p  hp  5τ  3τ  2τ  8τ  1τ  7τ  6τ  4τ  

vp  vp  2p  hp  0p  8τ  6τ  7τ  5τ  4τ  2τ  3τ  1τ  

1τ  1τ  8τ  4τ  5τ  2τ  0p  hp  6τ  7τ  2p  vp  3τ  

2τ  2τ  3τ  6τ  7τ  0p  1τ  8τ  2p  vp  4τ  5τ  hp  

3τ  3τ  2τ  7τ  6τ  2p  5τ  4τ  0p  hp  8τ  1τ  vp  

4τ  4τ  5τ  1τ  8τ  7τ  hp  0p  3τ  2τ  vp  2p  6τ  

5τ  5τ  4τ  8τ  1τ  3τ  2p  vp  7τ  6τ  0p  hp  2τ  

6τ  6τ  7τ  2τ  3τ  vp  8τ  1τ  hp  0p  5τ  4τ  2p  

7τ  7τ  6τ  3τ  2τ  hp  4τ  5τ  vp  2p  1τ  8τ  0p  

8τ  8τ  1τ  5τ  4τ  6τ  vp  2p  2τ  3τ  hp  0p  7τ  

 

Μία επισκόπιση του παραπάνω πίνακα, µας αποκαλύπτει τις υποοµάδες της οµάδας 

4A : 

∆ύο υποοµάδες τάξεως 2, οι }p,p{ h0 , }p,p{ v0 , δύο υποοµάδα τάξεως 3, που είναι οι 

}p,p,p{ 2h0 , }p,p,p{ 2v0 , και µιά οµάδα τάξεως 4, που είναι η }p,p,p,p{ h2v0 . 

 

5. Η οµάδα του Klein. Στην παράγραφο αυτή, θα δόσουµε ένα παράδειγµα οµάδος µε 

4 στοιχεία, και την οποία θα ορίσουµε µε 

εξισώσεις. Αν }a,a,a,a{V 3210= , ορίζουµε 

τις σχέσεις: 

 3i0,aaaaa i0ii0 ≤≤== , 

3i1,aaa 0ii ≤≤= , και, τέλος, 

kijji aaaaa == , όπου 

3k,j,i1,kji ≤≤≠≠ . Η οµάδα του Klein 

 
0a  1a  2a  3a  

0a  
0a  1a  2a  3a  

1a  1a  
0a  3a  2a  

2a  2a  3a  
0a  1a  

3a  3a  2a  1a  
0a  
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είναι Αβελιανή, και έχει τον παραπλεύρως  πολλαπλασιαστικό πίνακα. 

Η οµάδα του Klein συνδέεται µε τις συµµετρίες του ρόµβου.  

Είναι, 







=

4321

4321
a 0 , η ταυτοτική. 









=

4123

4321
a1  και 








=

1341

4321
a 2  

κατοπτρισµοί ως προς  

 

την κατακόρυφο και την οριζόντιο διαγώνιο. 









=

2143

4321
a 3  περιστροφή κατά γωνία π. 

 

Παρατηρούµε ότι, οι περιστροφές του τετραγώνου, που δίδονται από την οµάδα R της 

προηγούµενης παραγράφου, δεν είναι ισόµορφος µε την οµάδα του Klein. Τούτο 

φαίνεται αµέσως, από µιά σύγκριση των διαγραµµάτων του Hasse που αντιστοιχούν 

στις δύο αυτές οµάδες: 

 

Σηµείωση. Αναφερόµεθα πάντοτε σε οµάδες µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων.  

 

6. Κυκλικές οµάδες. Θεωρούµε πάλι την οµάδα }a,,a,a{G n21 K= , και 

σχηµατίζουµε τις δυνάµεις k
ia  του στοιχείου Ga i ∈ . Φανερά, 

k
ijj aaµε,Ga =∈∃ . 

Αν τύχει να συµβεί και  
m
ij aa = , τότε και m

i
k
i aa =  ή 0

i
km

i aa =− . Το στοιχείο όµως 

αυτό, δρα ως µοναδιαίο στοιχείο e στο σύνολο Η των δυνάµεων του ia , και, επειδή, η 

G έχει ένα και µόνο µοναδιαίο στοιχείο, αυτό είναι το 0
i

km
i aa =− . Ο εκθέτης εκείνος λ, 

για τον οποίο έχουµε eaλ
i = , ενώ ea,λµ µ

i ≠<∀ , καλείται τάξις του στοιχείου 

aa i = . Το σύνολο }a,,a,a{)a( λ2
K= , eaa )a(oλ ==  αποτελεί φανερά υποοµάδα 

της G τάξεως λ. Η οµάδα αυτή, καλείται κυκλική υποοµάδα, που παράγεται από το 

στοιχείο Ga∈ . Στην περίπτωση, που )G(o)a(o = , η G είναι κυκλική οµάς, 

παραγόµενη από το στοιχείο Ga∈ . 

Συναντήσαµε τις κυκλικές οµάδες στις περιπτώσεις των n ριζών της µονάδος, βλέπε 

§20, και στις οµάδες περιστροφών του τριγώνου και του τετραγώνου. 

 

1

2

4

3

 

∆ιάγραµµα υποοµάδων

της οµάδος περιστροφής R 

του τετραγώνου

R

R΄

}p{ 0

∆ιάγραµµα υποοµάδων

της οµάδος του Klein

V

}a,a{ 10

}a,a{ 20

}a,a{ 30

}a{ 0  
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Πρόταση. Θεωρούµε την κυκλική οµάδα G, που παράγεται από το στοιχείο a, και 

έχει τάξη n)G(o = . Τότε eam =  αν και µόνον αν nm µ=  όπου Z∈µ . 

Απόδειξη. Έστω υµ += nm , όπου 1n0 −≤≤ υ . Άρα και eaaa nn ==+ υµυµ
, αν 

και µόνον αν 0=υ . 

 

Πόρισµα. Στην περίπτωση που ο pn = , p πρώτος, τότε, για τον τυχόντα ακέραιο 

Z∈m  ισχύει ότι είτε eam = , είτε p)a(o m = . 

 

Πρόταση. Μία κυκλική οµάς είναι πάντοτε Αβελιανή, µιά και για κάθε δύο στοιχεία 

της µa  και νa  ισχύει ότι, µνµννµνµ aaaaaa === ++ .  

 

Πρόταση. Η υποοµάδα µιάς κυκλικής οµάδας είναι κυκλική. 

Απόδειξη. Έστω }a,,a,a{G n2
K=  η κυκλική µου οµάς, και Η µία υποοµάς της G. 

Έστω το Ham ∈ , µε m τον µικρότερο θετικό εκθέτη για τον οποίο Ham ∈ . Θα 

δείξουµε ότι το τυχόν Hb∈  έχει την µορφή mµa . Το b ως στοιχείο της G, έχει την 

µορφή sab = . Επειδή είναι και Hb∈ , sm ≤ . Άρα, υmµs += , µε µυ0 <≤ . Είναι, 

λοιπόν, Haaa υmµs ∈= , άρα, και Ηa υ ∈ . Αναγκαστικά είναι, λοιπόν, 0υ = . 

 

Παρατήρηση. Κυκλικές είναι και όλες οι προσθετικές (= Αβελιανές) οµάδες nZ  

(βλέπε §16) µιά και, )n(mod0kn = , })0(,)1n(,,)2(,)1{( nnnnn −= KZ . 

Η nZ  είναι ισόµορφος προς την πολλαπλασιαστική οµάδα των 22×  πινάκων 

               














 −
























10

01
,

10

1n1
,,

10

31
,

10

21
,

10

11
L  

όπου ο πολλαπλασιασµός των πινάκων γίνεται mod n. 

 

Πρόταση. Αν 1)n,m( = , τότε η nm ZZ ×  κυκλική οµάς, ισόµορφος της mnZ . 

Απόδειξη. Είναι, ( ) })ν(,)µ(|)ν(,)µ({ nnmmnmnm ZZZZ ∈∈=× . Το στοιχείο 

( )nmmn )0(,)0(  είναι το µηδενικό στοιχείο της οµάδας nm ZZ × , η οποία παράγεται από 

το ( )nm )1(,)1( . Η αντιστοιχία ( ) mnnm )1()1(,)1( a  παρέχει τον ζητούµενο 

ισοµορφισµό.  

 

7. Θεώρηµα του Lagrange. Αν Η υποοµάδα της οµάδας G, τότε, )G(o|)H(o . 

Απόδειξη. Έστω η οµάδα }x,,x,e{G n2 K= , τάξεως n, όπου ji xx ≠ , για ji ≠ . 

}h,,h,e{H r2 K=  υποοµάδα της, τάξεως r. Θεωρούµε τα γινόµενα 

ha, όπου το στοιχείο Ga∈ , Ha∉ , ea ≠ , που 

εµφανίζεται στην i γραµµή, δεν εµφανίζεται 

στην 1i +  γραµµή. Ο πίνακας αυτός, περιέχει 

kr διαφορετικά στοιχεία. Πράγµατι, αν 

i΄j΄ij ahah = , τότε και Haahh
1

ii΄j΄j ∈= −
. Όµως, 

η Η υποοµάδα. Άρα, Haa 1
ii΄ ∈− . Τούτο όµως 

είναι, άτοπο, µιά και Ha∉ . Εξ’ άλλου, στον πίνακα αυτό, αναγράφονται όλα τα 

στοιχεία της οµάδας G. Άρα krn = , ή n|r , όπως θέλαµε να δείξουµε. 

 

krk3k2k

3r33323

2r23222

r32

ahahahea

ahahahea

ahahahea

ehehehee

K

MMMMM

K

K

K
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Παρατήρηση. Ο παραπάνω πίνακας, αποτελεί έναν µερισµό του συνόλου G. 

Ορίζεται συνεπώς επί του G µία σχέση ισοδυναµίας, τέτοια ώστε, οι τάξεις 

ισοδυναµίας αυτής, να είναι οι γραµµές του πίνακα. Να είναι, δηλαδή, 

}ah,,ea{C ra K= , Ga∈ . Η σχέση αυτή R, ορίζεται ως εξής: 

}Hhab|GG)b,a{(R 1 ∈=×∈= − , Η µιά υποοµάδα της G. Έχουµε, τότε, ότι,  

α) R)a,a( ∈ , µιά και Heaa 1 ∈=− .  

β) ahbhbaR)b,a( 1−=→=→∈ , όπου Hh 1∈− . Άρα και, Hba 1∈− , δηλαδή, 

R)a,b( ∈ .  

γ) R)c,a(R)c,b(καιR)b,a( ∈→∈∈ , µιά και από τις σχέσεις 1
1 hab =−  και 

2
1 hbc =−  ή την 1

2
11 hcb −−− = , έχουµε και την 1

1
2

1 hhac =−− , ή την Hhhac 21
1 ∈=− . 

Γράφουµε και, )H(modba = . Στην συνέχεια, θεωρούµε το σύνολο H/G . Ένα 

στοιχείο H/GCa ∈ , είναι το, Ha)}H(modax|Gx{Ca ==∈= . Παρατηρούµε ότι, 

όλες οι τάξεις aC  έχουν r το πλήθος στοιχεία. Πράγµατι, η αντιστοιχία 

ba CyxC ∈∋ a , αν και µονον αν hby =  µε h το στοιχείο εκείνο της Η, για το οποίο 

είναι hax = , είναι µία αντιστοιχία ένα-ένα και επί ανάµεσα στις τυχούσες τάξεις aC  

και bC , ως επίσης και µία αντιστοιχία ένα-ένα και επί ανάµεσα στα στοιχεία µιάς 

τάξεως, και της Η.  

 

Ορισµός. Η τάξη }Hh|ha{Ha ∈= , καλείται δεξιά τάξη (right coset) του Η. Με τον 

ίδιο τρόπο, ορίζουµε και την αριστερή τάξη του Η, την }Hh|ah{aH ∈= . Ο ακέραιος 

που εκφράζει το πλήθος των δεηιά (ή αριστερά) τάξεων της Η εν G, καλείται δείκτης 

(index) της Η εν G. Είναι, 
)H(o

)G(o
)H(iG = , όπου )H(iG ο δείκτης της Η εν G. 

 

Παράδειγµα. Θεωρούµε την οµάδα 3S , και έστω η υποοµάδα της }p,p{H 30=  

(βλέπε §32). Είναι, 3
2

6
)H(iG == . Έχουµε, λοιπόν, τρείς αριστερά και τρείς δεξιά 

τάξεις της Η εν G. 

Οι δεξιά τάξεις είναι οι: 1) }p,p{HHp 300 == . Λαβαίνουµε στην συνέχεια ένα 

στοιχείο Gp∈  µε Hp∉ . Έστω το 1p . Σχηµατίζουµε τα γινόµενα 1Hp . Είναι, 2) 

}p,p{Hp 511 = . Λαβαίνουµε, τέλος, ένα στοιχείο Gp∈  µε Hp∉  και 1Hpp∉ . Ένα 

τέτοιο στοιχείο είναι το 2p . Σχηµατίζουµε τα γινόµενα 2Hp . Είναι, 3) 

}p,p{Hp 422 = . 

Οι αριστερά τάξεις είναι οι: 1) }p,p{HHp 300 == . Λαβαίνουµε στην συνέχεια ένα 

στοιχείο Gp∈  µε Hp∉ . Έστω το 1p . Σχηµατίζουµε τα γινόµενα Hp1 .  

Είναι, 2) }p,p{Hp 411 = . Λαβαίνουµε, τέλος, ένα στοιχείο Gp∈  µε Hp∉  και 

Hpp 1∉ . Ένα τέτοιο στοιχείο είναι το 2p . Σχηµατίζουµε τα γινόµενα Hp2 .  

Είναι, 3) }p,p{Hp 522 = . 

Παρατηρούµε ότι, οι δεξιά τάξεις του Η εν G, δεν συµπίπτουν µε τις αριστερά τάξεις 

του Η εν G, αν και όλες έχουν από δύο στοιχεία του G. 

 

Αν, τώρα, αντί για }p,p{H 30= , είχαµε λάβει }p,p,p{H 210= , τότε εργαζόµενοι ως 

και προηγουµένως, θα διαπιστώναµε ότι, οι δεξιά και οι αριστερά τάξεις συµπίπτουν. 

Τούτο σηµβαίνει διότι έχουµε την, 
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Πρόταση. Η δεξιά τάξη Ha του Η ταυτίζεται µε την αριστερή τάξη aH του Η, αν και 

µόνον αν ισχύει ότι ahha,Hh =∈∀ , δηλαδή, αν και µόνον αν, το στοιχείο Ga∈ , 

αντιµετατίθεται µε όλα τα στοιχεία του Η. 

 

Παρατήρηση. Λόγω του θεωρήµατος του Lagrange )G(o|)a(o .  

 

Πόρισµα. Ga∈∀ , ισχύει ότι, ea )G(o = , µιά και, ee)a(aa kk)a(o)a(ko)G(o ==== . 

 

Εφαρµογή. Θεωρούµε την συνάρτηση )n(φ  του 

Euler (βλέπε §20). Οι ακέραιοι και θετικοί 

αριθµοί a, που είναι n<  και για τους οποίους 

ισχύει ότι 1)n,a( = , αποτελούν πολλαπλασιαστι-

κή οµάδα Φ nmod  µε )n()Φ(o φ= .  

Για παράδειγµα, αν 8n = , 4)n( =φ  και 

}7,5,3,1{Φ = . Ο πολλαπλασιαστικός πίνακας της Φ είναι ο δίπλα.  

Εφαρµόζουµε το προηγούµενο πόρισµα στην οµάδα Φ, και έχουµε ότι, 

nmod1a )n( =φ , που είναι το θεώρηµα του Euler. Στην περίπτωση, που ο n είναι 

αριθµός πρώτος p, 1p)p( −=φ , οπότε και pmod1a 1p =− , ή pmodaap = . Εδείχθη 

συνεπώς το θεώρηµα του Fermat για την περίπτωση 1)p,a( = (βλέπε §16). Στην 

περίπτωση που, ο a και ο p έχουν διαιρέτη 1δ ≠ , επειδή ο p πρώτος, έπεται ότι, a|p , 

και άρα, pmod0a = , ή και pmodaap = . Το θεώρηµα του Fermat ισχύει συνεπώς, 

για κάθε ακέραιο a. 

Παρατηρούµε ότι, ο πίνακας αυτός, δεν διαφέρει ουσιαστικά από τον πίνακα της 

οµάδας του Klein. Η Φ είναι λοιπόν ισόµορφη προς την οµάδα αυτή.  

 

Αν p)G(o = , αριθµός πρώτος, τότε κάθε στοιχείο της G έχει τάξη p. Συνεπώς, µία 

οµάδα τάξεως p, αποτελείται από τις δυνάµεις ενός µόνον στοιχείου a, και ουδεµία 

υποοµάδα πλην της {e} περιέχει. Η G είναι, λοιπόν, κυκλική οµάδα. 

 

8. Οµοµορφισµοί. Έστω οι οµάδες G και G´. Η G΄G:f →  είναι οµοµορφισµός, ανν 

Gf(a)f(b)f(ab)  ,Gb,a ′∈=∈∀ .  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. G η οµάδα των περιστροφών του κύβου. Η G αποτελείται από τις   

                                                          υποοµάδες: 

                                                           1) Ταυτοτική. 

                                                           2)  9 περιστροφές γύρω από τους άξονες  που  

                                                           διέρχονται απο τα κέντρα των εδρών του κατά  

                                                           90º, 180º και 270º. 

                                                           3) 6 περιστροφές κατά 180º γύρω από τους  

                                                           άξονες  που ορίζονται από τα µέσα των απέναντι  

                                                           πλευρών. 

                                                            4) 8 περιστροφές κατά 180º και 270º γύρω από  

                                                           τους άξονες που ορίζουν οι απέναντι κορυφές. 

                                                            Αν συνδέσουµε τα κέντρα των εδρών,  

                                                           λαβαίνουµε ένα τετράεδρο. Η οµάδα των  

περιστροφών του τετραέδρου, αποτελεί την οµάδα G´. Η απεικόνιση f ορίζεται από 

την τοποθέτηση αυτή του τετραέδρου εντός του κύβου. Σε κάθε περιστροφή του 

κύβου αντιστοιχεί και µία περιστροφή του τετραέδρου. ∆ύο διαδοχικές περιστροφές 

mod 8 1 3 5 7 

1 1 3 5 7 

3 3 1 7 5 

5 5 7 1 3 

7 7 5 3 1 
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του κύβου αντιστοιχούν σε δύο διαφορετικές περιστροφές του τετραέδρου. Η f είναι, 

λοιπόν, ένας οµοµορφισµός. 

 

Ορισµός. Πυρήνας (kernel) ενός οµοµορφισµού G΄G:f → , είναι το σύνολο των 

στοιχείων της G, που απεικονίζονται στο ουδέτερο στοιχείο της G΄. Τον πυρήνα της f 

τον συµβολίζουν µε Κ = kerf. 

 

Ισχύουν οι προτάσεις: 

1) Ο Κ = kerf είναι υποοµάδα της G.  

2) Gx∈∀  και fkerk∈ , ισχύει ότι Kxkx 1∈−
. Γράφουµε και KxxK = . 

Είναι, e)x(f)x(f)x(f)k(f)x(f)xkx(f 111 === −−−
.  

          

Ορισµός. Το σύνολο Z των στοιχείων z της G, τα οποία αντιµετατίθεντε µε όλα τα 

στοχεία x της G, καλείται και κέντρον της οµάδας G. Είναι, λοιπόν, 

}xzzx,Gx|Gz{Z =∈∀∈= .  

Ο πυρήνας συνεπώς του οµοµορφισµού f, ταυτίζεται µε το κέντρο Z της οµάδας G. 

 

9. Αυτοµορφισµοί. Με κάθε στοιχείο Gg∈  η απεικόνιση GG:g →φ  που ορίζεται 

από την σχέση Gghg)h(hG 1

g ∈=∋ −φa  αποτελεί έναν εσωτερικό 

αυτοµορφισµό της οµάδας G. Η gφ  είναι ένα – ένα και επί, µιά και η 

1

2

1

1 ggxggx −− ≠  συνεπάγεται την 21 xx ≠  . Εξ’ άλλου, το τυχόν στοιχείο Gx∈  

είναι εικόνα του Gxgg 1 ∈−
. Η gφ  είναι και ισοµορφισµός της G µιά και  

                                   )x()x(ggxggxgxgx)xx( 2g1g

1

2

1

1

1

2121g φφφ === −−−
. 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Έστω }p ,p ,p ,p,p ,p{SG 5432103 ==  (βλέπε σελ. 8). Ως g 

λαβαίνουµε το στοιχείο 3p  (κατοπτρισµός ως προς το ύψος ισοπλεύρου τριγώνου που 

άγεται από την κορυφή 3). Η 5}i0 ,ppp{)S( 1

3i33g ≤≤= −φ . Χρησιµοποιούµε τον 

πίνακα της 3S . Παρατηρούµε ότι 3

1

3 pp =−
 και, στην συνέχεια, υπολογίζουµε ότι, 

0

1

303 pppp =−
, 2

1

35

1

313 pppppp == −−
, 1

1

34

1

323 pppppp == −−
, 3

1

30

1

333 pppppp == −−
, 

5

1

32

1

343 pppppp == −−
, 4

1

31

1

353 pppppp == −−
. Η gφ  στην περίπτωση αυτή, συµπίπτει 

µε την µετάθεση 








453120

543210

pppppp

pppppp
. Παρατηρούµε ότι η )S(p 3g3 φ∈  

εξακολουθεί να διατειρεί την κορυφή 1, δεν συµβαίνει όµως το ίδιο και για τις άλλες 

συµµετρίες.  

Υπάρχουν όµως και οµάδες, που παραµένουν αναλλοίωτες ως προς όλους τους 

εσωτερικούς αυτοµορφισµούς των. Είναι δηλαδή, κατά κάποιο τρόπο “υπερσυµ-

µετρικές” 

 

Παρατήρηση. Τα στοιχεία Gb ,a ∈  αντιµετατίθενται ανν baab = . Συνεπώς το 

µέτρο της µη αντιµεταθεσιµότητος των στοιχείων a και b της G, δίδεται από το 

γινόµενο 
11baba −−
 το οποίο ισούται µε e ανν baab = . Το στοιχείο 

11baba −−
 

καλείται και commutator των στοιχείων a και b.  
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Εισάγουµε την εξής σχέση R επί την G: }axxbµεGx|GG)b,a{(R 1−=∈∃×∈= . Η 

R είναι µιά σχέση ισοδυναµίας. Πράγµατι, α) aeea 1−= . β) Αν  axxb 1−= , τότε και 
1xbxa −=  οπότε αρκεί να λάβουµε 1xx −= . γ) Τέλος, αν έχουµε ότι axxb 1−=  και 

cyya 1−= , τότε, είναι και )yx(c)yx(cyxyxb 111 −−− == . Τα στοιχεία a και b της G, 

που είναι R ισοδύναµα, καλούνται συζυγή στοιχεία (conjugate elements) της G. Το 

σύνολο R/G  περιέχει τις τάξεις }axxbµεGx|Gb{C 1
a

−=∈∃∈= . Τα στοιχεία 

aCb∈  καλούνται συζυγή ως προς a στοιχεία. Οι τάξεις αυτές, αποτελούν έναν 

µερισµό της οµάδας G. Αν συνεπώς, η G έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων και µε 

)C(o a  παραστήσουµε το πλήθος των στοιχείων της aC , τότε, ∑=
a

a )C(o)G(o . 

 

Ορισµός. Το σύνολο των στοιχείων x της G, που αντιµετατίθενται µε το στοιχείο a, 

καλείται Normalizer  N(a) του στοιχείου a. Είναι, λοιπόν, }axxa|Gx{)a(N =∈= . 

 

Πρόταση. Η N(a) είναι υποοµάδα της G. Πράγµατι, µε κάθε )a(Nn,n 21 ∈ , 

)a(Nnn 21 ∈ , µιά και 212121 nanannann == . Εξ’ άλλου, )a(Nn∈∀ , είναι, και 

)a(Nn 1∈− , µιά και, 111111 nannannnan)a(Nnκαι,Gn −−−−−− ==→∈∈  . Άρα, 

11 anan −− = , δηλαδή, )a(Nn 1∈− . 

 

Πρόταση. Για πεπερασµένη οµάδα G, ισχύει ότι, 
))a(N(o

)G(o
)C(o a = . ∆ηλαδή, το 

πλήθος των στοιχείων της aC  είναι ακριβώς τόσο, όσες είναι οι (δεξιά) τάξεις της 

N(a) εν G. 

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι, α) δύο στοιχεία, που ανήκουν στην ίδια δεξιά τάξη 

ισοδυναµίας ως προς N(a) είναι συζυγή ως προς a στοιχεία, ενώ β) δύο στοιχεία της 

G, που ανήκουν σε διαφορετικές δεξιά τάξεις ως προς Ν(a), δεν είναι συζυγή ως προς 

a. Προς τούτο, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ένα-ένα απεικόνιση )a(N/GC:φ a → . 

Έστω, λοιπόν, ότι, z)a(Ny,x ∈ .  

Τότε, znx 1=  και zny 2= , άρα, nyxµε),a(Nnnn 1
21 =∈=∃ − , όπου anna = . Άρα 

και 111 nyx −−− = . Ή  axnyaxx 111 −−− = , οπότε και ayyanynyaxx 1111 −−−− == . Συνε-

πώς, στα διαφορετικά στοιχεία x, y της ίδιας δεξιάς τάξεως N(a)z, αντιστοιχεί το αυτό 

στοιχείο  a
11 Cayyaxx ∈= −− . Για το β), έστω ότι τα x και y ανήκουν σε διαφορετικές 

δεξιές ως προς N(a) τάξεις. Θα δείξουµε ότι και τα συζυγή τους ως προς a στοιχεία 

είναι δυνατόν να ταυτίζονται. Πράγµατι, αν ayyaxx 11 −− =  θα είχαµε και 

11 ayxayx −− = , δηλαδή, το στοιχείο )a(Nyx 1∈− .  

 

Πόρισµα. ∑=
a

))a(N(o

)G(o
)G(o . Η εξίσωση αυτή, ονοµάζεται εξίσωση τάξεως (class 

equation) της οµάδας G.  

 

Παρατήρηση. Στην περίπτωση, που η G είναι Αβελιανή, τότε, για κάθε 

}a{C,Ga a =∈ , οπότε  1)C(o a = , µιά και, }aaxxyµεGx|Gy{C 1
a ==∈∃∈= − . 
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Παράδειγµα. Θεωρούµε την συµµετρική οµάδα 3S  (βλέπε §32), και ζητάµε να 

βρούµε την εξίσωση τάξεως αυτής της οµάδας. Είναι, 1) }p{C 0p0
= .  

2) Για να βρούµε το }xpxpµεSx|Sp{C 1
1

33p1

−=∈∃∈= , Σχηµατίζουµε όλα τα 

γινόµενα της µορφής xpx 1
1− . Από τον πολλαπλασιαστικό πίνακα της 3S  έχουµε ότι, 

              101 ppp = ,  211 ppp = ,  021 ppp = ,  431 ppp = ,  541 ppp = ,  351 ppp = , 

και στην συνέχεια, υπολογίζουµε ότι, 

  ,pppp 101
1

0 =−    ,pppp 111
1

1 =−    ,pppp 121
1

2 =−    ,pppp 231
1

3 =−    ,pppp 241
1

4 =−    

251
1

5 pppp =− . Άρα, }p,p{C 21p1
= .  

3) Λαβαίνουµε κάποιο στοιχείο p, το οποίο δεν ανήκει στην 
0p

C  ή την 
1p

C . Έστω το 

3p . Για να βρούµε το }xpxpµεSx|Sp{C 3
1

33p3

−=∈∃∈= , σχηµατίζουµε όλα τα 

γινόµενα xpx 3
1− . Από τον πολλαπλασιαστικό πίνακα της 3S  έχουµε ότι, 

             303 ppp = ,   513 ppp = ,   423 ppp = ,   033 ppp = ,   243 ppp = ,   153 ppp = , 

και στην συνέχεια, υπολογίζουµε ότι,  ,pppp 303
1

0 =−    ,pppp 413
1

1 =−    ,pppp 523
1

2 =−    

,pppp 333
1

3 =−    ,pppp 543
1

4 =−    453
1

5 pppp =− . Άρα, }p,p,p{C 543p3
= . 

∆εν έχουµε πλέον, στοιχείο p, που να µη ανήκει σε κάποια τάξη.  

Είναι, )C(o)C(o)C(o)G(o
310 ppp ++= , ή 3216 ++= .  

Ας υπολογίσουµε, τώρα, τις υποοµάδες )p(N),p(N),p(N 310 , οι οποίες πρέπει να 

έχουν 1, 2, 3 δεξιές τάξεις εν 3S  αντίστοιχα. 1) }pppp|Sp{)p(N 0030 =∈= . Όµως, το 

0p  αντιµετατίθεται µε όλα τα στοιχεία της οµάδας 3S .  

Άρα 30 S)p(N = , και 1))p(N(o/)S(o)p)p(N(o 0300 ==  

2) }pppp|Sp{)p(N 1131 =∈= . Από τον πολλαπλασιαστικό πίνακα της 3S  βρίσκουµε 

ότι, }p,p,p{)p(N 2101 = . Άρα  και, 2))p(N(o/)S(o)p)p(N(o 1311 == . 

3) }pppp|Sp{)p(N 3333 =∈= . Από τον πολλαπλασιαστικό πίνακα της 3S  βρίσκουµε 

ότι, }p,p{)p(N 303 = . Άρα  και, 3))p(N(o/)S(o)p)p(N(o 3333 == . 

 

Παρατήρηση. Η εξίσωση τάξεως, µπορεί να γραφεί, ∑
≠

+=
ea

))a(N(o

)G(o
1)G(o , µιά και 

όταν ea = , G}xeex|Gx{)e(N ==∈= . Αν, τώρα, το πλήθος των στοιχείων Gz∈ , 

για τα οποία ισχύει η σχέση zxxzµε,Gx 1−=∈∀ , οπότε και γι’ αυτά έχουµε 

G)z(N = , είναι ζ, τότε, η εξίσωση τάξεως γράφεται, ∑
≠

+=
za

))a(N(o

)G(o
ζ)G(o . Το 

σύνολο όµως των στοιχείων Gz∈  για τα οποία είναι zxxz,Gx =∈∀ , το έχουµε 

καλέσει κέντον Ζ της οµάδας G. Η εξίσωση τάξεως γράφεται, λοιπόν, και 

∑
∉

+=
Za

))a(N(o

)G(o
)Z(o)G(o . 

 

Εφαρµογή. 1) Αν mp)G(o = , p αριθµός πρώτος, τότε και 0µ,pµ)Z(o >= . Το 

συµπέρασµα αυτό, έπεται από µιά απλή εφαρµογή της εξίσωσης τάξεως, µιά και κάθε 
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όρος του αθροίσµατος ∑
∉Za

))a(N(o

)G(o
 είναι θετικός ακέραιος (θεώρηµα Lagrange) της 

µορφής pλ a . Άρα ισχύει ότι ∑
∉

=−=
Za

a
m pµpλp)Z(o . 

2) Αν 2p)G(o = , τότε η G έχει υποοµάδα τάξεως p. Η υποοµάδα αυτή, δεν είναι άλλη 

από την Ζ. Πράγµατι, είναι, 








−=−= ∑∑
∉∉ Za

a

Za

a
2 λpppλp)Z(o  και επειδή 

)G(o|)Z(o , αναγκαστικά είναι, p)Z(o = . 

 

Η έννοια του Normalizer γενικεύεται: n}i1  G,a G,  x,axxa{)a(N i

1

i

1

ii ≤≤∈∈= −−
 

Το σύνολο ni1  ),a(N i ≤≤  είναι και αυτό υποοµάδα της G. Στην περίπτωση που η 

G είναι αβελιανή, }e{)a(N i = . 

 

10. Κανονικές (normal) υποοµάδες. Στην  §7 παρατηρήσαµε ότι, οι δεξιά τάξεις µιάς 

υποοµάδας Η εν G συµπίπτουν µε τις αριστερές της τάξεις, αν και µόνον αν για κάθε 

Gx∈  και Hh∈ , ισχύει ότι, hxxh = . Το γεγονός αυτό, µας οδηγεί στον Ορισµό: 

 

Ορισµός. Μία υποοµάδα Η της οµάδας G λέγεται κανονική, (ή αναλλοίωτος, 

invarient), αν και µόνον αν, Gx∈∀  και κάθε Hh∈ , ισχύει ότι, Hxhx 1∈− . 

Γράφουµε, τότε, και GΗ < . 

 

Παρατήρηση. Εφ’ όσον η Η υποοµάδα και Hxhx 1∈− , και το αντίστροφο στοιχείο 

του στοιχείου αυτού ανήκει στην Η. Είναι, λοιπόν, και Hxxh 11 ∈−− . Εξ’ άλλου, αν 

αντί του Gx∈  είχαµε λάβει το Gx 1∈− , θα είχαµε και ότι Hhxx 1 ∈− , ως επίσης και 

Hxhx 11 ∈−− . Από τις σχέσεις αυτές έπεται ότι, η Η είναι κανονική υποοµάδα, αν και 

µόνον αν Gx∈∀ , HxHx 1 =−  Στην περίπτωση αυτή, πολύ εύκολα µπορούµε να 

δείξουµε ότι, οι δεξιά τάξεις της Η εν G συµπίπτουν µε τις αριστερά τάξεις της Η εν 

G. 

 

Αν Η κανονική υποοµάδα της G, τότε, το γινόµενο δύο δεξιά (αντ. αριστερά) τάξεων, 

είναι και πάλι µιά δεξιά (αντ. αριστερά) τάξις. Πράγµατι είναι, HabHHabHaHb == . 

Το σύνολο συνεπώς H/G των δεξιά (ή αριστερά) τάξεων, αποτελεί οµάδα, αν και 

µόνον αν Η κανονική υποοµάς της G. Ουδέτερο στοιχείο της οµάδας αυτής, είναι το η 

τάξη HHe = . Το πλήθος των στοιχείων της H/G  είναι, βέβαια, ίσο προς )H(iG . 

Έχουµε, λοιπόν, 
)H(o

)G(o
)H/G(o = . 

Ερχόµαστε, τώρα, να δούµε τις επιπτώσεις που έχει το 

Θεώρηµα της §5 ενότητα “Σύνολα”, για την περίπτωση που, 

η σχέση ισοδυναµίας R ορίζεται µέσω της κανονικής 

υποοµάδος Η. Έχουµε, τότε, το δίπλα αντιµεταθετικό 

διάγραµµα. Στο διάγραµµα αυτό, η προβολή p ορίζεται από 

την σχέση, H/GHxxG ∈∋ a . Η p είναι ένας 

οµοµορφισµός της οµάδας G επί την οµάδα H/G .  

Πράγµατι, )x(p)x(pHxHxxxHxHx)xx(p 212121
2

2121 ==== . Αν  f οµοµορφισµός, 

που πληροί τις συνθήκες του θεωρήµατος της §5, τότε, η SH/G:g →  ισοµορφισµός. 

Γράφουµε και SH/G ≅ . Ακόµα, το διάγραµµα αυτό µας δείχνει ότι, )e(f)H(g = , και 

f

p

G G/H

S

g
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το στοιχείο αυτό, είναι το ουδέτερο στοιχείο e΄ της οµάδας S. Εξ’ άλλου, στο e΄ 

απεικονίζονται και όλα τα άλλα στοιχεία της υποοµάδας H της G. Το H είναι, λοιπόν, 

υποσύνολο του πυρήνα Κ του οµοµορφισµού f. Φανερά, ο f είναι ισοµορφισµός, αν 

και µόνον αν }e{H = .  

Ακόµα, µπορούµε να έχουµε το παραπάνω διάγραµµα και στην περίπτωση, που η f 

είναι ένας οµοµορφισµός SG:f → , µε πυρήνα Κ, που συµπίπτει, όπως είδαµε, µε το 

κέντρο Z της G, (βλέπε §34), και είναι φανερά, κανονική 

υποοµάς της G. 

Έστω Η΄ µία υποοµάς της S και ΄}H)x(f|Gx{H ∈∈= . Το 

Η είναι, τότε, 

υποοµάς της G, 

η οποία µάλιστα, 

περιέχει τον πυρήνα Κ του οµοµορφισµού 

f. Πράγµατι, αν Hh,h 21 ∈ , τότε και 

H΄)h(f)h(f)hh(f 2121 ∈= , και συνεπώς, 

Hhh 21 ∈ . Εξ’ άλλου και Hh∈∀ , και Hh 1∈−  µιά και H΄)h(f)h(f 11 ∈= −− . Αν 

επιπλέον SH΄< , τότε, και GH < . Έχουµε, λοιπόν, και το δίπλα αντιµεταθετικό 

διάγραµµα όπου η g΄ ισοµορφισµός. Αν λάβουµε ως S την K/G  και ως Η΄ την 

K/H , λόγω των g ισοµορφισµών, έχουµε και τον  

 

ισοµορφισµό )K/H/()K/G(H/G:i → . 

 

Εφαρµογή. Αν 2)H(iG = , τότε GH < , µιά και, η G µερίζεται ήτε ως {Η, Ηx}, 

Hx∉ , ήτε {Η, xΗ}. Άρα, xHHx = . Εξ’ άλλου, αν Hx∈ , τότε, xHHHx == . 

 

Πρόταση. Αν GH <  και Α οιαδήποτε υποοµάδα της G, τότε η GAH <∩ , και 

έχουµε τον ισοµορφισµό H/HA)HA/(A ≅∩ . 

Απόδειξη. α) Το ότι η AH∩  είναι οµάδα το γνωρίζουµε (βλέπε §31). Το ότι η 

AH∩  είναι κανονική υποοµάδα της Α, έπεται από το γεγονός ότι GHAH <⊆∩ . 

Η )HA/(A ∩  είναι λοιπόν οµάδα, και έχουµε τον οµοµορφισµό )HA/(AA:p ∩→ . 

β) Αρκεί να δείξουµε ότι, έχουµε και τον οµοµορφισµό H/HAA:f → . 

Παρατηρούµε ότι, τα στοιχεία της οµάδας πηλίκον H/HA  έχουν την µορφή Ηg όπου 

HAg∈ . Ορίζουµε την f ως εξής: HhaaA a∋ , ή την HaaA a∋ , που είναι ο 

γνωστός οµοµορφισµός H/AA:p → . 

 

Παρατήρηση. Αν GH <  και Α οιαδήποτε υποοµάδα της G, τέτοια ώστε, 

GAH << , τότε είναι και H/GH/A < . 

 

11. Το θεώρηµα του Sylow. Το θεώρηµα του Lagrange βεβαιώνει ότι, αν η οµάδα G 

έχει υποοµάδα Η, τότε είναι )G(o|)H(o . Ισχύει άραγε το αντίστροφο; Αν δηλαδή 

)G(o|k , υπάρχει υποοµάδα Η της G, µε k)H(o = ; Η απάντηση είναι όχι. Για 

παράδειγµα η εξ’ εναλλαγής οµάδα 4A  µε 12)A(o 4 = , ουδεµία υποοµάδα έχει 

τάξεως 6k =  (βλέπε §31). Έχουµε, όµως, το (πρώτο) θεώρηµα του Sylow: Έστω 

οµάς G, p πρώτος, και mp  η µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί την τάξη της G. Η 

G περιέχει, τότε, µία υποοµάδα Η µε mp)H(o = . Η οµάς αυτή Η, καλείται και Sylow 

p-υποοµάς της οµάδας G.  

f

p

H H/K

H΄

g

 

f
S

p
G/H

S/H΄

G

p΄

g
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Για παράδειγµα, Η 4S  έχει 3224)S(o 3
4 ×== , και περιέχει την υποοµάδα των 

συµµετριών του τετραγώνου, που έχει 823 =  στοιχεία, ως επίσης την οµάδα 

}τ,τ,p{ 210 , υποοµάδα της  4A , για την οποία έχουµε ότι, 12021 ττpττ ==  και 

1
2
22

2
1 ττ,ττ ==  (βλέπε §32). 

 

Θα αποδείξουµε, πρώτα, το θεώρηµα του Sylow, για την περίπτωση, που η G είναι 

Αβελιανή οµάδα.Αρχίζουµε µε το 

 

Θεώρηµα του Cauchy (για Αβελιανές οµάδες 1854). Έστω G πεπερασµένη 

Αβελιανή οµάς και )G(o|p , p πρώτος. eaµε,Gaτεότ p =∈∃ . 

Απόδειξη, µε επαγωγή πάνω στην )G(o . Για 1)G(o = το θεώρηµα ισχύει τετριµµένα. 

Επίσης αν  p)G(o = , τότε, όπως είδαµε στη §33, η G είναι κυκλική οµάς, και άρα, 

ea,Ga ∉∈∀ , είναι ea p = . Έστω, λοιπόν, ότι n)G(o = , και ότι το θεώρηµα ισχύει 

nk <∀ . Θα δείξουµε ότι ισχύει και για την τιµή nk = . Ας υποθέσουµε, λοιπόν, ότι η 

G έχει την υποοµάδα }e{N ≠  για την οποία ισχύει η επαγωγική µας υπόθεση, ότι 

δηλαδή, ebµε,Nb p =∈∃  και  )N(o|p . Θα πρέπει να δείξουµε ότι και )G(o|p . 

Έστω, λοιπόν, ότι ο p δεν διαιρεί την τάξη της οµάδας G. Θεωρούµε την οµάδα N/G  

για την οποία έχουµε ότι, 
)N(o

)G(o
)N/G(o =  και επειδή )N(o|p , )G(o

)N(o

)G(o
|p < . Εξ’ 

άλλου, η N/G  είναι Αβελιανή, µιά και η G είναι και αυτή Αβελιανή. Πληροί, λοιπόν, 

την επαγωγική µας υπόθεση και έστω Χ µία τάξη της N/G , NX ≠ , (που είναι το 

ουδέτερο στοιχείο της N/G ), για την οποία NXp = . Είναι, NcX = , Nc∉ , οπότε 

και bc ≠ , και συνεπώς, ppp Nc)Nc(XN === . Άρα Nc p ∈ , οπότε και 

p)N(o)N(op )c()c(e == . Όµως, και e)b(b p)N(op == . Άρα, p)N(op)N(o bc = , απ’ όπου 

bc = , άτοπον. 

 

Θεώρηµα του Cauchy. Αν p αριθµός πρώτος και )G(o|p , τότε η G έχει κυκλική 

υποοµάδα τάξεως p. 

 

)G(op 1m+
Θεώρηµα.  Αν )G(o|pm αλλά , p πρώτος, τότε υπάρχει υποοµάδα της G τάξεως 

mp .

Απόδειξη. Θα βρούµε ένα στοιχείο Ga∈ , τέτοιο ώστε, ea p = . Υποθέτουµε ότι, το 

θεώρηµα ισχύει για κάθε υποοµάδα G΄ της G, τάξεως )G(o)G΄(o < . (Επαγωγική µας 

υπόθεση). Έστω ότι, ο p δεν διαιρεί την τάξη καµιάς υποοµάδας της G. Ιδιαίτερα, 

έστω το Za∉ , και θεωρούµε την G)a(N ≠ . Έχουµε ότι, (βλέπε §35), 

∑
∉

+=
Za

))a(N(o

)G(o
)Z(o)G(o , απ’ όπου, όπως είδαµε, προκύπτει ότι, )Z(o|p , αντίθετα 

µε την υπόθεσή µας. Άρα, GZ = , οπότε η G είναι Αβελιανή, και ερχόµαστε στην 

προηγούµενη περίπτωση. 

Απόδειξη. Με επαγωγή. Το θεώρηµα αληθεύει, όπως είδαµε, για 2p)G(o = . 

Υποθέτουµε ότι το θεώρηµα αληθεύει για κάθε υποοµάδα της G (επαγωγική 

υπόθεση). Έστω ότι qp)G(o m= . Θεωρούµε την οµάδα Z/G . Αυτή, λόγω της 

υποθέσεως της επαγωγής µας, περιέχει µιά Sylow υποοµάδα τάξεως 1mp − , την Z/H . 

Έχουµε, όµως, ότι )Z/H/()Z/G(H/G:i → (βλέπε §36). Άρα, και, 
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)Z/H(o/)Z/G(o)H/G(o = , ή 
1m

1mm

p

qp

h

qp
−

−

= , ή mph = , όπου h η τάξη της οµάδας 

H.  

 

Εφαρµογή. Αν 1)n,m( = , τότε η nm ZZ ×  είναι κυκλική και ισόµορφος της mnZ . Το 

συµπέρασµα αυτό εύκολα επεκτείνεται και στην περίπτωση, που έχουµε r παράγοντες 

ανά δύο πρώτους µεταξύ τους. Μετά από όσα είδαµε µέχρις εδώ, ο αναγνώστης 

αντιλαµβάνεται, ότι η πρόταση αυτή, δεν είναι τίποτα άλλο, από µία µεταφορά του 

θεµελειώδους θεωρήµατος της αριθµητικής (βλέπε §15) στις οµάδες. Έτσι, αν 

n)G(o = , και ∏
=

=
k

1i

m
i

ipn  µία ανάλυση του n σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, 

υπάρχουν, τότε, k υποοµάδες  τάξεως im
ii p)H(o = , το γινόµενο των οποίων είναι 

ισόµορφο της G. Προσοχή όµως. Ενώ η παράστασις ∏
=

k

1i

m
i

ip  είναι µοναδική, η 

i
k
1i HG =×=  δεν είναι. 

 

12. Υποκανονικές και Κανονικές σειρές. Επιλύσιµες οµάδες. Υποκανονική σειρά 

της οµάδας G, ονοµάζουµε µιά πεπερασµένη ακολουθία n10 HHH ⊆⊆⊆ K  , όπου 

1ii HH +< , }e{H0 =  και GH n = . Κανονική καλείται η προηγούµενη ακολουθία, αν 

και µόνον αν, GH i < . Παρατηρούµε ότι, µία κανονική σειρά είναι πάντα και 

υποκανονική, όχι όµως και το αντίθετο, εκτός και αν η G είναι Αβελιανή οµάδα. Για 

παράδειγµα, εν 4S , έχουµε την υποκανονική σειρά }p{ 0 , }p,p{ h0 , Κ, G (βλέπε §32).                                                                                                                                                                                 

Μία υποκανονική (αντ. κανονική) σειρά }K{ j είναι λεπτοτέρα της }H{ i , αν και 

µόνον αν, η }K{ j  έχει τους ίδιους άκρους όρους µε την }H{ i , και κάθε όρος της 

σειράς }H{ i  είναι και όρος της σειράς }K{ j . Μία λεπτοτέρα σειρά Κ, έχει συνεπώς 

πλήθος όρων ≥  του πλήθους των όρων της σειράς Η. 

 

Ορισµός. Μία οµάδα G, η οποία δεν περιέχει υποοµάδα GH ⊂  τέτοια ώστε GH < , 

καλείται απλή (simple). Η υποοµάδα Η καλείται µεγίστη εν G, αν και µόνον αν δεν 

υπάρχει άλλη υποοµάδα Η΄ εν G, τέτοια ώστε, GH΄H ⊂⊂ . 

 

Παρατήρηση. Μία οµάδα G είναι δυνατόν να έχει περισσότερες από µία υποοµάδες, 

που να είναι µέγιστες µέσα σ’ αυτήν. Για να τις προσδιορίσουµε, ανατρέχουµε στο 

διάγραµµα του Hasse των υποοµάδων της οµάδας G. Έτσι, αν 3SG = , οι υποοµάδες 

}p,p{ i0 , i = 3, 4, 5 και 3A  είναι µέγιστες υποοµάδες. 

 

Κριτήριο. Η υποοµάδα Η είναι µεγίστη κανονική υποοµάδα της G, αν και µόνον αν, 

η H/G  είναι απλή οµάδα. Στην περίπτωση αυτή ο δείκτης G)H(i  είναι αριθµός 

πρώτος. 

 

Ορισµός. ∆ύο υποκανονικές (κανονικές) σειρές }H{ i  και }K{ j  της ιδίας οµάδος G 

είναι ισόµορφες, αν υπάρχει αντιστοιχία ένα προς ένα ανάµεσα στις οµάδες πηλίκα  

}H/H{ i1i+  και }K/K{ j1j+  έτσι ώστε, οι αντίστοιχες οµάδες πηλίκα, να είναι 

ισόµορφες. 
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Παρατηρήσεις. Κάθε κυκλική οµάδα της οποίας η τάξις είναι αριθµός πρώτος, είναι 

απλή. Μία συνθετική σειρά (composition series) της οµάδας G, είναι µία 

υποκανονική σειρά της G, της οποίας κάθε όρος είναι απλή οµάς, και ≠ της {e}. 

Συνεπώς µία συνθετική σειρά δεν έχει άλλες εκλεπτύνσεις πλην του εαυτού της. Κάθε 

πεπερασµένη οµάδα G, έχει µία τουλάχιστον συνθετική σειρά. Η σειρά αυτή 

κατασκευάζεται αν λάβουµε την µεγίστη κανονική υποοµάδα 1N  της G, στην 

συνέχεια την µεγίστη κανονική υποοµάδα 2N  της 1N , κ.ο.κ. µέχρις όυου φθάσουµε 

στην {e}. 

 

Θεώρηµα των Jordan - Hölder. ∆ύο συνθετικές σειρές µιάς πεπερασµένης οµάδας 

G, είναι ισόµορφες. 

Απόδειξη. Έστω οι συνθετικές σειρές  

              }e{NNG κ1 =<K<>  (1)    και   }e{MMG λ1 =<K<>   (2).  

Θα πρέπει να δείξουµε ότι, λκ =  και ότι, 1ii1ii M/MN/N ++ ≅ . Αν 1κ = , έχουµε την 

συνθετική σειρά }e{G < , η οποία είναι και η µοναδική, µιά και η οµάδα G είναι 

απλή. Κάνουµε επαγωγή στο κ. Υποθέτουµε ότι το θεώρηµα ισχύει για όλες τις <  του 

κ τιµές. Παρατήρηση. Αν είναι 11 MN = , τότε δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε, 

µιά και καλυπτώµεθα από την επαγωγική υπόθεση.  

Ας είναι, λοιπόν, 11 MN ≠ , σχηµατίζουµε την τοµή GMN 11 <∩ , και την συνθετική 

σειρά που αυτή παράγει. Παρατηρούµε ότι, GMN 11 = , µιά και αν GMN 11 ≠ , επειδή 

111 NMN >  η 1N  (όµοια και για την 1M ), δεν θα ήταν µεγίστη.   

Ισχύει ότι, (βλέπε §36), 1111 MN/MN/G ∩≅  και 1111 MN/NM/G ∩≅ . 

Θεωρούµε, τώρα,  και τις συνθετικές σειρές: 

}e{KKMNNG µ3111 =∩ <K<<<>   (3) 

                                και   }e{KKMNMG µ3111 =∩ <K<<<>   (4). 

Οι συνθετικές σειρές (1) και (3) ως επίσης και οι (2) και (4), καλύπτονται από την 

προηγούµενη παρατήρηση. Αποµένουν, συνεπώς δύο “διαφορετικές” συνθετικές 

σειρές: Οι (3) και (4). Το θεώρηµα θα έχει αποδειχθεί, αν και µόνον αν 

11 M/GN/G ≅ , ή ισοδύναµα, ότι 111111 MN/NMN/M ∩≅∩ , ισοµορφισµός, που 

καλύπτεται από την επαγωγική υπόθεση. 

 

Πόρισµα (Schreier). ∆ύο υποκανονικές (κανονικές) σειρές µιάς οµάδας G, έχουν 

ισόµορφες εκλεπτύνσεις. 

 

Ορισµός. Μία οµάδα G είναι επιλύσιµος, αν και µόνον αν έχουµε υποκανονική 

(κανονική) σειρά, τέτοια ώστε, 
iH1i )H(i + = αριθµός πρώτος.  

 

Παρατήρηση. Μία οµάδα G που έχει συνθετική σειρά, για την οποία 
iH1i )H(i + = 

αριθµός πρώτος, είναι και επιλύσιµος, σύµφωνα µε το παραπάνω κριτήριο. 

 

Παραδείγµατα 1. Η εξ’ εναλλαγής οµάδα (= η υποοµάδα των αρτίων µεταθέσεων) 

nA  είναι µεγίστη κανονική υποοµάδα της nS . Πράγµατι, είναι 2)A(i
nSn = . Άρα, 

(βλέπε §36), η nn SA < , και, για τον ίδιο λόγο, η nn S/A  απλή. Σύµφωνα, λοιπόν, µε 

το παραπάνω κριτήριο η nA  είναι µεγίστη. 

                         2. Ας βρούµε τις συνθετικές σειρές της nS , για n = 1, 2, 3, 4, . . .  . 
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α) Για 1n = , }p{S 01 = , και, συνεπώς, πρόκειται για τετριµµένη περίπτωση 

επιλυσίµου οµάδος. 

β) Για 2n = , ( )}21,p{S 02 = . Η υποκανονική σειρά }p{,S 02 δείχνει ότι, η 2S  

είναι επιλύσιµος. 

γ) Για 3n = , 6)S(o 3 =  και ανατρέχουµε στο διάγραµµα των υποοµάδων της 3S  στην 

§36. 

Έχουµε τις σειρές }p{,A,S 033  και }e{},p,p{,S i03 , µε i = 3, 4, 5. Οι τάξεις των 

οµάδων αυτών, είναι αντίστοιχα, 6, 3, 1 και 6, 2, 1. Σε κάθε σειρά µε κ στοιχεία, 

αντιστοιχούµε την µε 1κ −  στοιχεία σειρά των δεικτών )H(o/)H(o)H(i i1iH1i i ++ = . 

Για να είναι η σειρά των υποοµάδων συνθετική, θα πρέπει κάθε όρος της, να είναι 

απλή οµάδα. Για τις παραπάνω συνθετικές σειρές, έχουµε σειρά δεικτών {2, 3} και 

{3, 2}. Κάθε µία σειρά, λοιπόν, απ’ αυτές, είναι και συνθετική. Άρα η 3S  είναι 

επιλύσιµος οµάς. 

δ) Για 4n = , 24)S(o 4 = , 12A4 = , 2)A(i
4S4 = . Μπορούµε, συνεπώς, να αρχίσουµε 

την κατασκευή τις συνθετικής µας σειράς µε δύο πρώτους όρους τις οµάδες 4S  και 

4A . Το 4A , όπως είδαµε, δεν έχει υποοµάδες µε τάξη 6 και δείκτη 2. Έχει όµως, δύο 

(Sylow) υποοµάδες µε τάξη 4 και δείκτη 3. Κάθε µία απ’ αυτές, έχει τρείς υποοµάδες 

µε τάξη 2 και δείκτη 2. Τέλος, κλείνουµε τις συνθετικές σειρές µας, µε την }p{ 0 . Η 

4S  είναι, λοιπόν, επιλύσιµος. 

ε) Για 5n ≥  θα δείξουµε ότι, η nA  δεν περιέχει καµία κανονική υποοµάδα }p{ 0≠ , 

δηλαδή, ότι η nA  είναι απλή. Για τον σκοπό αυτό, αποδεικνύουµε πρώτα το 

Λήµµα. Αν η 3n,AH n >< , περιέχει µία κυκλική υποοµάδα τάξεως 3, τότε, 

nAH = . 

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η κυκλική µας υποοµάδα Η, παράγεται από την κυκλική 

µετάθεση ( )321 . Για 3n = , 3AH = , και δεν έχουµε να αποδείξουµε τίποτα. Για 

3n > , επειδή η Η είναι κανονική υποοµάδα της nA , περιέχει κάθε µετάθεση της 

µορφής ( )p321p 1− , όπου p αρτία µετάθεση της nS . Ιδιαίτερα αν 

( ) 3k,k23p >= , ( ) ( ) H2k1p321p 1 ∈=−  και συνεπώς, 

( ) ( ) Hk212k1
2 ∈= , για K,4,3k =  . Όµως, ακριβώς αυτές είναι όλες οι 

άρτιες µεταθέςεις της nS . Άρα nAH = . 

Είµαστε, τώρα, έτοιµοι να δείξουµε ότι, η Η είναι απλή υποοµάδα της nA , για 5n ≥ . 

Απόδειξη. Έστω nAH < . Κάθε στοιχείο της Η είναι µία µετάθεση, την οποία 

µπορούµε να την γράψουµε ως γινόµενο κυκλικών µεταθέσεων (βλέπε §30) Το τυχόν 

Hh∈  γράφεται, λοιπόν, k1 hhh K= , όπου ih  ανεξάρτητοι κύκλοι της µορφής 

( )i1h i K= .  Η µετάθεση ( ) H321p ∈=  και αντιµετατίθεται µε κάθε στοιχείο 

της Η. Αν Hh∈  τότε και Hphphp)hh(p k
1

1k1
1 ∈= −−

KK . Θεωρούµε, τώρα, και 

το Hh)php( 1
kk

1 ∈−− . Είναι,  

( )( )( )( ) ( )( ) ( ) Hk311kk41321k123k1321 ∈== KKKK

. 

Η Η περιέχει, λοιπόν, κυκλική υποοµάδα, αυτήν που παράγεται από την ( )k31 , 

τάξεως 3. Σύµφωνα µε το λήµµα είναι, nAH = . 
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Για 5n ≥  έχουµε την συνθετική σειρά }p{AS 0nn >>  µε αντίστοιχο σειρά δεικτών 

2, 
2

!n
. Ο 

2

!n
 όµως δεν είναι πρώτος. Άρα η nS  δεν είναι επιλύσιµος. 

 


