Εξέταση στη Μη Γραμμική Δυναμική

Ιούνιος 2001

Απαντήστε σε όλα τα ερωτήματα με λιτότητα και σαφήνεια. Οι απαντήσεις πρέπει να παραδοθούν την Πέμπτη 28 Ιουνίου και ώρα 13:00 στο γραφείο μου.

Θέμα  1

Αποδείξτε ότι η τροχιά 
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 αποτελεί  περιοδική τροχιά του δυναμικού συστήματος:
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η οποία σχηματίζει στο χώρο των φάσεων την έλλειψη : 
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Προσδιορίστε τον δυναμικό πίνακα 
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 εξέλιξης μικρών  διαταραχών περί την περιοδική τροχιά:
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Αποδείξτε ότι μία λύση του συστήματος αυτού είναι η 
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, όπου 
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 η περιοδική τροχιά.  Ποιος  ο εκθέτης Lyapunov αυτής της λύσης ; Ισχύει αυτό το συμπέρασμα γενικά ; Τι σημαίνει ;  

Εάν 
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 είναι ο διαδότης του συστήματος (1)  αποδείξτε  ότι γενικά θα ισχύει 
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Μπορείτε να προσδιορίστε μία ιδιοσυνάρτηση του διαδότη μίας περιόδου ; Υπολογίστε  την ορίζουσα του διαδότη μίας περιόδου και προσδιορίστε, κάνοντας χρήση και της προηγούμενης παρατήρησης, τις ιδιοτιμές αυτού. Προσδιορίστε τον αριθμό Lyapunov των διαταραχών και αποφανθείτε για την ευστάθεια της περιοδικής τροχιάς. 

Θέμα  2

Θεωρήστε το μηχανικό σύστημα
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με 
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.  Προσδιορίστε τα σημεία ισορροπίας και την ευστάθειά των. Χρησιμοποιώντας  τη μέθοδο των πολλαπλών χρόνων δείξτε ότι 
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 ο αργός χρόνος, και προσδιορίστε, από την απαίτηση η λύση σας να έχει ισχύ και για χρόνους 
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, τις εξισώσεις που προσδιορίζουν τις συναρτήσεις 
[image: image16.wmf]A

 και 
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. Πώς μεταβαίνει το μηχανικό σύστημα στο σημείο ισορροπίας ;  

Θέμα  3

Ο διαδότης εξέλιξης  ενός δυναμικού συστήματος  δύο διαστάσεων για ένα χρονικό διάστημα 
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 είναι ο πραγματικός πίνακας 
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. Ο διαδότης αναλύεται στα ιδιάζοντα διανύσματά του
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όπου 
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 ο πίνακας που έχει ως κολώνες του τα εξ αριστερών ιδιάζοντα διανύσματα, 
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 ο πίνακας που έχει ως κολώνες του τα εκ δεξιών ιδιάζοντα διανύσματα, και 
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 ο διαγώνιος πίνακας με τις αντίστοιχες ιδιάζουσες τιμές 
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. Αναλύουμε μία τυχαία πραγματική κατάσταση του συστήματος στη βάση των εκ δεξιών ιδιαζόντων διανυσμάτων 
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]2
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όπου 
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 η τυχαία γωνία που σχηματίζεται από το τυχαίο διάνυσμα 
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 και το 
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. Υπολογίστε το
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 καθώς επίσης και το μέτρο του, 
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, συναρτήσει των ιδιαζόντων τιμών και της γωνίας 
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Εάν η δυναμική διατηρεί το εμβαδόν  στο χώρο των φάσεων ποία σχέση ικανοποιείται από τις ιδιάζουσες τιμές ; Προσδιορίστε σε αυτήν την περίπτωση τις γωνίες 
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για τις οποίες  
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>1. Εάν η πιθανότητα επιλογής της γωνίας 
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 ήταν σταθερή και ανεξάρτητη της γωνίας 
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,  σχεδιάστε το αναμενόμενο μέσο μέτρο του 
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, συναρτήσει της μέγιστης ιδιάζουσας τιμής (εδώ θα χρειαστείτε αριθμητική ολοκλήρωση ή πίνακες ελλειπτικών συναρτήσεων). Ποιό είναι το συμπέρασμα σας ;  

Θέμα  4
Θεωρήστε ότι ο πληθυσμός των ψαριών, 
[image: image44.wmf]x

,  σε μία περιοχή ακολουθεί την εξής λογιστική εξίσωση:
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]f
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όπου έχουμε υποθέσει ότι ο ρυθμός αλίευσης , 
[image: image47.wmf]f

, είναι σταθερός. Με συντομία αναφέρατε τη φυσική σημασία των σταθερών 
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 και 
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α) Αποδείξτε ότι υπάρχει ένας κρίσιμος ρυθμός αλίευσης 
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 τέτοιος ώστε όταν 
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 υπάρχουν δύο πληθυσμοί σε «ισορροπία», εκ των οποίων ο ένας μόνο είναι πραγματοποιήσιμος.

β) Ψαράδες ανακαλύπτουν μία μέχρι περιοχή η οποία μέχρι τη στιγμή εκείνη δεν είχε υποστεί καμία αλιευτική εκμετάλλευση και αρχίζουν να ψαρεύουν με ρυθμό 
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. Αποδείξτε ότι ο πληθυσμός των ψαριών θα εξαφανισθεί σε πεπερασμένο χρόνο 
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. Δεν χρειάζεται να υπολογίσετε ακριβώς τον 
[image: image54.wmf]0

t

 αλλά εκτιμήστε τον.

γ) Κάντε μια γραφική παράσταση του ασυμπτωτικού πληθυσμού των ψαριών συναρτήσει του ρυθμού αλίευσης 
[image: image55.wmf]f

.

Γιατί δεν θα προτείνατε στους ψαράδες της περιοχής που θα επισκεφθείτε το καλοκαίρι (αν βεβαίως προτιμήσετε τη θάλασσα από το βουνό ή την πόλη) να ψαρεύουν με ρυθμό που είναι μόλις λίγο μικρότερος από τον 
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 ;

Καλή σας επιτυχία και καλές διακοπές.
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