Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΣΤΑΣΙΜΗΣ ΦΑΣΗΣ

Πολλοί νόμοι της φύσης μπορούν να γίνουν ευκολότερα καταληπτοί από την ασυμπτωτική συμπεριφορά ορισμένων ολοκληρωμάτων. 

Ένας από τους πρώτους ασυμπτωτικούς νόμους είναι ο τύπος  που ανακάλυψε ο   Stirling στις αρχές του 18ου αιώνα:
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όπου το σύμβολο ~ σημαίνει ότι ο λόγος των δύο όρων τείνει προς τη μονάδα όταν το 
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. Το καταπληκτικό με αυτό τον ασυμπτωτικό τύπο είναι ότι είναι ακριβής ακόμα και για μικρές τιμές του 
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, που παρουσιάζει λάθος μικρότερο από 
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.  Αυτό είναι σύνηθες στις ασυμπτωτικές εκτιμήσεις:  είναι ακριβείς  ακόμα και για  μικρές τιμές της ασυμπτωτικής  παραμέτρου.

Η ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ ΤΟΥ STOKES
Η μέθοδος της στάσιμης φάσης χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Stokes για να εκτιμήσει την ασυμπτωτική  συμπεριφορά  του ολοκληρώματος:
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για μεγάλες θετικές τιμές του  
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. Ας ονομάσουμε φάση του συνημιτόνου την 
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είναι φανερό ότι για μεγάλες τιμές του 
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 όπου η φάση είναι στάσιμη. Το συνημίτονο λαμβάνει ραγδαία  εναλλασσόμενες τιμές όταν μεταβάλλεται το 
[image: image16.wmf]w
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 όπου η φάση είναι στάσιμη. Ο  Stokes συνειδητοποίησε ότι η συμβολή στο ολοκλήρωμα από τις περιοχές της 
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 στις οποίες η φάση μεταβάλλεται είναι ασυμπτωτικά αμελητέα, και ότι η κύρια συμβολή στο ολοκλήρωμα  προέρχεται για μεγάλες τιμές της 
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 μόνο από τις περιοχές στάσιμη φάσης. Εφόσον αναμένεται η συμβολή να προέρχεται μόνο από τη περιοχή του 
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όπου το μικρότερο όριο του ολοκληρώματος λήφθηκε στο 
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 δεδομένου ότι η μόνη συμβολή στο ολοκλήρωμα είναι αυτή περί το 
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, οπότε δεν έχει ασυμπτωτική συμβολή το επεκταμένο τμήμα του ολοκληρώματος.

Μένει να υπολογίσουμε αυτό το απλούστερο ολοκλήρωμα, το οποίο μπορούμε να το υπολογίσουμε ακριβώς.

ΓΚΑΟΥΣΙΑΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ
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Ερχόμαστε στον υπολογισμό του ολοκληρώματος:
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Ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα αυτό για θετικές τιμές του χρόνου.

Θεωρώ την ολοκλήρωση στο μiγαδικό επίπεδο 
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. Επειδή η εκθετική συνάρτηση είναι αναλυτική  συνάρτηση του 
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[image: image31.wmf]

[image: image32.wmf]0

)

exp(

2

=

ò

GD

A

AB

dk

itk

,

[image: image111.png]Re(k)



όπου τα Β και τα Α βρίσκονται συμμετρικά στα σημεία 
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  με τον πραγματικό άξονα. Αν τα ολοκλήρωματα στα κυκλικά τόξα ΒΓ και ΑΔ τείνουν στο μηδέν όταν 
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επειδή κατά την ολοκλήρωση κατά μήκους της ευθείας 
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Τα ολοκληρώματα στα τα τόξα ΒΓ και ΑΔ τεινουν στο μηδέν.  Ας εκτιμήσουμε τη συνεισφορά του ολοκληρώματος στο τόξο   ΒΓ: 
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Θα έχω τότε χρησιμοποιώντας την ανισότητα 
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Συνεπώς για 
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υπολογίσαμε τη συνάρτηση 
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Τι συμβαίνει για αρνητικούς χρόνους; Σε αυτή τη περίπτωση τα ολοκληρώματα στα τόξα ΒΓ και ΑΔ, αποκλίνουν. Πρέπει να χρησιμοποιηθεί μία άλλη διαδρομή. Εύκολα διαπιστώνετε ότι αρκεί να λάβετε τη διαδρομή Γ’Δ’ τη συμμετρική της ΓΔ ως προς το πραγματικό άξονα που σχηματίζει γωνία 
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Μπορούμε συνoπτικά να γράψουμε ότι 
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όπου η συνάρτηση 
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 δηλώνει το πρόσημο του χρόνου,  δηλαδή μπορούμε αναλυτικά να επεκτείνουμε τον τύπο  
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ΤΟ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑ ΤΟΥ STOKES
Αν εφαρμόσουμε τον παραπάνω τύπο στο ολοκλήρωμα  (1) έχουμε ότι 


[image: image58.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

4

)

(

cos

3

~

)

(

0

3

0

2

/

1

0

p

w

w

w

p

t

t

t

z


[image: image112.png]cos (¢ (@)
4

T
oy = (132



Ελέγχουμε την ακρίβεια της ασυμπτωτικής μορφής υπολογίζοντας αριθμητικά το ολοκλήρωμα 
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(το ανώτερο όριο λήφθηκε 1, αντί άπειρο για να διευκολύνουμε την αριθμητική ολοκλήρωση). Τα αποτελέσματα της αριθμητικής ολοκλήρωσης και του ασυμπτωτικού υπολογισμού παρατίθενται στο σχήμα. Βλέπετε ότι ακόμα και για 
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 η ασυμπτωτική έκφραση είναι ακριβής.

Η ΓΕΝΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ

Επικεντρώνουμε τώρα τη προσοχή μας στο προσδιορισμό της ασυμπτωτικής συμπεριφοράς του ολοκληρώματος:
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για μεγάλες και θετικές τιμές του 
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 είναι πραγματικές και η ολοκλήρωση είναι επί της πραγματικής ευθείας. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει μόνο ένα σημείο 
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. Τότε ακολουθώντας τη μέθοδο του  Stokes  η κύρια συμβολή θα προέρχεται από τη περιοχή του στάσιμου σημείου 
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ασυμπτωτικά αναμένω 
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οπότε κάνοντας χρήση των Γκαουσιανών ολοκληρωμάτων που υπολογίσα, έχω:
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ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΟΜΑΔΑΣ (GROUP VELOCITY)

Υποθέστε ότι έχω κύματα της μορφής 
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όπου h μία πολύ μικρή παράμετρος, έτσι ώστε το 1/h να παίζει το ρόλο της ασυμπτωτικής παραμέτρου. Ο κυματαριθμός είναι ο 
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 εξαρτάται από το κυματάριθμο, υπάρχει διασπορά και μία ομάδα κυμάτων συν τω χρόνω αλλάζει μορφή. Ας υποθέσουμε ότι η ομάδα των κυμάτων είναι της μορφής:
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και ας υποθέσουμε περαιτέρω ότι η 
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Δηλαδή με τη πάροδο του χρόνου το κύμα  κινείται σαν ένα σωματίδιο συγκεντρωμένο περί το 
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Αν απαιτήσουμε η έκφραση 
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[image: image93.wmf]q

q

sinh

cosh

'

x

ct

ct

+

=

, 
[image: image94.wmf]q

q

cosh

sinh

'

x

ct

x

+

=

.

Εάν 
[image: image95.wmf]'

'

'

'

x

k

t

E

kx

Et

-

=

-

, τότε θα πρέπει, όπως εύκολα διαπιστώνετε αντικαθιστώντας το μετασχηματισμό του χρόνου και της θέσης, να ισχύει:


[image: image96.wmf]q

q

sinh

cosh

k

c

E

E

¢

-

¢

=

, 
[image: image97.wmf]q

q

cosh

sinh

k

c

E

ck

¢

-

¢

=


και συνεπώς θα παραμένει αναλλοίωτο το 
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 (που είναι ο τύπος του de Broglie). 
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