
Ασκ�ησει̋ στη Μη Γραµµικ�η ∆υναµικ�η - Σειρ�α ∆
Πρ�ο1ληµα Α. Θεωρ�ηστε τον αρµονικ�α διεγερµ�ενο ταλαντωτ�η Van der Pol

ẍ + x + ǫẋ(x2 − 1) = a(1 − ω2) cos ωt

µε 0 < ǫ << 1 και ω 6= 1 τ�ετοιο £ωστε το |ω − 1| να µην ε�ιναι τ�αξη̋ ǫ . Θεωρ£ωντα̋ τον δε�υτερο
χρ�ονο T = ǫt προσδιορ�ιστε µ�ια αναλυτικ�η προσ�εγγιση στην ακρι1�η λ�υση x(t) ≈ x0(t, T ) η οπο�ια
να προσεγγ�ιζει τη συµπεριφορ�α του συστ�ηµατο̋ ακ�οµα και για χρ�ονου̋ t = O(1/ǫ) και µελετ�ηστε
τη συµπεριφορ�α του ταλαντωτ�η συναρτ�ησει του πλ�ατου̋ τη̋ δι�εγερση̋ a. Αν αρχικ�α x(0) = 1 και
ẋ(0) = 0 σχεδι�αστε την λ�υση που προκ�υπτει απ�ο ακρι1�η αριθµητικ�η ολοκλ�ηρωση µε την αναλυτικ�η
προσ�εγγιση για a = 1 και a = 2 και ǫ = 0.1. Για π�οσο χρ�ονο �εχει ισχ�υ η προσ�εγγιση σα̋ ;

Πρ�ο1ληµα Β Θεωρ�ηστε τον διεγερµ�ενο µη γραµµικ�ο αρµονικ�ο ταλαντωτ�η :

ẍ + ω2

0
x = ǫ

(

γ cos ωt − δẋ − αx3
)

,

µε τι̋ τιµ�ε̋ των παραµ�ετρων ω = 1, ǫγ = 2.5, και ǫδ = 0.2. ∆εδοµ�ενου �οτι �ηδη γνωρ�ιζετε �οτι η
εξωτερικ�η δι�εγερση ε�ιναι πλ�εον επικ�ινδυνη �οταν ω ≈ ω0 γρ�αφουµε ω

2

0
= ω2+ǫΩ, µεΩ µ�ια παρ�αµετρο,

οπ�οτε η εξ�ισωση γ�ινεται :

ẍ + ω2x = ǫ
(

γ cos ωt − Ωx − δẋ − αx3
)

.

1. Θεωρ�ηστε πρ£ωτα το γραµµικ�ο πρ�ο1ληµα µε α = 0. Σχεδι�αστε την αναλυτικ�η εκφραση για το
πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ στη σταθερ�η κατ�ασταση που προκ�υπτει ασυµπτωτικ�α συναρτ�ησει τη̋
φυσικ�η̋ συχν�οτητα̋ του ταλαντωτ�η ω0 (θεωρ�ηστε τιµ�ε̋ −0.8 < ǫΩ < 1). Ολοκληρ£ωστε τ£ωρα
την γραµµικ�η εξ�ισωση µε αριθµητικ�η ολοκλ�ηρωση και επι1ε1αι£ωστε �οτι το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντω-
ση̋ συµπ�ιπτει µε αυτ�ο που σχεδι�ασατε απ�ο την αναλυτικ�η �εκφραση.

2. Ακ�οµη για το γραµµικ�ο πρ�ο1ληµα : α = 0. Χρησιµοποι�ηστε την µ�εθοδο των δ�υο χρ�ονων µε T =
ǫt για να προσδιορ�ισετε ασυµπτωτικ�η προσ�εγγιση x = x0(t, T ) + · · · , που να ισχ�υει µ�εχρι και σε
χρ�ονου̋ t = O(1/ǫ) και υπολογ�ιστε µε τον τρ�οπο αυτ�ο το ασυµπτωτικ�ο πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋
και συγκρ�ινατ�ε το µε την αναλυτικ�η �εκφραση στην οπο�ια καταλ�ηξατε στο προηγο�υµενο εδ�αφιο.

3. Θεωρ�ηστε τ£ωρα µη γραµµικο�υ̋ �ορου̋ διαδοχικ�α µε πλ�ατο̋ : ǫα = 10−4, 10−3, 2×10−3, 5×10−3

και 10−2. Ολοκληρ£ωστε την εξ�ισωση αριθµητικ�α και σχεδι�αστε για κ�αθε τιµ�η του α το πλ�ατο̋
τη̋ ταλ�αντωση̋ στη σταθερ�η κατ�ασταση που προκ�υπτει ασυµπτωτικ�α συναρτ�ησει τη̋ φυσικ�η̋
συχν�οτητα̋ του ταλαντωτ�η ω0. Σε κ�αποια κρ�ισιµη συχν�οτητα ωc θα πρ�επει να παρατηρ�ησετε
ασυν�εχεια στην απ�οκριση του ταλαντωτ�η. Σκοπ�ο̋ του προ1λ�ηµατο̋ ε�ιναι να εξηγ�ησετε αυτ�η
τη συµπεριφορ�α.

4. Χρησιµοποι�ηστε και π�αλι τη µ�εθοδο των δ�υο χρ�ονων για να προσδιορ�ισετε τι̋ δ�υο διαφορικ�ε̋
εξισ£ωσει̋ που δι�επουν το πραγµατικ�ο και µιγαδικ�ο µ�ερο̋ του πλ�ατου̋A(T ) τη̋ ταλ�αντωση̋ (θα
βρε�ιτε �οτι η x0(t, T ) = A(T )eit+c.c.). ∆ε�ιξτε �οτι αυτ�ε̋ οι εξισ£ωσει̋ δεν µπορο�υν να καταλ�ηξουν
σε οριακ�ο κ�υκλο (χρησιµοποι�ηστε το κριτ�ηριο Dulac-φ�ανηκε κ�απου χρ�ησιµο τελικ�α) και �οτι κα-
ταλ�ηγουν σ�υµφωνα µε τον Poincare-Bendixson σε σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ το οπο�ιο να προσδιορ�ισετε
µε αριθµητικ�η ολοκλ�ηρωση των εξισ£ωσεων αυτ£ων. Το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ στη σταθερ�η κα-
τ�ασταση ε�ιναι 2 |A(∞)|. Σχεδι�αστε το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ 2 |A(∞)| συναρτ�ησει τη̋ φυσικ�η̋
συχν�οτητα̋ ω0 για τι̋ τιµ�ε̋ µη γραµµικ�οτητα̋ α του προηγουµ�ενου εδαφ�ιου vκαι συγκρ�ινατε την
απ�οκριση που υπολογ�ισατε µε αυτ�η που προκ�υπτει απ�ο την αριθµητικ�η ολοκλ�ηρωση.

5. Αναλ�υστε τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ του απλουστευµ�ενου συστ�ηµατο̋ που κατασκευ�ασατε στο προη-
γο�υµενο εδ�αφιο. Κρατ�ηστε σταθερ�ο τον συντελεστ�η αν�αλωση̋ δ και το πλ�ατο̋ δι�εγερση̋ γ και
σχεδι�αστε το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ συναρτ�ησει τουΩ για διαφορετικ�ε̋ τιµ�ε̋ τη̋ µη γραµµικ�ο-
τητα̋ α. ∆ε�ιξτε �οτι αν�αλογα µε την τιµ�η του α µπορε�ι να υπ�αρχουν �ενα η πολλ�α σταθερ�α σηµε�ια.
∆ε�ιξτε �οτι για α > αc υπ�αρχουν πολλαπλ�α σηµε�ια ισορροπ�ια̋, και προσδιορ�ιστε µ�ια αναλυτικ�η
�εκφραση για το κρ�ισιµο αυτ�ο αc.
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