
 
 

Προσδιορισµός της φασµατικής ισχύος ενός σήµατος 
 
Το φάσµα ενός χρονικά εξαρτώµενου σήµατος µας  πληροφορεί ¨πόσο σήµα  έχουµε σε 
µία δεδοµένη συχνότητα¨.  
Έστω µία συνάρτηση µίας µεταβλητής , τότε από το θεώρηµα  Fourier µπορούµε να 
αναλύσουµε τη συνάρτηση αυτή σε αρµονικές συχνότητας : 

 

όπου το πλάτος κάθε αρµονικής δίνεται από: 

. 

Προτιµήσαµε να χρησιµοποίησουµε τη συχνότητα  (σε κύκλους/µονάδα χρόνου, ή  Hz 
εάν η µονάδα χρόνου είναι το second) αντί της κυκλικής συχνότητας (µε 
µονάδες  rad/µονάδα χρόνου) , διότι αποφεύγονται οι σταθεροί όροι στον ορισµό του 
µετασχηµατισµού Fourier. 
 
Εάν είχαµε στη διάθεση µας τη συνάρτηση, ,  ή τις τιµές της συνάρτησης στο άπειρο 
διάστηµα  τότε θα µπορούσαµε να αναλύσουµε την  κατά Fourier και να 
υπολογίσουµε την ισχύ του φάσµατος του σήµατος σε κάθε συχνότητα (power 
spectrum): .  Συνήθως, όµως,  έχουµε µόνο ένα µικρό δείγµα της  , 
ένα πεπερασµένο αριθµό τιµών από ένα  πεπερασµένο χρονικό διάστηµα.  Εάν 
αναλύσουµε τότε αυτό το δείγµα της  κατά Fourier και υπολογίσουµε φασµατκή 
ισχύ του σήµατος  προκύπτει το ερώτηµα: ποία η σχέση του ιδανικού  µε το 

; 
 
Για να συγκεκριµενοποίησουµε το ερώτηµα θεωρούµε ότι ανά  χρονικά διαστήµατα   
µετρούµε την , δηλαδή έχουµε µετρήσεις της , µε . 
Ορίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της  , , µε τη προσέγγιση του συνεχούς 
µετασχηµατισµού Fourier: 

 , 

όπου .   



Χρησιµοποιώντας τη ιδιότητα ότι το γινόµενο δύο συνάρτησεων,  έχει 
µετασχηµατισµό Fourier το convolution των µετασχηµατισµών Fourier των 

συναρτήσεων αυτών , µπορεί να υπολογισθεί ότι 

. 

Η σχέση αυτή µας προσδιορίζει τη σχέση του µετασχηµατισµού Fourier του δείγµατος  
του σήµατος, ,  µε τον ακριβή µετασχηµατισµό Fourier, , της .  

Παρατηρείστε ότι το προσεγγιστικό φάσµα είναι περιοδικό µε περίοδο . Το πλάτος 

ταλάντωσης στην συχνότητας  του προσεγγιστικού µετασχηµατισµού δεν είναι ίσο µε 
το πλάτος ταλάντωσης του µετασχηµατισµού του ιδανικού σήµατος αλλά συντελούν στο 
πλάτος αυτό αθροιστικά  και το πλάτος του ιδανικού σήµατος στις αριθµήσιµα άπειρες 

συχνότητες   , όπου   το χρονικό διάστηµα µεταξύ των µετρήσεων.  Το 

αποτέλεσµα δηλαδή της χρονικά διακριτής δειγµατοληψίας του σήµατος είναι η µόλυνση 

του προσεγγιστικού σήµατος µε ακέραια πολλαπλάσια των  συχνοτήτων  . Το 

φαινόµενο αυτό λέγεται αλληλο-ετερισµός (µεταφράζω το aliasing) .   
 

Για ποιό λόγο  εµφανίζεται η συχνότητα  ;  

‘Εστω ότι παρατηρούµε ανά χρονικά διαστήµατα   ένα φυσικό φαινόµενο του οποίου 
η συχνότητα είναι , δηλαδή οι τιµές που γνωρίζουµε είναι οι  . Με 
λίγο σκέψη µπορείτε να δείτε ότι τις ίδιες τιµές θα έδινε και µία ταλάντωση συχνότητας 

                                                                 (1) 

όπου  κάποιος θετικός ή αρνητικός ακέραιος, οπότε το φάσµα των χρονικά διακριτών 

µετρήσεων  θα είναι συναρτήσεις δέλτα επικεντρωµένες  στα σηµεία , 

.  Παρατηρείστε ότι  η µεγαλύτερη συχνότητα που δεν µπορεί να µολυνθεί 

από µικρότερες συχνότητες είναι η . Συνεπώς άν επιλέξουµε το διάστηµα  ώστε 

το φυσικό φαινόµενο να µην έχει φασµατική ισχύ για συχνότητες µε απόλυτη τιµή 

µεγαλύτερη από τη συχνότητα , τότε ο υπολογισµός του φάσµατος στο διάστηµα 

 είναι απόλυτα ακριβής.   

 
Η πρόταση αυτή έχει γενική ισχύ και ονοµάζεται θεώρηµα  δειγµατοληψίας του  
Shannon-Whittaker. Το θεώρηµα Shannon-Whittaker αποδεικνύει ότι ικανή και αναγκαία 



συνθήκη για να ανακατασκευάσει ακριβώς ένα σήµα  από µετρήσεις του σήµατος 
ανά διαστήµατα  είναι: 

 για . 

Το θεώρηµα µάλιστα δίνει και τον αναλυτικό τύπο για τον υπολογισµό της από τις 
διακριτές τιµές : 

 

Το θεώρηµα Shannon-Whittaker είναι καταπληκτικό διότι παρέχει τις προϋποθέσεις 
ώστε µία συνάρτηση η οποία λαµβάνει µη αριθµήσιµο πλήθος τιµών να µπορεί να 
ανακατασκευασθεί πλήρως από ένα αριθµήσιµο πλήθος παρατηρήσεων. 
 
Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι για να έχουµε πιστό υπολογισµό του φάσµατος θα πρέπει να 
επιλέξουµε ικανά µικρό,  , τέτοιο µάλιστα ώστε να µην υπάρχει σηµαντική ισχύς του 

σήµατος για συχνότητες µεγαλύτερες του  . Η συχνότητα  λέγεται συχνότητα 

του Nyquist.  ‘Οταν δε υπολογίζουµε τη ισχύ του φάσµατος ενός φαινοµένου µόνο το 

διάστηµα συχνοτήτων  αρκεί να υπολογίζεται , διότι το φάσµα όπως 

είδαµε είναι περιοδικό µε περίοδο . Αλλά και αντιστρόφως, εάν θέλουµε να 

αναπαράγουµε ένα φαινόµενο συχνότητας  θα πρέπει να κάνουµε παρατηρήσεις ανά 

χρονικά διαστήµατα µικρότερα του  ώστε να πάρουµε τουλάχιστον δύο δείγµατα 

ανά κύκλο του φαινοµένου (συνήθως για ασφάλεια λαµβάνονται κατ’ελάχιστον 4 
δείγµατα ανά κύκλο).  Οµοίως εάν θέλουµε να µεταδώσουµε  πιστά τη µουσική µιάς 
συµφωνικής ορχήστρας µέσω µίας συσκευής θα πρέπει οι µηχανισµοί να λαµβάνουν 

δείγµατα του ήχου ανά διαστήµατα µικρότερα του  , όπου  η µεγαλύτερη 

συχνότητα την οποία ενδιαφερόµαστε να µεταφέρουµε (για ήχο συχνότητας , 
απαιτείται µηχανισµός µε ταχύτητα ανταπόκρισης , το τηλέφωνο π.χ. είναι σε 
θέση να έχει τέτοια ανταπόκριση). 
 
Τα περισσότερα φυσικά φαινόµενα περιορίζονται σε µία πεπερασµένη δέσµη (µπάντα) 
συχνοτήτων. Οπότε η παραπάνω ανάλυση µπορεί να µας καθοδηγήσει στο προσδιορισµό 
της συχνότητας των  παρατηρήσεων που απαιτείται για να τα αναπαράγουµε . 
 
Οι επιπτώσεις της αθέτισης του κριτηρίου του Nyquist µπορεί να είναι καταστρεπτικές. 
Ως παράδειγµα, αναφέρω τις απαιτήσεις για τη παρατηρήση της κύριας σεληνιακής 
παλίρροιας στη θάλασσα, η οποία συµβολίζεται µε  , που έχει περίοδο 12.42 ώρες, 



δηλαδή .  Για την ακριβή επισήµανση της σεληνιακής παλίρροιας 
απαιτούνται σύµφωνα µε 
το κριτήριο Nyquist 
παρατηρήσεις ανά 
διαστήµατα µικρότερα των 

 ωρών, 

δηλαδή δύο παρατηρήσεις 
ανά παλιρροιακό κύκλο, 

ώστε  . Ας 

υποθέσουµε ότι ένας 
ανύποπτος ερευνητής 
παρατηρεί το ύψος της 
θάλασσας κάθε µέρα στις 
10 π.µ.. Οι παρατηρήσεις 
του σηµειώνονται µε ένα 
κύκλο στο  διπλανό σχήµα. 
Το παραγµατικό ύψος της 
θάλασσας δίνεται από τη 
συνεχή γραµµή. Αλλά 
καθώς βλέπεται επειδή η 
συχνότητα παρατηρήσεων , 
ανα µία 1 µέρα, είναι 

µεγαλύτερη από τη 
κρίσιµο διάστηµα 
παρατηρήσεων Nyquist 

, οι ίδιες 

παρατηρήσεις είναι 
συνεπείς και µε περιοδικά 
φαινόµενα µικρότερης 
συχνότητας (σύµφωνα µε 
τον τύπο (1)), 

 
 και  

0.0676 , και η 
τελευταία (στο σχήµα 
είναι η διακεκοµµένη 
γραµµή) , η οποία είναι η 
µόνη που βρίσκεται στο 
διάστηµα 
συχνοτήτων Nyquist για 
παρατηρήσεις ανά µία 



µέρα,  προβλέπει ότι σύµφωνα µε τις παρατηρήσεις ότι  η περίοδος των παλιρροιών είναι 
 µέρες. Τα δύο φάσµατα, το ιδανικό και  το αλληλο-ετερισµένο που προκύπτει από 

τις ανα ηµέρα παρατηρήσεις , παρουσιάζονται στο δεύτερο σχήµα της προηγούµενης 
σελίδας.  Εάν µεν ο ερευνητής καταλαβαίνει τι συµβαίνει δεν υπάρχει πρόβληµα, 
αντιλαµβάνεται ότι υπάρχει αλληλο-ετερισµός, και ότι η παραγµατική περίοδος των 
παλιρροιών είναι µία απο τις συχνότητες που δίνει ο τύπος (1) (όπως ακριβώς 
παρατηρητής ενός περιστρεφόµενου τροχού ποδηλάτου µε στροβοσκόπιο δεν ξεγελιέται 
όταν  δεί τις  ακτίνες του ποδηλάτου ακίνητες  για να συµπεράνει ότι παρατηρεί ένα 
ακίνητο ποδήλατο). Εάν όµως ο ερευνητής δεν γνώριζε το φαινόµενο των παλιρροιών 
και πρότεινε στην επιστηµονική κοινότητα οτι ανακάλυψε θαλάσσιο φαινόµενο περιόδου 

 ηµερών θα ήταν σε κίνδυνο να παρουσίασει µαζύ µε τις παρατηρήσεις του και 
κάποια περίεργη θεωρία για να υποστηρίξει τις παρατηρήσεις αυτές. Το παράδειγµα 
µπορεί να σας φαίνεται απλοϊκό, αλλά πρέπει να γνωρίζετε ότι πολλές φορές 
ψευδοφαινόµενα τέτοιας µορφής έρχονται στη δηµοσιότητα. Σε αυτό το κίνδυνο 
προφανώς είναι πλέον ευάλωτοι και καλοπροαίρετοι άνθρωποι του τύπου ή και  µέλη 
κυβερνήσεων. 
 
 
 
 
      
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    
 
 
 
 
 
 
 
 


