
  
Εκκρεµές εξαναγκασµένο µε αρµονική εξωτερική δύναµη 

 
Η εξίσωση κίνηση του εκκρεµούς είναι  

, 
όπου  η γωνιακή θέση από το σταθερό σηµείο ισορροπίας. Έχουµε συµπεριλάβει και 
τριβή ανάλογη της γωνιακής ταχύτητας. Οι µονάδες χρόνου επιλέγησαν έτσι ώστε µικρές 
ταλαντώσεις, χωρίς απόσβεση, να έχουν περίοδο . Θα µελετήσουµε τη κίνηση του 
εκκρεµούς συναρτήσει του πλάτους της εξωτερικής δύναµης . Η συχνότητα του 
εξαναγκασµού θα παραµείνει σταθερή και θα τη λάβουµε . Οµοίως ο 
συντελεστής απόσβεσης θα ληφθεί ,  έτσι ώστε σε σχετικό λίγο χρονικό 
διάστηµα το εκκρεµές να  περάσει από τη µεταβατική κατάσταση που εξαρτάται από τις 
αρχικές συνθήκες στη κατάσταση που το χαρακτηρίζει ασυµπτωτικά. 
 
Εάν το  , τότε η συµπεριφορά του εκκρεµούς είναι σε πολύ καλή προσέγγιση αυτή 
αρµονικού ταλαντωτή, οπότε η χρονική εξέλιξη είναι: 

 

µε  και . 

Στην αρχή η συµπεριφορά είναι πολύπλοκη, η φυσική συχνότητα του ταλαντωτή 
( )  σχηµατίζει διακρότηµα µε τη συχνότητα της εξωτερικής δύναµης (0.667). 
Τελικά όµως οι τροχιές στο χώρο των φάσεων  καταλήγουν στο να περιστρέφονται 
µε τη συχνότητα της εξωτερικής δύναµης γύρω από ένα οριακό κύκλο, στον οποίο 
καταλήγουν όλες οι τροχιές. Η φασµατική ισχύς εµφανίζει δύο µέγιστα, τό ένα στη 
συχνότητα  και το άλλο στη συχνότητα . 
 
Για µεγαλύτερα πλάτη δεν υπάρχουν αναλυτικές λύσεις. Η συµπεριφορά γίνεται ολοένα 
και πιο περίπλοκη και θα τη µελετήσουµε παρακολουθώντας την εξέλιξη της φασµατικής 
ισχύος της γωνιακής θέσης του εκκρεµούς. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Για µικρή διέγερση, 
η κίνηση καταλήγει 
σε ένα σταθερό 
οριακό κύκλο, και η 
κίνηση είναι 
περιοδική.  Η 
καταληκτική κίνηση 
φαίνεται στο σχήµα. 
Παρατηρείστε ότι ο 
οριακός κύκλος 
είναι σχεδόν 
κυκλικός και 
συνεπώς η 
φασµατική ισχύς 
είναι αποκλειστικά 
συγκεντρωµένη στη 
κύρια συχνότητα 

 µέ λίγο ισχύ στη 
συχνότητα  
(σχεδόν δεν 
φαίνεται είναι 6 
τάξεις µεγέθους 
µικρότερη). Οπότε η 
κίνηση είναι σε 
µεγάλη προσέγγιση 

αρµονική.  Η συχνότητα  δεν εµφανίζεται διότι παρουσιάζουµε τη φασµατική ισχύ της 
γωνιακής θέσης έχοντας εξαλήψει τη µεταβατική εξέλιξη. Η φασµατική ισχύς δεν είναι 
µία συνάρτηση δέλτα στο , διότι η φασµατική ισχύς υπολογίστηκε από ένα 
περιορισµένο χρονικά δείγµα γωνιακών θέσεων. Όσο επεκτείνουµε το χρόνο συλλογής 
του δείγµατος τόσο περισσότερο η φασµατική ισχύς θα προσεγγίζει µία συνάρτηση 
δέλτα.  
 
 
 
 
 
 
                                        
 
                                  
 
 
 
 
 
 
 
 



                                                    
Αυξάνουµε το πλάτος της διέγερσης στη τιµή . Τότε η καταληκτική κίνηση 

φαίνεται στο σχήµα 
(και πάλι δεν 
δείχνουµε τη 
µεταβατική εξέλιξη). 
Η κίνηση είναι και 
πάλι περιοδική,  
αλλά πλέον ο 
οριακός κύκλος έχει 
αποµακρυνθεί από 
τη κυκλική µορφή. 
Αυτό φαίνεται στο 
φάσµα της γωνιακής 
θέσης που δείχνει ότι 
η κίνηση έχει 
ανώτερες περιττές 
αρµονικές της 
θεµελιώδους 
συχνότητας.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
Όταν το πλάτος γίνει  ο οριακός κύκλος γίνεται διπλός και έχει διπλάσια 
περίοδο. Αυτό φαίνεται στο γράφηµα της  φασµατική ισχύος η οποία αποκτά κορυφή 
στην υποδιπλάσια  συχνότητα. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
Αν αυξήσουµε το πλάτος λίγο ακόµα έχουµε και νέο διπλασµό της περιόδου. 
Ο οριακός κύκλος και η αντιστοιχούσα φασµατική ισχύς για  φαίνεται στο 
σχήµα: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
Για αυτό το πλάτος διέγερσης υπάρχει και άλλος ελκυστής στον οποίο µπορεί κανείς να 
καταλήξει µε αρχικές συνθήκες π.χ.  και : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
Αν αυξήσουµε το πλάτος ακόµα περισσότερο εµφανίζονται όλο και περισσότερες 
υποδιπλάσιες συχνότητες. Όταν όµως ξεπεράσουµε τη τιµή  ο χαρακτήρας της 
κίνησης αλλάζει, και η κίνηση φαίνεται να γίνεται απεριοδική. 

 
 
 
 
 
 



 
Παρατηρείτε ότι το φάσµα έχει γεµίσει. Αυτό φαίνεται καλύτερα αν αυξήσουµε το 
πλάτος ακόµη περισσότερο: 
 

 
 
 
 
 
 


