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ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

1. ΕΣΩΤΕΡΙΚ0 ΓΙΝΟΜΕΝΟ- ΜΕΤΡΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ

Έστω κάποιος διανυσματικός χώρος τα διανύσματα του οποίου συμβολίζονται με λατινικά γράμματα a, b, c, e1, en , …. Ο διανυσματικός χώρος ορίζεται με πεδίο τους μιγαδικούς αριθμούς, που συμβολίζονται με ελληνικά γράμματα: λ, μ, ν ,.... Τους συζυγείς αυτών των αριθμών συμβολίζουμε με αστερίσκο: λ* , μ*, .... Οι γραμμικοί μετασχηματισμοί , οι οποίοι θα  λέγονται και γραμμικοί τελεστές, μεταξύ δύο διανυσματικών χώρων συμβολίζονται με κεφαλαία λατινικά γράμματα: A,B,C,H,U,……, ενώ με  A,B,C,H,U συμβολίζουμε την αναπαράσταση των γραμμικών μετασχηματισμών υπό μορφή πινάκων, όταν έχει επιλεγεί κάποια βάση στους διανυσματικούς αυτούς χώρους.  Τα στοιχεία των πινάκων συμβολίζονται ως Αij. Θα χρησιμοποιείται άνευ ειδοποίησεως η αθροιστική σύμβαση: δύο δείκτες που επαναλαμβάνονται νοούνται αθροιζόμενοι, οι δείκτες αυτοί ονομάζονται εικονικοί δείκτες (dummy indices), π.χ. αιβι σημαίνει το αθροισμα των γινομένων των στοιχείων των α και β (εάν έχουμε τρείς επαναλαμβανόμενους δείκτες τότε η αθροιστική καταργείται και το σύμβολο αναφέρεται στο συγκεκριμένο στοιχείο). 

Εφοδιάζουμε τους διανυσματικούς χώρους με κάποιο εσωτερικό γινόμενο. Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων (a,b) ικανοποιεί τις ιδιότητες:

α) (a+b,c) = (a,c) + (b,c)

β)  (λa,b) = λ*(a,b)

γ) (a,b) = (b,a)*
δ) (a,a) > 0 εάν a
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Άσκηση: Από αυτές τις ιδιότητες συνάγεται ότι εάν a=0, τότε  (a,b)=0 για κάθε b. Αλλά και αντιστρόφως αν (a,b)=0 για κάθε b τότε θα είναι a=0.

Με την εισαγωγή του εσωτερικού γινομένου εισάγεται και η έννοια της ορθογωνιότητας: δύο διανύσματα είναι ορθογώνια αν (a,b) = 0.  Ομοίως δύο χώροι είναι ορθογώνιοι όταν όλα τα στοιχεία των χώρων αυτών είναι ανά δύο ορθογώνια. Είναι επίσης εμαφανές ότι αν ο  W είναι κάποιος υποχώρος του διανυσματικού χώρου V, τότε τα διανύσματα που είναι  κάθετα σε όλα τα διανύσματα του W  σχηματίζουν έναν υπόχωρο W
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, και ο διανυσματικός χώρος έχει με τον τρόπο αυτό  χωρισθεί στους κάθετους υποχώρους : 
[image: image3.wmf]^
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Το εσωτερικό γινόμενο που θα χρησιμοποιούμε ευρέως θα είναι το ευκλείδιο εσωτερικό γινόμενο. Για χώρους πεπερασμένων διαστάσεων  με  a=(x1,x2,….,xn)  b=(y1,y2,…,yn),  το ευκλείδιο εσωτερικό γινόμενο ορίζεται ως (a,b) =
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, όπου στη δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήσαμε την αθροιστική σύμβαση. 

Δύο παραδείγματα εσωτερικών γινομένων:

α) Οι  nXn πίνακες σχηματίζουν ένα διανυσματικό χώρο διαστάσεως 
[image: image5.wmf]2

n

 . Τότε κατά αντιστοιχία του ευκλείδιου εσωτερικού γινομένου των διανυσμάτων, μπορούμε να ορίσουμε σε αυτό το χώρο ως εσωτερικό γινόμενο δύο πινάκων Α, Β το γινόμενο των αντιστοίχων στοιχείων των πινάκων  Αjk Bjk  που εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι ίσο με  trace ( A+B )  (το trace ή ίχνος ενός πίνακα είναι το άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων του ). Έτσι ορίζουμε : 
(Α,Β) = trace ( A+B ) = trace ( A B+ ),

όπου το σπαθί  (dagger) + συμβολίζει τον ερμιτιανό ανάστροφο πίνακα δηλαδή  (A+)ij = Aji*. 

β)  Έστω  ο διανυσματικός χώρος των συνεχών και ολοκληρωσίμων συναρτήσεων με όρισμα όλη την πραγματική  ευθεία. Τότε κατα αναλογία του εσωτερικού γινομένου διανυσμάτων σε πεπερασμένες διαστάσεις ορίζουμε το ευκλείδιο εσωτερικό γινόμενο δύο συαρτήσεων ως : 
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Έχοντας εφοδιάσει το διανυσματικό χώρο με εσωτερικό γινόμενο μπορούμε να ορίσουμε το μέτρο των διανυσμάτων 
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Το μέτρο ικανοποιεί τις εξής θεμελειώδεις ιδιότητες:

α) ||λ a|| = | λ |  ||  a ||,

β) ||a|| > 0 εάν  a
[image: image8.wmf]0
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,
γ)  | (a,b)| 
[image: image9.wmf]£

 || a || || b||, 
δ)  || a + b || 
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 || a || + || b ||

H  ανισότητα γ) είναι η γνωστή ανισότητα Cauchy-Schwartz. Ενώ η δ) είναι η τριγωνική ανισότητα η οποία εύκολα προκύπτει από την γ) (αρκεί να παρατηρήσετε ότι  Re (a,b) 
[image: image11.wmf]£

 |(a,b)|).
Απόδειξη της ανισότητας Cauchy-Schwartz:

Αναλύουμε το διάνυσμα  b  σε διάνυσμα παράλληλο στο a και στο c = b – a (b,a) / || a ||2 , που είναι κάθετο στο a (δεν χρειάζεται να εξετάσουμε τη περίπτωση  a = 0 διότι τότε ισχύει η ανισότητα). Δηλαδή έχουμε εκ κατασκευής (c,a) = 0.  Τότε επειδή || c ||2 
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 0  

προκύπτει  η ανισότητα.  Από την απόδειξη φαίνεται ότι η ισότητα ισχύει όταν το c= 0, δηλαδή όταν τα a, b  είναι παράλληλα. 

Άσκηση: Γράψτε την ανισότητα Cauchy-Schwartz για το εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων, το εσωτερικό γινόμενο πινάκων και το εσωτερικό γινόμενο συναρτήσεων που παρουσιάσαμε.

Ο διανυσματικός χώρος με την εισαγωγή της μετρικής || || , γίνεται ένας μετρικός χώρος. Το ευκλείδιο μέτρο συνήθως συμβολίζεται και ως  μέτρο L2  ή || ||2 .

2. Αναλλοίωτοι υποχώροι – Ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα γραμμικών μετασχηματισμών

Έστω ο γραμμικός μετασχηματισμός Α : V
[image: image13.wmf]®

V. Ο υπόχωρος W 
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 V είναι αναλλόιωτος στο μετασχηματισμό (τελεστή)  Α  εάν ΑW 
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W,  δηλαδή για κάθε x του W το Ax είναι και αυτό στο W.

Ορισμός: Το μη μηδενικό  διάνυσμα x
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¹

 το οποίο έχει την ιδιότητα Ax =λ x, λέγεται ιδιοδιάνυσμα του γραμμικού μετασχηματισμού (τελεστή) Α και το λ είναι η ιδιοτιμή του.

Δηλαδή τα ιδιοδιανύσματα προσδιορίζουν τους μονοδιάστατους αναλλοίωτους υποχώρους του τελεστή. 

Θεώρημα 2.1: Κάθε γραμμικός τελεστής Α : V
[image: image17.wmf]®

V έχει τουλάχιστον ένα ιδιοδιάνυσμα και μία ιδιοτιμή.

Απόδειξη:  Εάν για μη μηδενικό  διάνυσμα x
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  ισχύει  (Α – λ Ι ) x = 0, ο μετασχηματισμός Α – λ Ι δεν θα είναι αντιστρέψιμος, άρα  det (A-λΙ) = 0.  Αυτό είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του Α, ένα πολυώνυμο ως προς λ, και συνεπώς θα έχει μία τουλάχιστον ρίζα η οποία αντιστοιχεί σε κάποιο μη μηδενικό ιδιοδιάνυσμα x.

Θεώρημα 2.2:  Έστω λ1 , λ2  , .... λμ  μ διαφορετικές ιδιοτιμές του Α. Τότε τα αντιστοιχούντα ιδιοδιανύσματα  xi  είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη:  Έστω κ ο μικρότερος δείκτης για τον οποίο

                         xk=a1 x1+a2 x2+…+ak-1 x k-1,                                               (1)

  με x1,…, xk-1  γραμμικά ανεξάρτητα. Συνεπώς

            Axk = λκ xk = λ1 a1 x1 + λ2 a2 x2 +…+ λκ-1 ak-1 x k-1.           (2)

Πολλαπλασιάζοντας την (1) με λk και αφαιρόντας από την (2) αποδεικνύουμε ότι τα    

x1,…, xk-1  είναι γραμμικά εξαρτημένα. ‘Οπερ άτοπον.

Παρατηρήσεις:

α) Δεν έχουμε χρησιμοποιήσει προς το παρόν τις μετρικές ιδιότητες του διανυσματικού χώρου. 

β) Εάν ο υποχώρος W είναι αναλλοίωτος στο γραμμικό μετασχηματισμό Α, τότε με τον ίδιο τρόπο με το Θ 2.1 αποδεικνύουμε ότι υπάρχει κάποιο ιδιοδιάνυσμα στον υποχώρο  W.
 γ) Στην απόδειξη του Θ. 2.1 είναι αναγκαίο ο χώρος να είναι πεπερασμένης διάστασης. Σε χώρους απείρων διαστάσεων μπορεί να μην υπάρχει ούτε ένα ιδιοδιάνυσμα. Π.χ. θεωρείστε τον χώρο των συνεχών συναρτήσεων και τον τελεστή ,  A : f(x)
[image: image19.wmf]®

xf(x).  Τότε εάν υπάτρχει κάποια ιδιοτιμή λ θα πρέπει για κάθε x  ( x - λ )f(x)=0,  και συνεπώς για x
[image: image20.wmf]¹

λ, f(x)=0, αλλά επειδή η  f(x) είναι συνεχής το ιδιοδιάνυσμα πρέπει να είναι μηδενικό. Απαιτούνται επιπλέον προϋποθέσεις, ο τελεστής π.χ. να είναι φραγμένος, για να υπάρχουν ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα σε απείρους χώρους, συνθήκες οι οποίες ικανοποιούνται από τα συνήθη προβλήματα που εμφανίζονται στη φυσική. 

δ)  Από το Θ 2.2 συνάγουμε ότι ο μετασχηματισμός Α έχει το πολύ dimV διαφορετικές ιδιοτιμές. Εάν έχουμε dimV διαφορετικές ιδιοτιμές τότε τα ιδιοδιανύσματα σχηματίζουν πλήρη βάση και σε αυτή τη βάση ο πίνακας του μετασχηματισμού διαγωνιοποιείται.  Πράγματι  επειδή Axk = λk xk,  και αν θεωρήσουμε κάποια βάση και γράψουμε το  xk ως μία κολώνα με στοιχεία τις συντεταγμένες του ιδιοδιανύσματος στη επιλεγείσα βάση, και σχηματίσουμε τον πίνακα  Χ που έχει ως κολώνες τα ιδιοδιανύσματα, τότε θα είναι 

Α Χ = Χ Λ ,

όπου ο Λ διαγώνιος πίνακας με στοιχεία τις αντίστοιχες στα ιδιοδιανύσματα ιδιοτιμές. Συνεπώς Α  = Χ Λ Χ-1. 

ε) Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες υπάρχουν ιδιοτιμές που προέρχονται από πολλαπλές ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου. Στη περίπτωση αυτή μπορεί να μη είναι δυνατόν να προσδιορισθεί μία πλήρης βάση ιδιοτιμών. Σε αυτή τη περίπτωση δεν είναι δυνατή η διαγωνοποίηση του μετασχηματισμού. Μπορεί όμως να αναχθεί ο τελεστής στη μορφή δομών του Jordan.  Συζητήσαμε μία τέτοια περίπτωση εκφυλισμού ήδη στη τάξη. Ενώ μπορεί να υπάρξουν σημαντικές τέτοιες περιπτώσεις, οι περιπτώσεις αυτές είναι παθολογικές και έτσι και αλλοιώς μπορεί να μελετηθούν διαταράσσοντας τον τελεστή έτσι ώστε να αποκτήσει πλήρες φάσμα, και λαμβάνοντας το όριο  όπου η διαταραχή τείνει στο μηδέν.   Για αυτό το λόγο δεν θα μας απασχολήσει αυτή η περίπτωση και θα την καταχωρήσουμε ως μαθηματική περιέργεια. 

3. Συζυγής τελεστής (adjoint operator) και το φάσμα του

Δεδομένου του εσωτερικού γινομένου σε κάθε γραμμικό τελεστή (μετασχηματισμό) Α μπορούμε να ορίσουμε με μοναδικό τρόπο το συζυγή του από τη σχέση:

                                     ( x , A y ) = ( A+ x , y )

Ο τελεστής Α+  που ορίζεται με αυτό τον τρόπο είναι ένας γραμμικός τελεστής. Πράγματι
( x + y , A z) = (x, Az) + (y, Az)=(A+x , z)+ ) + (A+y, z) = ) = (A+x  + A+y, z),

 συνεπώς A+x  + A+y = A+ (x + y ).  Ομοίως αποδεικνύεται ότι λ A+ x =A+ ( λ x ).  
Άσκηση: Αποδείξτε τις ιδιότητες:

( Α + Β )+ = Α+ + Β+

(λ Α)+ = λ* Α+

(Α+)+ = Α

Ι+ = Ι   (Ι η μονάδα)

(Α Β)+ = Β+ Α+

(Α-1)+ = (Α+)-1

Αν λάβουμε μία βάση τότε ο πίνακας που αντιστοιχεί στο συζυγή τελεστή είναι ο ερμιτιανός ανάστροφος του πίνακα του αρχικού τελεστή. Πράγματι άν λάβουμε ως βάση του διανυσματικού χώρου την ei, με (ei , ej) = δij τότε η δράση του τελεστή  Α προσδιορίζεται από τον πίνακα   Aij=(ej, Aei), επειδή Aej = Aij ei. Θεωρούμε τώρα τη δράση του  A+ ej = Βij ei. Τότε
Βij  = (ei , A+ ej ) = (A ei , ej ) = (ej , A ei )* = Aji*.

Από την αντιστοιχία αυτή έχουμε ότι 

detA+ = ( det A )*

trace A+ = ( trace A )*

Συνεπώς άν το λ είναι ιδιοτιμή του Α, τότε η   λ* είναι ιδιοτιμή του συζυγούς τελεστή Α+. Διότι εάν det ( A – λ Ι ) = 0  θα είναι και 

det ( A+ – λ* Ι ) = (det ( A – λ Ι ) )* = 0.
Άρα οι ιδιοτιμές του συζυγούς ενός τελεστή είναι  συζυγείς των ιδιοτιμών του τελεστή.

Παρατηρήσεις:

α)Σε χώρους απείρων διαστάσεων δε είναι αναγκαίο να υπάρχει συζυγής τελεστής,. Π.χ. ο γραμμικός τελεστής της διαφόρισης με μέτρο το L2  δεν έχει συζυγή εκτός εάν ικανοποιούνται κατάλληλες συνοριακές συνθήκες. Όταν ο τελεστής είναι φραγμένος υπάρχει μοναδικός συζυγής.  

β) ο συζυγής τελεστής δεν εξαρτάται μόνο από τον τελεστή, εξαρτάται και από το εσωτερικό γινόμενο.

Έχοντας προσδιορίσει το φάσμα του συζυγούς τελεστή τίθεται το ερώτημα ποία η σχέση μεταξύ των ιδιοδιανυσμάτων του τελεστή και του συζυγούς του. Ακολουθείται η κλασσική μεθοδος για την εύρεση της σχέσης των ιδιοδιανυσμάτων.  Έστω η ιδιοτιμή του τελεστή Α,  λ και το αντιστοιχούν ιδιοδιανύσμα:  e,  Αe = λ e. Έστω μια διάφορη ιδιοτιμή μ, τότε το ιδιοδιάνυσμα , f,  του Α+  που αντιστοιχεί σε αυτή την ιδιοτιμή  ικανοποιεί: A+ f  = μ*f. Τότε επειδή  
Αe = λ e 
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(f , Αe)  = λ (f, e) και

A+ f  = μ*f. 
[image: image22.wmf]Þ

(e ,  A+ f)  = μ* (e, f).  = ( μ (f, e) )* 
[image: image23.wmf]Þ

 (Α e , f)* = μ (f, e)


[image: image24.wmf]Þ


(f , Α e) = μ (f, e)

Συνεπώς αφαιρώντας κατά μέλη : ( λ - μ )(f, e) = 0 και επειδή λ 
[image: image25.wmf]¹

 μ  θα είναι τα δύο ιδιοδιανύσματα ορθογώνια: (f, e) = 0.

Είδαμε ότι τα ιδιοδιανύσματα του τελεστού και του συζυγούς τελεστή σχηματίζουν μία δι-ορθογώνια βάση. Θεωρούμε ότι όλες οι ιδιοτιμές είναι διαφορετικές. Τότε εάν ei  τα ιδιοδιανύσματα του Α και  fi  τα ιδιοδιανύσματα του Α+ τότε : (ei , fj ) = δij.

Παρατηρήσεις:

α) Τα ιδιοδιανύσματα ενός γενικού τελεστή δεν σχηματίζουν μία ορθογώνια βάση. Σχηματίζουν αναγκαστικά ορθογώνια βάση μόνον όταν  ο τελεστής είναι κανονικός δηλαδή ο τελεστής έχει την ιδιότητα  Α+Α = ΑΑ+ . Γνώριμοι κανονικοί  τελεστές είναι οι ερμιτιανοί  Α+ = Α και οι μοναδιαίοι . Α+ Α = Α Α+ = Ι .

Τό γεγονός ότι τελεστές με ορθογώνια βάση είναι κανονικοί αποδεικνύεται ως εξης:  Αν ο τελεστής έχει ορθογώνια βάση τότε αν σχηματίσουμε τον πίνακα ο οποίος έχει τα ιδιοδιανύσματα ως κολώνες του, Ε,  και αν το εσωτερικό γινόμενο είναι το ευκλείδιο τότε η συνθήκη ορθογωνιότητας όλων των ιδιοδιανυσμάτων εκφράζεται ως Ε+ Ε = Ε Ε+ = Ι.  Άρα  Ε+ = Ε-1 . Συνεπώς  Α = Ε Λ Ε-1 = Ε Λ Ε+. Υπολογίζουμε

Α Α+ = Ε Λ Ε+ ( Ε Λ Ε+)+= Ε Λ Ε+ Ε Λ+ Ε+= Ε Λ  Λ+ Ε+
Α+ Α = (Ε Λ Ε+ )+ Ε Λ Ε+= Ε Λ+ Ε+ Ε Λ Ε+= Ε Λ+  Λ Ε+
Επειδή  κάθε διαγώνιος πίνακας είναι κανονικός : Λ  Λ+= Λ+  Λ, θα είναι Α Α+= Α+ Α. 

Το αντίστροφο θα το αποδείξουμε αργότερα.  

β)‘Οταν τα ei  είναι αφεαυτών ορθογώνια μεταξύ των , τότε τα ιδιοδιανύσματα του συζυγούς τελεστή ταυτίζονται με τα ei. Πράγματι ας αναπτύξουμε κάποιο ιδιοδιάνυσμα, έστω το πρώτο, με βάση τα κάθετα μεταξύ των ei:  f1 = a1k ek.  Τότε επειδή (ei , ej ) = δij  θα είναι (ei,f1)=a1iδi1  (χωρίς άθροιση). Επειδή κάθε διάνυσμα μπορεί να ληφθεί μοναδιαίο θα είναι  e1 = f1.   Ομοίως και με τα άλλα ιδιοδιανύσματα. Συνεπώς τα ιδιοδιανύσματα του συζυγούς τελεστή διαφέρουν από τα ιδιοδιανύσματα του τελεστή όταν τα ιδιοδιανύσματα του τελεστή δεν σχηματίζουν ορθογώνια βάση. Εδώ βλέπετε τη σημασία της επιλογής του εσωτερικού γινομένου. Μπορεί να επιλεγεί πάντα εσωτερικό γινόμενο στο οποίο τα ιδιοδιανύσματα να είναι ορθογώνια. 

Άσκηση: Θεωρείστε το εσωτερικό γινόμενο 

(y , x) =  y+ (E-1)+E-1x

όπου Ε ο πίνακας που έχει ως κολώνες τα ιδιοδιανύσματα του τελεστή Α. Αποδείξτε ότι σε αυτό το εσωτερικό γινόμενο τα ιδιοδιανύσματα του τελεστή είναι ορθογώνια και κατά συνέπεια τα ιδιοδιανύσματα του τελεστή συμπίπτουν με τα ιδιοδιανύσματα του συζυγούς τελεστή.   

γ)  ‘Οταν το εσωτερικό γινόμενο είναι το ευκλείδιο τότε ο πίνακας που έχει ως κολώνες τα ιδιοδιανύσματα του συζυγούς τελεστή , F,  είναι  ο F = ( Ε -1)+,  όπου  Ε ο πίνακας που έχει ως κολώνες τα ιδιοδιανύσματα του τελεστή (η διο-ορθογωνιότητα στο εύκλειδιο εσωτερικό γινόμενο εκφράζεται ως F+Ε = Ι ).  

4. Η φυσική σημασία των συζυγών ιδιοδιανυσμάτων

Μία ενδιαφέρουσα εφαρμογή της δι-ορθογωνιότητας που έχει εξαιρετική φυσική σημασία είναι η εξής: να προσδιορισθεί το μοναδιαιο διάνυσμα x,  με  ||x||=1,  το οποίο έχει τη μέγιστη προβολή σε κάποιο ιδιοδιάνυσμα, έστω στο  πρώτο e1 . Το μοναδιαίο αυτό  διάνυσμα  δεν είναι το e1 αλλά το πρώτο ιδιοδιάνυσμα του συζυγούς τελεστού  f1.

Απόδειξη

Αναλύουμε το διάνυσμα x στη μοναδιαία βάση (αλλά όχι και ορθογώνια) ei: x = αi ei. Η προβολή στο e1 την οποία θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε είναι: 
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επειδή || f1 || =1. Η μέγιστη προβολή επιτυγχάνεται όταν είναι   x = f1 οπότε το εσωτερικό γινόμενο (f1 ,x ) μεγιστοποιείται.

Παρατηρείστε ότι λαμβάνοντας ως διαταραχή το   f1  διεγείρουμε το  ιδιοδιάνυσμα e1 με πλάτος   
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,

(

1

1

1

e

f

 φορές μεγαλύτερο  από  το αν εισαγάγαμε  το e1 !  Εάν τα e1 και  f1 είναι σχεδόν παράλληλα ο παράγων 
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 μπορεί να είναι πολύ μεγάλος. Π.χ. αν τα e1 και  f1  είναι πραγματικά ιδιοδιανύσματα που σχηματίζουν γωνία θ μεταξύ των τότε ο παράγων  αυτός είναι 
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Άσκηση: Θεωρείστε  ένα πραγματικό διανυσματικό χώρο δύο διαστάσεων, και έστω ότι τα μοναδιαία ιδιοδιανύσματα του τελεστή e1 , e2  και  f1 , f2  του συζυγούς τελεστή είναι πραγματικά έτσι ώστε να μπορούν να σχεδιασθούν. Σχεδιάστε τα  με προσοχή και δείξτε με γεωμετρικό επιχείρημα ότι  το διάνυσμα που έχει μοναδιαίο μέτρο (κείται στη περιφέρεια ενός κύκλου μοναδιαίας ακτίνας)  και έχει μέγιστη  προβολή στο e1 είναι το f1 και ότι η προβολή αυτή έχει  μέτρο 
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, όπου θ η γωνία που σχηματίζεται μεταξύ των f1 και e1.

 Η φυσική σημασία του αποτελέσματος αυτού  έγκειται στο εξής: έστω φυσικό σύστημα του οποίου η δυναμική εξελίσσεται σύμφωνα με τον γραμμικό τελεστή Α, ο οποίος όμως δεν είναι κανονικός και τα ιδιοδιανύσματα του δεν είναι ορθογώνια. Αυτός είναι ο κανόνας σε προβλήματα που αναδύονται στην αστροφυσική, γεωφυσική και γενικότερα στην υδροδυναμική. Έστω ότι  το ιδιοδιάνυσμα e1 έχει την ιδιοτιμή με το μεγαλύτερο πραγματικό μέρος.  Τότε τελικά η διαταραχή e1 θα κυριαρχήσει ανεξαρτήτως των αρχικών συνθηκών (υποθέτουμε εδώ βεβαίως, όπως αναμένεται σε κάθε φυσικό σύστημα,  ότι διεγείρονται αρχικά σχεδόν όλες οι διαταραχές).  Υποθέστε ότι έχουμε επιλέξει κάποιο μέτρο με το οποίο μετράμε το πλάτος των διαταραχών. Το μέτρο αυτό έχει  βεβαίως κάποιο φυσικό νόημα. Συνήθως ως μέτρο σε φυσικά προβλήματα λαμβάνεται η ενέργεια των διαταραχών την οποία συμβολίζουμε , όπως και προηγουμένως, με || x ||. Η επιλογή του μέτρου έχει σημασία και είναι αυτό που διαφοροποιεί την μαθηματική από τη φυσική θεώρηση. Υποθέστε ότι θέλουμε να διεγείρουμε τη διαταραχή e1 με τη μέγιστη ενέργεια, και ότι αρχικά διαθέτουμε διαταραχές μοναδιαίας ενεργείας. Ποιά διαταραχή θα εισάγουμε στο σύστημα; Μάθαμε ότι η διαταραχή  μοναδιαίας ενέργειας που θα οδηγήσει στη μέγιστη διέγερση e1 είναι το αντιστοιχούν στην e1 ιδιοδιάνυσμα f1 του συζυγούς τελεστή.  Επίσης αν αρχικά εισαγάγαμε την διαταραχή e1 θα επιτυγχάναμε τελικό πλάτος που είναι  
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 μικρότερο από το αν εισαγάγαμε την f1.  Οι διαταραχές f1 και e1 μπορεί να είναι πολύ διαφορετικές , και είναι αντίθετο στη διαίσθηση να πρέπει να διεγείρει κανείς μία δομή η οποία είναι τόσο διάφορη από μία άλλη για να πετύχει τη μέγιστη διέγερση της δεύτερης! 

Άσκηση (Μετάβαση στη τυρβώδη ροή):  Κατ’ ουσίαν η μετάβαση ενός υγρού στη τυρβώδη κατάσταση περιγράφεται από το δυναμικό σύστημα:
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  όπου η 
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  συμπεριφέρεται ως  η ταχύτητα των διαταραχών στο επίπεδο κάθετο (κατά την 
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 διεύθυνση)  στην επίπεδη μέση ροή  
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 ο στροβιλισμός των διαταραχών  της ταχύτητας (
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 ) στη ίδια κάθετη 
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 διεύθυνση.  Ο αδιάστατος αριθμός  Reynolds , 
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  (που είναι ο λόγος του γινομένου της μέγιστης μέσης ταχύτητας επί την απόσταση μεταξύ των  δύο επιπέδων  ως προς το συντελεστή του ιξώδους) μετρά την σημασία της τριβής. Όταν το  Re είναι μεγαλύτερο από (περίπου) 1000  η μέση ροή διασπάται και έχουμε τυρβώδη ροή.  Η εξίσωση  των διαταραχών είναι κατ’ ουσίαν αυτή που γράψαμε παραπάνω (στη πραγματικότητα η εξίσωση εξέλιξης είναι πολύπλοκη, αλλά η ουσία εμπεριέχεται σε αυτό το απλό σύστημα 2Χ2 !). Ως μέτρο των διαταραχών λαμβάνεται η ενέργεια η οποία είναi το ευκλείδιο μέτρο  || x ||=
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α) Να υπολογισθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του τελεστή Α και του συζυγούς του. Είναι οι διαταραχές ασυμπτωτικά ευσταθείς; 

β)  Ποιός είναι ο βέλτιστος τρόπος διέγερσης του ιδιοδιανύσματος με τη μικρότερη ανάλωση, και τι πλεονέκτημα επιτυγχάνουμε όταν Re=1000;

5. Ερμιτιανοί, θετικοί, μοναδιαίοι και κανονικοί τελεστές

Ορισμοί:

1. ‘Ενας τελεστής είναι ερμιτιανός όταν ισούται με τον συζυγή του, Α = Α+.  

2. ‘Ενας τελεστής είναι θετικός όταν α) είναι ερμιτιανός καί β) για κάθε x , (x,Ax) 
[image: image43.wmf]³
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3.  Ένας τελεστής είναι μοναδιαίος ή ισομετρία αν || A x || = || x ||.

4.  Δύο τελεστές Α , Β μετατίθενται αν ΑΒ = ΒΑ. Ο μεταθέτης των Α , Β είναι ο πίνακας [Α,Β] = ΑΒ – ΒΑ.  

5.  Ένας τελεστής είναι κανονικός όταν μετατίθεται με τον συζυγή του, Α Α+ = Α+ Α.

Παρατηρήσεις:

α) Μία αναλογία η οποία είναι χρήσιμη είναι μεταξύ των  μιγαδικών αριθμών και των συζυγών τους. Σε πολλά ο συζυγής τελεστής συμπεριφέρεται όπως και ο συζυγής μιγαδικός και υπό αυτή την έννοια η επιλογή του όρου συζυγής δεν είναι τυχαία. Είδαμε ήδη ότι οι ιδιοτιμές του συζυγούς τελεστή είναι οι συζυγείς των ιδιοτιμών του τελεστή. ‘Ετσι οι ερμιτιανοί τελεστές συμπεριφέρονται όπως οι πραγματικοί αριθμοί (οι αριθμοί που είναι ίσοι με τους συζυγείς των). Οι θετικοί τελεστές ως οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί.  Οι ισομετρίες ως οι μιγαδικοί αριθμοί  μοναδιαίου μέτρου. Θα δούμε ότι αυτή η αναλογία μπορεί να μας οδηγήσει στην εύρεση μερικών σημαντικών ιδιοτήτων. Π.χ. όπως κάθε μιγαδικός αριθμός  μπορεί να γραφεί  ως το γινόμενο ενός πραγματικού θετικού αριθμού και ενός μοναδιαίου μιγαδικού, έτσι και κάθε τελεστής μπορεί να γραφεί ως το γινόμενο ενός θετικού τελεστή και ενός ισόμετρου.

β) Είναι επίσης προφανές, από τα προηγούμενα, ότι οι ερμιτιανοί τελεστές έχουν πραγματικές ιδιοτιμές και ότι τα  ιδιοδιανύσματα τα οποία αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές είναι ορθογώνια.   Θα αποδείξουμε όμως, θα το κάνουμε μονομιάς για τους κανονικούς τελεστές, ότι όλοι οι κανονικοί τελεστές έχουν μία πλήρη βάση ορθογωνίων ιδιοδιανυσμάτων, που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές. Μάλιστα οι κανονικοί τελεστές είναι οι γενικότεροι τελεστές με αυτή την ιδιότητα. Επίσης οι ιδιοτιμές των ισομετριών έχουν μοναδιαίο μέτρο. Οι ιδιοτιμές των θετικών τελεστών είναι μη αρνητικές.

γ) Οι ερμιτιανοί τελεστές είναι κανονικοί, αλλά και οι ισομετρίες είναι κανονικοί τελεστές διότι αν Α ισομετρία τότε αναγκαστικά Α Α+ =  Ι (αλλά και αντιστρόφως). 

Λήμα 5.1:  Εάν Α και Β μετατίθενται τότε τα ιδιοδιανύσματα του Α τα οποία αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ σχηματίζουν ενα υποχώρο Rλ που είναι αναλλοίωτος στο μετασχηματισμό Β. 

Απόδειξη

Θα αποδείζουμε ότι εαν  x ανήκει στοRλ, δηλαδή είναι Α x = λ   x , τότε και το B x  ανήκει στο Rλ, δηλαδή είναι  AB x = λ B x.  Πράγματι Α Β x = Β Α x = λ Β x. 

Λήμα 5.2:  Εάν Α και Β μετατίθενται τότε οι δύο μετασχηματισμοί έχουν κοινό ιδιοδιάνυσμα.

Απόδειξη

 Σύμφωνα με το Λ5.1  το Rλ, είναι αναλλοίωτο στον Β.  Σύμφωνα με το Θ2.1 θά υπάρχει ιδιοδιάνυσμα του Β στο Rλ το οποίο εξ ορισμού θα είναι και ιδιοδιάνυσμα του Α.

Παρατήρηση: δεν μπορούμε να πούμε ότι κάθε ιδιοδιάνυσμα του Α είναι ιδιοδιάνυσμα του Β. Π.χ. πάρτε ως Α = Ι. 

Θεώρημα 5.1:  Κάθε κανονικός τελεστής έχει πλήρη βάση ορθογωνίων ιδιοδιανυσμάτων.

Απόδειξη 

Επειδή είναι κανονικός ο Α οι Α και Α+ μετατίθενται. Έστω e1 κάποιο ιδιοδιάνυσμα του Α και του Α+ του οποίου την ύπαρξη εγγυάται το Λ5.2. Έτσι:

Α e1 = λ e1 ,     Α+ e1 = λ* e1.

Ο υποχώρος Pλ  που αποτελείται από τα διανύσματα τα κάθετα στο  e1  έχει διάσταση (n-1) και είναι αναλλοίωτος στο Α αλλά και στο Α+.  Πράγματι αν x ανήκει στο Ρλ τότε (x,e1) = 0 . Τότε και το Ax  θα ανήκει στο Ρλ , διότι:

(e1, A x) = (A+ e1 , x ) =  λ (e1,x) = 0 ,  
αλλά και το A+ x  θα ανήκει στο Ρλ , διότι

(e1, A+x )= (A e1 , x ) =  λ* (e1,x) = 0.

Συνεπώς στο υποχώρο Pλ  θα υπάρχει έτερο ιδιοδιάνυσμα e2  των Α και Α+ που είναι ορθογώνιο στο e1 . Συνεχίζοντας με αυτό τον τρόπο σχηματίζουμε μία βάση από ορθογώνια ιδιοδιανύσματα  e1, e2, ….., en  των Α και Α+ .

6. Πολική ανάλυση τελεστή – Ιδιάζουσα ανάλυση τελεστή
Λήμα 6.1: Ο τελεστής Α Α+ είναι θετικός.

Απόδειξη:

Ο Α Α+  είναι ερμιτιανός αλλά για  κάθε  x  είναι   (x, A A+ x) = (A+ x , A+ x) 
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Λήμα 6.2: Κάθε θετικός τελεστής έχει μοναδική θετική τετραγωνική ρίζα.

Απόδειξη: 

Θα αποδειχθεί το λήμα για τη περίπτωση του ευκλειδίου εσωτερικού γινομένου.

Επειδή ο τελεστής είναι ερμιτιανός θα έχει μία πλήρη βάση ορθογωνίων μοναδιαίων ιδιοδιανυσμάτων  με διαφορετικές ιδιοτιμές. Οι κολώνες των ιδιοδιανυσμάτων σχηματίζουν   τον πίνακα Ε  και ο τελεστής γράφεται Α = Ε Λ Ε+ (με Ε Ε+ = Ι )  όπου Λ ο διαγώνιος πίνακας με στοιχεία τις ιδιοτιμές, οι οποίες επειδή ο τελεστής είναι θετικός είναι μη αρνητικές. Σχηματίζω τον διαγώνιο πίνακα με στοιχεία τις θετικές τετραγωνικές ρίζες των ιδιοτιμών Λ1/2 , τότε ο Α1/2 =  Ε Λ1/2 Ε+  είναι θετικός πίνακας και είναι η τετραγωνική ρίζα του Α.
Εάν z μιγαδικός αριθμός τότε μπορεί να γραφεί ως:
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Θα δείξουμε ότι κατ’αναλογία κάθε αντιστρέψιμος τελεστής μπορεί να γραφεί ως

A = S 
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όπου S μία ισομετρία.

Θεώρημα 6.1: Πολική ανάλυση τελεστή: Κάθε αντιστρέψιμος τελεστής  μπορεί να γραφεί ως γινόμενο ενός αντιστρέψιμου θετικού τελεστή και μίας ισομετρίας.

Απόδειξη:

Έστω Α ο αντιστρέψιμος τελεστής , τότε ο   A+ A είναι θετικός και αντιστρέψιμος, συνεπώς ορίζεται ο Η = (A+ A )1/2  που είναι θετικός και αντιστρέψιμος. Εάν τώρα 
S = Α H-1 ,
ο S είναι μοναδιαίος. Πράγματι:

S+ S = ( Α H-1 )+ Α H-1  = H-1 A+ A H-1 = H-1 H2 H-1 = I.

Συνεπώς:

A = S 
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Με τον τρόπο αυτό αναλύεται ένας τελεστής σε γινόμενο τελεστών γνωστής συμπεριφοράς. Αυτή η ανάλυση είναι ιδιατέρως χρήσιμη όταν οι τελεστές δεν είναι ερμιτιανοί. Οδηγεί στην ιδιάζουσα ανάλυση του τελεστή (singular value decomposition) που είναι πίο χρήσιμη από την ανάλυση του τελεστή σε ιδιοκαταστάσεις σε αυτή τη περίπτωση. 

Επειδή 
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 είναι ένας θετικός τελεστής υπάρχει μία ορθογώνια βάση ιδιοδιανυσμάτων v1, v2, …., vn  των οποίων οι κολώνες σχηματίζουν τον μοναδιαίο πίνακα  V . Οι ιδιοτιμές του 
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, σ,  είναι θετικές και αποκαλύπτουν τα μέτρα μεγέθυνσης του τελεστή, λέγονται δε  ιδιάζουσες τιμές ( singular values ). Θα δούμε αργότερα ότι η μεγαλύτερη των ιδιαζουσών τιμών είναι ίση και με το μέτρο του τελεστή. Τον διαγώνιο πίνακα με στοιχεία τις ιδιάζουσες τιμές συμβολίζουμε με Σ.

Τότε  επειδή 
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= V Σ V+, θα είναι ο πίνακας του Α:

Α = S V Σ V+,

Αν δε θέσουμε U = S V, τότε επειδή ο  S είναι ισομετρία ο U είναι μοναδιαίος πίνακας και συνεπώς κατάλήγουμε στην ιδιάζουσα ανάλυση του πίνακα

A = U Σ V+,
όπου U , V μοναδιαίοι πίνακες.

Η ανάλυση αυτή έχει ιδιίτερη σημασία διότι 
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