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Σχ�ηµα 1: Τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ τη̋ λογιστικ�η̋ εξ�ισωση̋ µε ρυθµ�ο αλ�ιευση̋ α συναρτ�ησει του ρυθµο�υ
αλ�ιευση̋ α. Για α < 1/4 υπ�αρχουν δ�υο σηµε�ια ισορροπ�ια̋ το π�ανω σταθερ�ο και το κ�ατω ασταθ�ε̋.
Τα β�ελη δε�ιχνουν το πρ�οσηµο του ẋ (�οταν θετικ�ο ο πληθυσµ�ο̋ x µεγαλ£ωνει, �οταν αρνητικ�ο µει£ωνε-
ται). ∆εν υπ�αρχουν σηµε�ια ισορροπ�ια̋ για α > 1/4 και π πληθυσµ�ο̋ αφαν�ιζεται ανεξαρτ�ητω̋ απ�ο
π�οσο µεγ�αλο̋ �ηταν αρχικ�α. Το δι�αγραµµα των σηµε�ιων ισορροπ�ια̋ συναρτ�ησει τη̋ παραµ�ετρου α
λ�εγεται και δι�αγραµµα διακλ�αδωση̋ (bifurcation diagram). Στο σηµε�ιο α = 1/4 παρουσι�αζεται δο-
µικ�η αστ�αθεια του προ1λ�ηµατο̋ δι�οτι αλλ�αζει η τοπολογ�ια τη̋ ρο�η̋ (τα β�ελη που δε�ιχνουν τι̋ τ�ασει̋
µετα1ολ�η̋).

.

Σηµει£ωσει̋ µη γραµµικ�η̋ δυναµικ�η̋

Η λογιστικ�η εξ�ισωση µε σταθερ�η αλ�ιευση

Εξετ�αζουµε τη λογιστικ�η εξ�ισωση µε αλ�ιευση µε ρυθµ�ο α

ẋ = f(x, α) , f(x, α) = x(1 − x) − α .

Τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ ικανοποιο�υν
f(xe, α) = 0

και ε�ιναι τ£ωρα συναρτ�ησει τη̋ παραµ�ετρου :

xe =
1

2
±

√

1

4
− α ,

το µεγαλ�υτερο ε�ιναι ευσταθ�ε̋ και το µικρ�οτερο ασταθ�ε̋, αλλ�α παρατηρο�υµε �οτι �οταν α > 1/4 �εχουµε
δοµικ�η µετα1ολ�η του συστ�ηµατο̋ : εξαφαν�ιζονται τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ και ο πληθυσµ�ο̋ αφαν�ιζεται
π�αντοτε ανεξαρτ�ητω̋ του π�οσο αρχικ�α �ηταν. Τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ συναρτ�ησει του ρυθµο�υ αλ�ιευση̋
α �εχουν σχεδιασθε�ι στο δι�αγραµµα διακλαδ£ωσεων Σχ. 1

Η λογιστικ�η εξ�ισωση µε περιοδικ�α µετα1αλλ�οµενη αλ�ιευση αλ�ιευση

Εξετ�αζουµε τι θα συµ1ε�ι αν η αλ�ιευση γ�ινεται περιοδικ�α :

ẋ = x(1 − x) − α(1 + sin 2πt) . (1)

Το σ�υστηµα αυτ�ο ε�ιναι �ενα περιοδικ�ο σ�υστηµα και η συµπεριφορ�α κ�αθε περιοδικο�υ συστ�ηµατο̋

ẋ = f(x, t)
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Σχ�ηµα 2: Η απεικ�ονιση Poincare απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ x0 στην τιµ�η που λαµ1�ανει p(x0) την χρο-
νικ�η στιγµ�η t = 1 �οταν εξελ�ισσεται σ�υµφωνα µε την λογιστικ�η εξ�ισωση : ẋ = x(1−x)−α(1+sin(2πt)).
�Ολε̋ οι καµπ�υλε̋ ε�ιναι α�υξουσε̋ συναρτ�ησει̋ και �εχουν αρνητικ�η δε�υτερη παρ�αγωγο. Η τοµ�η τη̋
συν�αρτηση̋ µε την ευθε�ια y = x0 προσδιορ�ιζουν τα σταθερ�α σηµε�ια και αποδεικν�υουν την �υπαρξη
περιοδικ£ων λ�υσεων. Περιοδικ�ε̋ τροχι�ε̋ υπ�αρχουν µ�ονο για α < 1/4.

περι�οδου 1 (η περ�ιοδο̋ χεγ1 µπορε�ι να ληφθε�ι η µον�αδα κ�ανοντα̋ τη κλ�ιµακα του χρ�ονου �ιση µε την
περ�ιοδο), �ετσι £ωστε :

f(x, t + 1) = f(x, t) ,

προσδιορ�ιζεται πλ�ηρω̋ απ�ο την εξ�ελιξη του συστ�ηµατο̋ απ�ο κ�αθε αρχικ�η τιµ�η για µ�ια περ�ιοδο. Αυτ�ο
ε�ιναι προφαν�ε̋ δι�οτι η κλ�ιση επαναλαµ1�ανεται κ�αθε περ�ιοδο. Συνεπ£ω̋ αν το σ�υστηµα ξεκιν�α απ�ο το
x0 τον χρ�ονο t = 0 και καταλ�ηγει στο σηµε�ιο p(x0) στο π�ερα̋ τη̋ περι�οδου t = 1 ακολουθ£ωντα̋ την
τροχι�α φ(x0, t) (εδ£ω η τροχι�α γρ�αφεται µε τον τρ�οπο αυτ�ο £ωστε να δηλ£ωνεται το αρχικ�ο σηµε�ιο στο
οπο�ιο βρισκ�οταν το σ�υστηµα στην αρχ�η του χρ�ονου) �ετσι £ωστε να ε�ιναι :

p(x0) = φ(x0, 1) ,

τ�οτε λ�ογω τη̋ µοναδικ�οτητα̋ των λ�υσεων η τροχι�α που αρχ�ιζει απ�ο το p(x0) θα ε�ιναι η �ιδια µε τη
τροχι�α που �αρχισε την προηγο�υµενη περ�ιοδο στο σηµε�ιο x0, δηλαδ�η

φ(p(x0), t) = φ(x0, t + 1) ,

κ.ο.κ.. �Ετσι η γν£ωση τη̋ φ(x0, t) για κ�αθε x0 στο δι�αστηµα 0 ≤ t ≤ 1 προσδιορ�ιζει πλ�ηρω̋ την εξ�ελιξη
του συστ�ηµατο̋. Αλλ�α και απλο�υστερα η γν£ωση τη̋ συν�αρτηση̋ p(x0) για κ�αθε x0 προσδιορ�ιζει την
συµπεριφορ�α του συστ�ηµατο̋ δι�οτι η σ�υνθεση

pn(x0) ≡ p(p(· · · (p(x0)) · · · ) = φ(x0, n)

δ�ινει το σηµε�ιο τη̋ τροχι�α̋ τη χρονικ�η στιγµη t = n. Συνεπ£ω̋ ε�αν �εχουµε �ενα σ�υστηµα που �εχει
�ορου̋ µε περιοδικ�οτητα τ�οτε αν ο προσδιορισµ�ο̋ τη̋ απεικ�ονιση̋ µ�ια̋ περι�οδου p ισοδυναµε�ι µε γν£ωση
τη̋ κατ�ασταση̋ του συστ�ηµατο̋ σε κ�αθε χρ�ονο που ε�ιναι ακ�εραιο πολλαπλ�ασιο τη̋ περι�οδου. Ηαπει-
κ�ονιση p λ�εγεται απεικ�ονιση Poincare και ισοδυναµε�ι µε τη στρο1οσκοπικ�η παρατ�ηρηση του συστ�ηµα-
το̋ και µετατρ�επει �ενα συνεχ�ε̋ σ�υστηµα σε µ�ια απεικ�ονιση (a map) και τη διερε�υνηση τη̋ δυναµικ�η̋

1χεγ= χωρ�ι̋ �ελλειψη τη̋ γενικ�οτητα̋.
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του στην εξ�εταση τη̋ συµπεριφορ�α̋ τη̋ αναδροµικ�η̋ σχ�εση̋ :

xn+1 = p(xn) ,

δι�οτι τα σηµε�ια που προκ�υπτουν ε�ιναι τα σηµε�ια που προκ�υπτουν διαδοχικ�α κ�αθε περ�ιοδο.
Ιδια�ιτερη σηµασ�ια για τη µελ�ετη αναδροµικ£ων σειρ£ων ε�ιναι η �υπαρξη (�η µη) σταθερ£ων σηµε�ιων,

σηµε�ιων δηλαδ�η για τα οπο�ια x = p(x). Η �υπαρξη σταθερ£ων σηµε�ιων θεµελει£ωνει την �υπαρξη περιο-
δικ£ων τροχι£ων περι�οδου 12. Αν δεν υπ�αρχουν δε δεν υπ�αρχουν περιοδικ�ε̋ λ�υσει̋.
Η συν�αρτηση p(x) παρουσι�αζεται στο Σχ. 2 και ε�ιναι µον�οτονα α�υξουσα. Θα δε�ιξουµε �οτι αυτ�ο

ε�ιναι γενικ�η ιδι�οτητα σε κ�αθε µονοδι�αστατο σ�υστηµα (και �οχι αναγκαστικ�α περιοδικ�ο). Αυτ�ο ε�ιναι
απ�ορροια τη̋ µοναδικ�οτητα̋ των λ�υσεων τη̋

ẋ = f(x, t)

που σηµα�ινει �οτι οι τροχι�ε̋ φ(x0, t) δεν τ�εµνονται, δεν υπ�αρχουν δηλαδ�η διαφορετικ�ε̋ αρχικ�ε̋ συν-
θ�ηκε̋ που να φ�ερνουν το σ�υστηµα στο �ιδιο σηµε�ιο :

φ(x, t) = φ(y, t) .

Συνεπ£ω̋ οι τροχι�ε̋ που αρχ�ιζουν µε αρχικ�ε̋ τιµ�ε̋

x = φ(x, 0) > φ(y, 0) = y

την χρονικ�η στιγµ�η t = 0 θα συντηρο�υν την αρχικ�η ανισ�οτητα για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋

φ(x, t) > φ(y, t) ,

δι�οτι �αλλω̋ �οντα̋ συνεχε�ι̋ συναρτ�ησει̋ του χρ�ονου θα τ�εµνονταν (σχεδι�αστε δ�υο τροχι�ε̋). Συνεπ£ω̋
και η απεικ�ονηση Poincare p(x) ε�ιναι γνησ�ιω̋ α�υξουσα. 3

2Οµο�ιω̋ η �υπαρξη σταθερ£ων σηµε�ιων τη̋ x = pn(x) θεµελει£ωνει την �υπαρξη περιοδικ£ων λ�υσεων περι�οδου n.
3Στο σηµε�ιο αυτ�ο υπενθυµ�ιζουµε �οτι οι λ�υσει̋ φ(x0, t) για �ολε̋ τι̋ διαφορικ�ε̋ που εξετ�αζουµε που �εχουν µοναδικ�η

λ�υση θα εξαρτ£ωται συνεχ£ω̋ απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ και βε1α�ιω̋ απ�ο τον χρ�ονο. Θα επαν�ελθουµε να αποδε�ιξουµε αυτ�η
την σηµαντικ�η ιδι�οτητα.
Θα δε�ιξουµε την ιδι�οτητα αυτ�η µε περισσ�οτερο αναλυτικ�ο τρ�οπο. Επειδ�η η φ(x, t) ικανοποιε�ι την διαφορικ�η εξ�ισωση
µε αρχικ�η τιµ�η x θα ε�ιναι

φ(x, t) = x + tf(x, 0) + · · ·

και συνεπ£ω̋
∂φ(x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

t=0

= 1 . (2)

Η τροχι�α ικανοποιε�ι τη δυναµικ�η
∂φ(x, t)

∂t
= f(φ(x, t), t) .

Παραγωγ�ιζοντα̋ ω̋ προ̋ τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ βρ�ισκουµε �οτι η παρ�αγωγο̋ ∂φ/∂x ικανοποιε�ι την γραµµικ�η εξ�ισωση :

∂

∂t

(

∂φ

∂x

)

=
∂f(φ, t)

∂φ

∂φ

∂x
(3)

Η οπο�ια �εχει ω̋ λ�υση δεδοµ�ενου �οτι αρχικ�α �ισχυε η (2) την :

∂φ(x, t)

∂x
= exp

(
∫ t

0

∂f(φ, s)

∂φ
ds

)

(4)

Στη περ�ιπτωση τη̋ λογιστικ�η̋ εξ�ισωση̋ (1)
∂f(φ, t)

∂φ
= 1 − 2φ(x, t) ,

οπ�οτε :
∂φ(x, t)

∂x
= exp

(

t − 2

∫ t

0

φ(x, s) ds

)

.
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Μελετο�υµε τ£ωρα την απεικ�ονιση Poincare για τη περιοδικ�α αλιευ�οµενη λογιστικ�η εξ�ισωση, δηλαδ�η
προσδιορ�ιζουµε την απεικ�ονιση κ�αθε αρχικ�η̋ τιµ�η̋ x στην τιµ�η p(x) που θα καταλ�ηξει µετ�α απ�ο µ�ια
περ�ιοδο την χρονικ�η στιγµ�η t = 1. Αυτ�η η απεικ�ονιση υπολογ�ιζεται αριθµητικ�α και παρουσι�αζεται
στο Σχ. 2. Θα συµπερα�ινουµε απ�ο το σχ�ηµα �οτι η συµπεριφορ�α του χρονοεξαρτ£ωµενου συστ�ηµατο̋
δεν διαφ�ερει ποιοτικ�α απ�ο το σ�υστηµα χωρ�ι̋ χρονοεξ�αρτηση.
∆ι�οτι �οταν α > 1/4 δεν υπ�αρχει σταθερ�ο σηµε�ιο στην απεικ�ονιση και δεν υπ�αρχει αρχικ�η τιµ�η για

την οπο�ια η τροχι�α ε�ιναι περιοδικ�η. �Ολε̋ οι τροχι�ε̋ οδηγο�υν στον αφανισµ�ο του πληθυσµο�υ. Αυτ�ο
µπορε�ι πιο καθαρ�α να αποδειχθε�ι παρατηρ£ωντα̋ �οτι η p(x) ε�ιναι µον�οτονα α�υξουσα συν�αρτηση. Τ�οτε
επειδ�η p(x) < x (βλ. σχ�ηµα), θα ε�ιναι και p(p(x)) < p(x) και τα διαδοχικ�α σηµε�ια τη̋ απεικ�ονιση̋
σχηµατ�ιζουν µ�ια µονοτ�ονω̋ φθ�ινουσα ακολουθ�ια που δεν �εχει κατ�ατωτερο φρ�αγµα (αν το σ�υνολο των
διαδοχικ£ων σηµε�ιων ε�ιχε κατ£ωτερο φρ�αγµα τ�οτε η ακολουθ�ια των σηµε�ιων θα συν�εκλινε σε αυτ�ο, και
το σηµε�ιο αυτ�ο θα �ηταν σταθερ�ο σηµε�ιο τη̋ απεικ�ονιση̋ γεγον�ο̋ που ε�ιναι αδ�υνατο δι�οτι για αυτ�η
τη σταθερ�α α δεν υπ�αρχουν σταθερ�α σηµε�ια). Συνεπ£ω̋ για κ�αθε αρχικ�ο πληθυσµ�ο αν α > 1/4 ο
πληθυσµ�ο̋ αφαν�ιζεται, �οπω̋ ακρι1£ω̋ και στο χρονοανεξ�αρτητο σ�υστηµα.
�Οταν α < 1/4 υπ�αρχουν δ�υο σταθερ�α σηµε�ια που αντιστοιχο�υν σε δ�υο περιοδικ�ε̋ τροχι�ε̋. Το

πρ£ωτο που αναφ�ερεται στο µικρ�οτερο πληθυσµ�ο ε�ιναι ασταθ�ε̋ υπ�ο την �εννοια αν αρχ�ισει κανε�ι̋ πλη-
σ�ιον αυτο�υ του πληθυσµο�υ συν τω χρ�ονω θα αποµακρυνθε�ι, εν£ω το σταθερ�ο σηµε�ιο µε τον µεγαλ�υ-
τερο πληθυσµ�ο ε�ιναι ευσταθ�ε̋, αν αρχ�ισει κανε�ι̋ πλησ�ιον θα πλησι�αζει κανε�ι̋ προ̋ το σηµε�ιο αυτ�ο.
Τα συµπερ�ασµατα αυτ�α µπορο�υν να συναχθο�υν και ω̋ εξη̋ : αν xn+1 = p(xn) τ�οτε η ευστ�αθεια του
x0 = p(x0) µπορε�ι να κριθε�ι κ�ανοντα̋ γραµµικοπο�ιηση τη̋ αναδροµικ�η̋ σχ�εση̋ περ�ι το σταθερ�ο ση-
µε�ιο. Γρ�αφοντα̋

xn = x0 + ξn ,

�οπου ξn η παρρ�εκλιση στο χρ�ονο t = n απ�ο το σταθερ�ο σηµε�ιο, η αναδροµικ�η σχ�εση δ�ινεται κατ�α
προσ�εγγιση αν θεωρ�ησουµε �οτι οι παρρεκλ�ισει̋ ε�ιναι µικρ�ε̋ απ�ο την

x0 + ξn+1 = p(x0 + ξn)

≈ p(x0) + p′(x0)ξn

οπ�οτε οι παρεκλ�ισει̋ απ�ο το σταθερ�ο σηµε�ιο εξελ�ισσονται µε τη γραµµικ�η αναδροµικ�η σχ�εση :

ξn+1 = p′(x0)ξn ,

που �εχει ω̋ λ�υση :
ξn+1 = (p′(x0))

nξ0 ,

και συνεπ£ω̋ η παρρ�εκλιση ξn τε�ινει στο µηδ�εν αν |p
′(x0)| < 1 και το σταθερ�ο σηµε�ιο x0 = p(x0) ε�ιναι

ευσταθ�ε̋, �αλλω̋ η παρρ�εκλιση ξn µεγαλ£ωνει, και το σηµε�ιο ε�ιναι ασταθ�ε̋. �Η σταθερ�οτητα φα�ινεται
λοιπ�ον αµ�εσω̋ αν συγκρ�ινει κανε�ι̋ τη κλ�ιση τη̋ εφαπτοµ�ενη̋ τη̋ απεικ�ονιση̋ Poincare στο σταθερ�ο
σηµε�ιο µε αυτ�ην τη̋ ευθε�ια̋ y = x. �Ετσι απ�ο το Σχ. 2 ε�ιναι εµφαν�ε̋ �οτι το πρ£ωτο κατ�α σειρ�α σταθερ�ο

Παραγωγ�ιζοντα̋ τ£ωρα την (4) ω̋ προ̋ τι̋ αρχικ�ε̋ τιµ�ε̋ �αλλη µ�ια φορ�α µπορο�υµε σε ορισµ�ενε̋ περιπτ£ωσει̋ να βγ�αλουµε
συµπερ�ασµατα για την καµπυλ�οτητα τη̋ απεικ�ονηση̋ Poincare. Πρ�αγµατι �εχουµε :

∂2φ(x, t)

∂x2
=

∂

∂x

(
∫ t

0

∂f(φ, s)

∂φ
ds

)

exp

(
∫ t

0

∂f(φ, s)

∂φ
ds

)

=

∫ t

0

∂2f(φ, s)

∂φ2

∂φ(x, s)

∂x
ds exp

(
∫ t

0

∂f(φ, s)

∂φ
ds

)

.

Επειδ�η �οπω̋ δε�ιξαµε ∂φ/∂x > 0 τ�οτε αν η ∂2f/∂φ2 �εχει σταθερ�ο πρ�οσηµο το �ιδιο πρ�οσηµο θα �εχει και η καµπυλ�οτη̋ τη̋
απεικ�ονηση̋ Poincare. Στην περ�ιπτωση τη̋ (1)

∂2f(φ, t)

∂φ2
= −2 ,

οπ�οτε η καµπυλ�οτη̋ ε�ιναι π�αντα αρνητικ�η �οπω̋ φα�ινεται στο σχ�ηµα 2.
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Σχ�ηµα 3: Οι τροχι�ε̋ φ(x0, t) για διαφορετικ�ε̋ αρχικ�ε̋ τιµ�ε̋ x0 στη περ�ιπτωση α = 1/8. Η περ�ιπτωση
x0 ≈ 0.86 αντιστοιχε�ι στο σταθερ�ο σηµε�ιο τη̋ απεικ�ονιση̋ Poincare και αντιστοιχε�ι σε µ�ια περιοδικ�η
τροχι�α. Για αρχικ�ε̋ τιµ�ε̋ µεγαλ�υτερε̋ η τροχι�α �ελκεται και τε�ινει προ̋ την περιοδικ�η π.χ. η τροχι�α
µε x0 = 1. Το ασταθ�ε̋ σταθερ�ο σηµε�ιο ε�ιναι στο x0 ≈ 0.165. Για x0 = 0.17 που ε�ιναι λ�ιγο µεγαλ�υ-
τερο απ�ο το ασταθ�ε̋ σηµε�ιο η τροχι�α ελκεται προ̋ την σταθερ�η περιοδικ�η, εν£ω για τιµ�ε̋ µικρ�οτερε̋
ο πληθυσµ�ο̋ αφαν�ιζεται π.χ. η τροχι�α µε x0 = 0.16.

σηµε�ιο ε�ιναι ασταθ�ε̋ εν£ω αυτ�ο µε τον µεγαλ�υτερο πληθυσµ�ο ε�ιναι ευσταθ�ε̋. Ε�αν αρχικ�α ο πληθυσµ�ο̋
�ηταν µικρ�οτερο̋ απ�ο αυτ�ον του ασταθο�υ̋ σταθερο�υ σηµε�ιου ο πληθυσµ�ο̋ θα αφανισθε�ι, �αλλω̋ ο πλη-
θυσµ�ο̋ θα τε�ινει συν τω χρ�ονω στη περιοδικ�η τροχι�α που αντιστοιχε�ι στο ευσταθ�ε̋ σταθερ�ο σηµε�ιο.
Η συµπεριφορ�α των τροχι£ων �εχει σχεδιασθε�ι στο Σχ. 3. Η συµπεριφορ�α ε�ιναι ποιοτικ�α η �ιδια µε αυτ�ην
του χρονοανεξ�αρτητου συστ�ηµατο̋.

Μ�ια πληρ�εστερη απ�οδειξη του κριτηρ�ιου σταθερ�οτητα̋ �η αστ�αθεια̋ σταθερ£ων σηµε�ιων απεικον�ισεων

Ε�ιδαµε �οτι το σταθερ�ο σηµε�ιο x0 τη̋ δυναµικ�η̋ που δ�ινεται απ�ο την αναδροµικ�η σχ�εση xn+1 =
p(xn) ε�ιναι ευσταθ�ε̋ αν |p′(x0)| < 1, και αν |p′(x0)| > 1 ασταθ�ε̋. Η απ�οδειξη που δ£ωσαµε βασ�ι-
στηκε στη γραµµικοπο�ιηση τη̋ δυναµικ�η̋ περ�ι το σταθερ�ο σηµε�ιο και µελετ�ησαµε την εξ�ελιξη µικρ£ων
παρεκλ�ισεων απ�ο το σταθερ�ο σηµε�ιο στη γραµµικοποιηµ�ενη προσ�εγγιση. Θα δε�ιξουµε εδ£ω �οτι τα συ-
µπερ�ασµατα τη̋ γραµµικοποιηµ�ενη̋ προσ�εγγιση̋ για την ευστ�αθεια �η αστ�αθεια �οταν |p′(x0)| 6= 1 (η
δυναµικ�η λ�εγεται τ�οτε υπερ1ολικ�η) ε�ιναι ορθ�α και ε�αν συµπεριλ�α1ουµε του̋ µη γραµµικο�υ̋ �ορου̋.
Αυτ�ο ε�ιναι πολ�υ σηµαντικ�ο αποτ�ελεσµα δι�οτι µα̋ επιτρ�επει να βασιστο�υµε στα συµπερ�ασµατα τη̋
γραµµικ�η̋ αν�αλυση̋ και ε�ιναι ειδικ�η περ�ιπτωση εν�ο̋ γενικο�υ θεωρ�ηµατο̋ για υπερ1ολικ�α συστ�ηµατα
που λ�εγεται θε£ωρηµα Hartman-Grobman (1960).
Θα δε�ιξω �οτι αν |p′(x0)| < 1 τ�οτε το σταθερ�ο σηµε�ιο ε�ιναι ευσταθ�ε̋. Επειδ�η η p′(x) ε�ιναι συνεχ�η̋

συν�αρτηση4 υπ�αρχει µ�ια περιοχ�η του x0, ∆(x0) = [x0−δ, x0+δ], στην οπο�ια θα ε�ιναι p′(x) < k < 1 για
κ�αθε x ∈ ∆(x0). Αρχικ�α αν ξεκιν�ησουµε στο σηµε�ιο x πλησ�ιον του σταθερο�υ σηµε�ιου x0 και αν�ηκον
στο δι�αστηµα ∆(x0) θα ε�ιναι :

∣

∣

∣

∣

p(x) − x0

x − x0

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

p(x) − p(x0)

x − x0

∣

∣

∣

∣

= |p′(x0 + θ(x − x0))| < k ,

απ�ο το θε£ωρηµα τη̋ µ�εση̋ τιµ�η̋ για κ�αποιο 1 ≥ θ ≥ 0. Συνεπ£ω̋ και το p(x) θα ε�ιναι στο δι�αστηµα

4Κ�αθε λ�υση διαφορικ�η̋ εξ�ισωση̋ ε�ιναι συνεχ�η̋ συν�αρτηση των αρχικ£ων συνθηκ£ων και των παραµ�ετρων τη̋. Αυτ�ο
συµ1α�ινει και �οταν υπ�αρχει ευα�ισθητη εξ�αρτηση απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ �οπω̋ συµ1α�ινει στα χαοτικ�α συστ�ηµατα.
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Σχ�ηµα 4: Η ηλιακ�η ακτινο1ολ�ια S0 που φτ�ανει στη γ�η. Η µ�εση τιµ�η τη̋ �εχει µ�ια µικρ�η διακ�υµανση περ�ι
το S0 = 1366 W/m2 λ�ογω του ηλιακο�υ κ�υκλου. Η συνολικ�η ακτινο1ολ�ια που δ�εχεται η γη καταν�εµεται
σε �ολη την επιφ�ανεια τη̋ γη̋, συνεπ£ω̋ αν�α µον�αδα επιφανε�ια̋ και χρ�ονου η γη δ�εχεταται Q0 = S0/4
�ετσι £ωστε S0πR2

e = 4πR2
eQ0, Re η ακτ�ινα τη̋ Γη̋.

∆(x0) δι�οτι
|p(x) − x0| < k|x − x0| ,

που σηµα�ινει �οτι το p(x) ε�ιναι πλησι�εστερα στο x0 απ�ο το x και αν�ηκει στο ∆(x0). Συνεπ£ω̋ επανα-
λαµ1�ανοντα̋

|p(p(x)) − x0| < k|p(x) − x0|

< k2|x − x0| ,

και τελικ�α
|pn(x) − x0| < kn|x − x0|

που σηµα�ινει �οτι η ακολουθ�ια pn(x) → x0 και συνεπ£ω̋ το σταθερ�ο σηµε�ιο x0 ε�ιναι ευσταθ�ε̋.

Η κλιµατικ�η κρ�ιση του Budyko

Θα παρουσι�ασουµε το απλο�υστερο κλιµατικ�ο µοντ�ελο το οπο�ιο �οµω̋ εγε�ιρει συναρπαστικ�α ερω-
τ�ηµατα για το µ�ελλον και το παρελθ�ον µα̋.
Θεωρο�υµε �οτι η µ�εση θερµοκρασ�ια του πλαν�ητη στο σ�υνολο του εκφρ�αζεται απ�ο την ενεργειακ�η

εξ�ισωση

M
dT

dt
= Q0(1 − α(T )) − (A + BT ) ,

κ�αθε �ορο̋ τη̋ οπο�ια̋ εκφρ�αζει εν�εργεια αν�α µον�αδα χρ�ονου αν�α µον�αδα επιφανε�ια̋ τη̋ γη̋. M ε�ιναι
η θερµικ�η "µ�αζα" τη̋ γη̋, µ�ια γενικ�η σταθερ�α που προσδιορ�ιζει την εν�εργεια που απαιτε�ιται να λοι£ω-
σουν οι π�αγοι, να µετα1ληθε�ι η θερµοκρασ�ια των ωκεαν£ων και να αλλ�αξει τελικ�α η µ�εση θερµοκρασ�ια
του πλαν�ητη. Οι �αλλοι δ�υο �οροι ειναι προσσεγιστικ�ε̋ εκφρ�ασει̋ τη̋ ακτινο1ολ�ια̋ που απορροφ�αται
απ�ο τη γη και τη̋ ακτινο1ολ�ια̋ που εκπ�εµπεται απ�ο τη Γη συναρτ�ησει τη̋ µ�εση̋ θερµοκρασ�ια̋. Προ-
φαν£ω̋ η µετα1ολ�η τη̋ µ�εση̋ θερµοκρασ�ια̋ τη̋ Γη̋ εξαρτ�αται απ�ο τη διαφορ�α µεταξ�υ τη̋ εισερχ�οµε-
νη̋ και εξερχ�οµενη̋ ακτινο1ολ�ια̋. Στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ η εισερχ�οµενη ακτινο1ολ�ια ε�ιναι �ιση
µε την εξερχ�οµενη. Τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ που προκ�υπτουν απ�ο αυτ�ο το µοντ�ελο προσδιορ�ιζουν τα
δυνατ�α κλ�ιµατα. Θα µελετ�ησουµε τα κλ�ιµατα που προκ�υπτουν και τη συµπεριφορ�α για διαφορετι-
κ�ε̋ τιµ�ε̋ τη̋ ακτινο1ολ�ια̋ που δ�εχεται η γη Q0 (Θα θεωρ�ησουµε �οµω̋ προ̋ το παρ�ον �οτι το Q0 ε�ιναι
χρονοανεξ�αρτητο).
Η

Q0(1 − α(T ))
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Σχ�ηµα 5: Η ακτινο1ολ�ια που εκπ�εµπεται απ�ο τον πλαν�ητη (OLR) (κ�οκκινη γραµµ�η) ε�ιναι κατ�α προ-
σ�εγγιση γραµµικ�η συν�αρτηση τη̋ µ�εση̋ θερµοκρασ�ια̋ του πλαν�ητη (τουλ�αχιστον για σχετικ�α µικρ�ε̋
µετα1ολ�ε̋ τη̋ θερµοκρασ�ια̋ του πλαν�ητη). Η ευθε�ια καµπ�υλη του σχ�ηµατο̋ A + BT προσεγγ�ιζει τι̋
καλ�υτερε̋ παρατηρ�ησει̋. Η ετ�ερα καµπ�υλη µε µπλε χρ£ωµα, Q0(1 − α(T )), ε�ιναι �ενα απλ�ο µοντ�ελο
για την ακτινο1ολ�ια που απορροφ�αται απ�ο τη γη συναρτ�ησει τη̋ µ�εση̋ θερµοκρασ�ια̋ του πλαν�ητη
µε ηλιακ�η σταθερ�α �ιση µε την σηµεριν�η µ�εση τιµ�ηQ0 = 341 W/m2 �οπω̋ φα�ινεται στο 4. Οι τοµ�ε̋ των
δ�υο αυτ£ων καµπ�υλων προσδιορ�ιζουν τα κλ�ιµατα στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋. Προ1λ�επονται τρ�ια κλ�ι-
µατα. �Ενα ψυχρ�ο κλ�ιµα που ε�ιναι ευσταθ�ε̋ σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, και δ�υο κλ�ιµατα πολ�υ κοντ�α το �ενα
µε το �αλλο τη γη µερικ£ω̋ καλυµµ�ενη µε παγετ£ωνε̋, το κλ�ιµα µε την µεσα�ια θερµοκρασ�ια ε�ιναι αστα-
θ�ε̋. Το σ�υστηµα µε τι̋ παρ�αµετρε̋ αυτ�ε̋ βρ�ισκεται σε σηµε�ιο δοµικ�η̋ ευστ�αθεια̋. Ε�αν τα πρ�αγµατα
ε�ιχαν ω̋ δε�ιχνει το σχ�ηµα τι αποφ�ασει̋ θα λαµ1�ανετε σχετικ�α µε τα θερµοκηπιακ�α α�ερια που �εχουν
την τ�αση στα πλα�ισια του απλο�υ αυτο�υ µοντ�ελου να αυξ�ανουν το ενεργ�ο Q0 ;
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ε�ιναι η ολικ�η ποσ�οτητα ηλιακ�η̋ ακτινο1ολ�ια̋ που απορροφ�α η γη αν�α τετραγωνικ�ο µ�ετρο και σχεδι�α-
ζεται στο Σχ. 5. Τεσσερει̋ φορ�ε̋ το Q0 σεW/m2 ε�ιναι η ποσ�οτητα τη̋ ηλιακ�η̋ ακτινο1ολ�ια̋ που θα
µετρο�υσε �ενα̋ δορυφ�ορο̋ �εξω απ�ο τη γη (κατα µ�εσο �ορο 1366 W/m2) και θα απορροφ�ατο απ�ο τη γη
αν δεν υπ�ηρχαν ανακλ�ασει̋ �οπω̋ φα�ινεται στο 4. Το α(T ) ε�ιναι η γενικ�η ανακλαστικ�οτητα τη̋ γη̋.
Η συν�αρτηση τη̋ ανακλαστικ�οτητα̋ ε�ιναι πολ�υπλοκη, ε�ιναι συν�αρτηση του τ�υπου του εδ�αφου̋ (γη,
νερ�ο, π�αγο̋, �ερηµο̋ κ.λ.π.), τη̋ βλ�αστηση̋, καθ£ω̋ και τη̋ κατανοµ�η̋ των νεφ£ων στην ατµ�οσφαιρα.
Εµε�ι̋ την λαµ1�ανουµε ω̋ την συν�αρτηση :

α(T ) =











αi T < Ti

α0 + (αi − α0)
(

1 − sin
(

π
2

T−T i
Tf−T i

))

Ti ≤ T ≤ Tf

α0 T > Tf

�οπου αi = 0.7 η ανακλαστικ�οτητα �οταν η Γη ε�ιναι �ολη καλυµµ�ενη µε π�αγο που θεωρο�υµε �οτι συµ1α�ινει
�οταν T < Ti = 240K. �Οταν T > Tf = 300K η Γη δεν�εχει πουθεν�α π�αγο και η µ�εση ανακλαστικ�οτητα
ε�ιναι α0 = 0.2. Για τι̋ ενδι�αµεσε̋ θερµοκρασ�ιε̋ η Γη ε�ιναι µερικ�α µ�ονο καλλυµ�ενη µε π�αγο και η
ανακλαστικ�οτητα λαµ1�ανει ενδι�αµεση τιµ�η. Επειδ�η οι π�αγοι πρ£ωτα καλ�υπτουν του̋ π�ολου̋ η επιρρο�η
στην ανακλαστικ�οτητα ε�ιναι αν�αλογη τη̋ επιφ�ανεια̋ τη̋ γη̋ που καλ�υπτουν. Αυτ�ο το γεωµετρικ�ο
παρ�αγοντα τον �εχουµε λ�α1ει υπ�οψη µα̋ κ�ανοντα̋ την µετα1ολ�η τη̋ ανακλαστικ�οτητα̋ αν�αλογη µε
την επιφ�ανεια που καλ�υπτουν οι π�αγοι, οπ�οτε �οταν πλησι�αζουν οι π�αγοι στου̋ π�ολου̋ η µετα1ολ�η
ε�ιναι �ολο και πιο µικρ�η. Θεωρ£ωντα̋ την ανακλαστικ�οτητα συν�αρτηση τη̋ θερµοκρασ�ια̋ υποθ�ετουµε
�οτι η �εκταση τη̋ γη̋ που καλ�υπτεται απ�ο παγετ£ωνε̋ αυξ�ανεται �οσο µικρα�ινει η θερµοκρασ�ια και �οτι
ο κ�υριο̋ παρ�αγων που ελ�εγχει την ανακλαστικ�οτητα ε�ιναι το ποσοστ�ο των παγετ£ωνων και µ�ονο.
Η ακτινο1ολ�ια που εκπ�εµπεται απ�ο τη Γη ακολουθε�ι µε ικαν�η ακρ�ι1εια την ακτινο1ολ�ια εν�ο̋ γκρ�ι-

ζου σ£ωµατο̋ που ακολουθε�ι µε µεγ�αλη ακρ�ι1εια τον ν�οµο Stefan-Boltzman e(T )σT 4, �οπου το ενεργ�ο
emissivity e(T ) τη̋ γἠνη̋ ατµ�οσφαιρα̋ εξαρτ�αται απ�ο τη θερµοκρασ�ια και �εχει περ�ιπου µ�εση τιµ�η
0.612. Η εξ�αρτηση απ�ο τη θερµοκρασ�ια προκ�υπτει απ�ο τη συµπεριφορ�α των θερµοληπιακ£ων αερ�ιων
και δεν την γνωρ�ιζουµε ακρι1£ω̋ 5. Στα πλα�ισια των θερµοκρασι£ων που θα εξετ�ασουµε η σχ�εση αυτ�η
ε�ιναι κατα προσ�εγγιση γραµµικ�η και δ�ινεται σε πολ�υ καλ�η προσ�εγγιση απ�ο το γραµµικ�ο ν�οµο :

A + BT

τι̋ σταθερ�ε̋ του οπο�ιου µπορο�υµε να βρο�υµε απ�ο παρατηρ�ησει̋ και µε χρ�ηση πολυπλ�οκων κωδ�ικων
(εµε�ι̋ λαµ1�ανουµε A = −450, B = 2.5 µε τη θερµοκρασ�ια σε Κ και την εξερχ�οµενη ακτινο1ολ�ια σε
W/m2) . Η γραµµικ�η αυτ�η η εξ�αρτηση �οπω̋ προκ�υπτει απ�ο παρατηρ�ησει̋ σχεδι�αζεται στο Σχ. 5.
Οι θερµοκρασ�ιε̋ ισορροπ�ια̋ σχεδι�αζονται στο Σχ.6 συναρτ�ησει τη̋ ηλιακ�η̋ σταθερ�α̋ Q0. Παρα-

τηρε�ιτε �οτι για εισερχ�οµενη ακτινο1ολ�ια στο δι�αστηµα 339.5 W/m2 < Q0 < 500 W/m2 υπ�αρχουν τρ�ια
σηµε�ια ισορροπ�ια̋, δ�υο σταθερ�α (�ενα µε τη γη καλυµµ�ενη �ολη µε π�αγο, το �αλλο µε µερικ�η κ�αλυψη π�α-
γου) και �ενα ασταθ�ε̋ µε ενδι�αµεση κ�αλυψη π�αγου. Για Q0 < 339.5 W/m2 �εχουµε µ�ονο �ενα ευσταθ�ε̋
σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ το οπο�ιο προ1λ�επει οτι η Γη ε�ιναι �ολ�οκληρη καλυµµ�ενη µε παγετ£ωνε̋ βρ�ισκεται
στο κλ�ιµα τη̋ χιον�οµπαλλα̋ (snowball earth). Οµο�ιω̋ για Q0 > 500 W/m2 υπ�αρχει �ενα και µοναδικ�ο
σηµε�ιο ευσταθ�ε̋ ισορροπ�ια̋ που αντιστοιχε�ι σε �ενα θερµ�ο πλαν�ητη χωρ�ι̋ πουθεν�α π�αγου̋ (λ�εγεται
equable climate)

Η ηλιακ�η σταθερ�α ε�ιναι σ�ηµερα περ�ι τα Q0 = 340 W/m2 και αν λαµ1�αναµε σο1αρ�α την αν�α-
λυση αυτ�η στι̋ λεπτοµ�ερειε̋ τη̋ θα�επρεπε να συµπερ�ανουµε �οτι βρισκ�οµαστε στο χε�ιλο̋ του γκρεµο�υ,
�οπω̋ σηµε�ιωσε ο Budyko το 1969. Σ�υµφωνα µε αυτ�ο το µοντ�ελο µ�ια µικρ�η µε�ιωση τη̋ ηλιακ�η̋ στα-
θερ�α̋ (η οπο�ια µπορε�ι ισοδ�υναµα να προ�ελθει και απ�ο µε�ιωση των αερ�ιων του θερµοκηπ�ιου) µπορε�ι
να οδηγ�ησει τη γη σε ασυνεχ�η µεταφορ�α σε κλ�ιµα χιον�οµπαλλα̋. Αυτ�η η αστ�αθεια προκαλε�ιται �οταν
αυξαν�οµενου του π�αγου αυξ�ανεται η ανακλαστικ�οτητα και µει£ωνεται περισσ�οτερο η εισερχ�οµενη ηλι-
ακ�η ακτινο1ολ�ια απ�ο την εξερχ�οµενη ακτινο1ολ�ια OLR (outgoing longwave radiation) µε αποτ�ελεσµα

5Αν την γνωρ�ιζαµε θα µπορο�υσαµε να δ£ωσουµε απ�αντηση στο τι θα συµ1ε�ι αν ceteris paribus αυξ�αναµε την διπλασι�α-
ζαµε την περιεκτικ�οτητα σε εκποµπ�ε̋ CO2. Π.χ. το κυρι�οτερο θερµοκηπιακ�ο α�εριο ε�ιναι το νερ�ο και η α1�ε1αιη κατανοµ�η
καθ��υψο̋ του νερο�υ επηρρε�αζει κρ�ισιµα το emissivity e(T ).
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Σχ�ηµα 6: Οι θερµοκρασ�ιε̋ των δυνατ£ων κλιµ�ατων ισορροπ�ια̋ τη̋ γη̋ συναρτ�ησει τη̋ ηλιακ�η̋ στα-
θερ�α̋ Q0. Στο κλ�ιµα στο οπο�ιο η µ�εση θερµοκρασ�ια ε�ιναι µικρ�οτερη απ�ο T = 240 K (γραµµ�η µπλε) ο
πλαν�ητη̋ ε�ιναι καλυµµ�ενο̋ µ�εχρι και τον ισηµεριν�ο µε παγετ£ωνε̋. Το κλ�ιµα αυτ�ο το ον�οµασε ο Paul
Hoffman κλ�ιµα χιον�οµπαλλα̋ (snowball earth). Στο κλ�ιµα µε µ�εσε̋ θερµοκρασ�ιε̋ που υπερ1α�ινουν
του̋ T = 300 K (π�ανω απ�ο την κ�οκκινη γραµµ�η) �ολοι οι παγετ£ωνε̋ �εχουν λει£ωσει και �εχουµε µ�ια γη
χωρ�ι̋ π�αγο. Το κλ�ιµα αυτ�ο µπορε�ι να αντιστοιχε�ι στο κλ�ιµα τη̋ εποχ�η̋ των δεινοσα�υρων. Στι̋ εν-
δι�αµεσε̋ θερµοκρασ�ιε̋ �εχουµε τη γη µερικ£ω̋ καλυπτ�οµενη απ�ο π�αγο που αντιστοιχε�ι στη σηµεριν�η
εποχ�η.

ο πλαν�ητη̋ να κρυ£ωσει περαιτ�ερω και να επεκτε�ινει την περιοχ�η που καλ�υπτεται µε π�αγο µ�εχρι̋ �οτου
ο π�αγοσ καλ�υψει �ολη τη γη. Αυτ�η η αστ�αθεια προκαλε�ιται απ�ο την αν�αδραση παγετ£ωνα και ανακλα-
στικ�οτητα̋ (ice-albedo feedback).
Τοαπλ�ο µοντ�ελο προ1λ�επει την �υπαρξη τρ�ια ε�ιδη κλιµ�ατων τα οπο�ια και�εχουν παρατηρηθε�ι. Κρ�υα

κλ�ιµατα χιον�οµπαλλα̋, κλ�ιµατα στα οπο�ια η Γη ε�ιναι µερικ£ω̋ καλλυµ�ενη µε π�αγου̋ (�οπω̋ το σηµεριν�ο
και αυτ�ο των τελευτα�ιων 3-4 εκ. χρ�ονων) και κλ�ιµατα θερµ�α. Κλ�ιµατα χιον�οµπαλλα̋ �εχει προσφ�ατω̋
αποδειχθε�ι �οτι κυριαρχο�υσαν στη Γη κατ�α τη νεοπρωτοζὠκ�η εποχ�η (600 εκ. χρον. πριν). Συνεχ�η̋ α�υ-
ξηση τη̋ ηλιακ�η̋ σταθερ�α̋, που µπορε�ι να προ�ελθει και απ�ο α�υξηση των υδρατµ£ων στην ατµ�οσφαιρα
�η του διοξειδ�ιου του �ανθρακα �η και �αλλ£ων θερµοκηπιακ£ων αερ�ιων, µπορε�ι �οταν Q0 = 475 W/m2 να
οδηγ�ησει σε παντελ�η εξαφ�ανιση των παγετ£ωνων που κ�αλυπταν την χιον�οµπαλλα Γη και να τη µεταφ�ε-
ρουν σε �ενα ασυνεχ£ω̋ θερµ�ο πλαν�ητη. Αυτ�ο υπ�αρχουν ενδε�ιξει̋ �οτι συν�ε1η 4-5 φορ�ε̋ κατα την νεο-
πρωτοζὠκ�η εποχ�η. Το θερµ�ο κλ�ιµα που κυριαρχε�ι χωρ�ι̋ παγετ£ωνε̋ µπορε�ι να αντιστοιχε�ι στο κλιµα
τη̋ Εωσκαιν�η̋ περι�οδου (60 εκ. χρ. πριν) �οταν στη γη κυκλοφορο�υσαν οι δειν�οσαυροι και υπ�ηρχαν
φο�ινικε̋ και ζο�υσαν κροκ�οδειλοι στο Spitzbergen κατ�α τη δι�αρκεια τη̋ πολικ�η̋ ν�υκτα̋. �Ενα �αλλο
π�ορισµα, σχετικ�ο µε τι̋ συζητ�ησει̋ που γ�ινονται τη τελευτα�ια δεκαετ�ια ω̋ προ̋ την "υπερθ�ερµανση
του πλαν�ητη µα̋", ε�ιναι �οτι προ1λ�επεται απ�ο αυτ�ο το µοντ�ελο ασυνεχ�η̋ µετα1ολ�η του κλ�ιµατο̋ µ�ονο
αν µειωθο�υν τα θερµοκηπιακ�α α�ερια (αντιστο�ιχω̋ µειωθε�ι το Q0).

Ευστ�αθεια του κλιµατικο�υ µοντ�ελου µε τη µ�εθοδο του Lyapunov

Μ�εχρι τ£ωρα την ευστ�αθεια των σηµε�ιων ισορροπ�ια̋ την κρ�ιναµε µε γραµµικοπο�ιηση τη̋ δυναµικ�η̋
περ�ι το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ και αν�αλυση τη̋ γραµµικ�η̋ εξ�ισωση̋ που προκ�υπτει. Αυτ�η η µ�εθοδο̋ δ�ινει
αποτελ�εσµατα που ισχ�υουν και �οταν συµπεριληφθο�υν και οι µη γραµµικο�ι �οροι αν τα σηµε�ια ισορρο-
π�ια̋ ε�ιναι υπερ1ολικ�α (ευσταθ�η �η ασταθ�η). Υπ�αρχει µ�ια µ�εθοδο̋ που αν�επτυξε ο Lyapunov (1907), η
µ�ονη µ�αλιστα που υπ�αρχει, η οπο�ια ε�ιναι πολ�υ χρ�ησιµη και µπορε�ι να κρ�ινει την ευστ�αθεια εν�ο̋ δυνα-
µικο�υ συστ�ηµατο̋ χωρ�ι̋ γραµµικοπο�ιηση και �εχει αµ�εσω̋ µη γραµµικ�η ισχ�υ. Μπορε�ι µε την µ�εθοδο
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Σχ�ηµα 7: Τοψευδοδυναµικ�ο του κλιµατικο�υ µοντ�ελου τουBudyko V (T )−V (T1) γιαQ0 = 350 W/m2.

Τα στ�ασιµα σηµε�ια προσδιορ�ιζουν τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ και το σχ�ηµα την ευστ�αθεια του̋.

αυτ�η να προσδιορ�ισει �ετσι κανε�ι̋ τη περιοχ�η �ελξεω̋ εν�ο̋ σταθερο�υ σηµε�ιου. Περιοχ�η �ελξεω̋ εν�ο̋ ση-
µε�ιου ισορροπ�ια̋ (basin of attraction) ορ�ιζεται ω̋ το συν�ολο των σηµε�ιων απ�ο τα οπο�ια αν εκκιν�ησει
το δυναµικ�ο σ�υστηµα θα καταλ�ηξει στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋. Θα δε�ιξουµε την µ�εθοδο αυτ�η στο απλ�ο
παρ�αδειγµα του κλιµατικο�υ µοντ�ελου του Budyko.
Γρ�αφουµε την εξ�ισωση εξ�ελιξη̋ τη̋ θερµοκρασ�ια̋ ω̋ :

M
dT

dt
= −

dV

dT
, (5)

�οπου το V ε�ιναι το ψευδοδυναµικ�ο :

V (T ) = −

∫ T

0

(Q0(1 − α(s)) − (A + Bs)) ds,

το οπο�ιο σχεδι�αζεται για Q0 = 350 W/m2 στο Σχ. 7.
Τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ προσδιορ�ιζονται τ£ωρα απ�ο τα στ�ασιµα σηµε�ια τη̋ V . Αν πολλαπλασ�ι�α-

σουµε την (5) µε Ṫ �εχουµε

MṪ 2 = −
dV

dt
,

συνεπ£ω̋
dV

dt
≤ 0 . (6)

Ε�αν η γη �εχει αρχικ�α τη θερµοκρασ�ια T (0) = T0 η µετ�επειτα τιµ�ε̋ τη̋ θερµοκρασ�ια̋ T (t) θα κε�ινται
επ�ι τη̋ καµπ�υλη̋ V = V (T ) του Σχ. 7. Οι T (t) πρ�επει π�αντοτε να αντιστοιχο�υν σε µικρ�οτερε̋ τιµ�ε̋
τη̋ V λ�ογω τη̋ (6) δηλαδ�η θα οι θερµοκρασ�ιε̋ να κινηθο�υν συνεχ£ω̋ στη περιοχ�η που ικανοποιε�ι την
V (T (t)) < V (T0). Αυτ�ο περιορ�ιζει την εξ�ελιξη των θερµοκρασι£ων και �οπω̋ φα�ινεται απ�ο το Σχ. 7 οι
θερµοκεασ�ιε̋ πρ�επει να αντιστοιχο�υν σε µικρ�οτερε̋ τιµ�ε̋ τη̋ συν�αρτηση̋ V . Συνεπ£ω̋ η θερµοκρασ�ια
θα κιλ�ησει στο πλησι�εστερο ευσταθ�ε̋ στ�ασιµο σηµε�ιο.
Αυτ�η ε�ιναι η µ�εθοδο̋ του Lyapunov για τον απ�οδειξη τη̋ ευστ�αθεια̋ εν�ο̋ σηµε�ιου ισορροπ�ια̋.

Το πρ£ωτο και δε�υτερο Θε£ωρηµα του Lyapunov για την ευστ�αθεια σηµε�ιου ισορροπ�ια̋.

Χεγ µπορο�υµε να παρουσι�ασουµε το θε£ωρηµα σε µ�ια δι�ασταση, η απ�οδειξη γενικε�υεται σε περισ-
σ�οτερε̋ διαστ�ασει̋ µε µ�ονο ασ�ηµαντε̋ λεκτικ�ε̋ παραλλαγ�ε̋.
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Θε£ωρηµαLyapunov : Αν Teq σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του δυναµικο�υ συστ�ηµατο̋ Ṫ = f(T ) και υπ�αρχει
κ�αποια παραγωγ�ισιµη συν�αρτηση̋ V (T ) στο ανοικτ�ο δι�αστηµα ∆ = (Teq − δ1, Teq + δ2) που συµπερι-
λαµ1�ανει το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ που ικανοποιε�ι τι̋ εξ�η̋ ιδι�οτητε̋ :
α) ε�ιναι V (Teq) = 0 στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ Teq,

β) ε�ιναι V (T ) > 0 σε �ολα τα σηµε�ια του ∆ − Teq και,
γ) dV/dt < 0 σε �ολα τα σηµε�ια τη̋ περιοχ�η̋ ∆ − Teq

τ�οτε το Teq ε�ιναι ευσταθ�ε̋ σηµε�ιο και limt→∞ T (t) = Teq αν αρχικ�α T0 ∈ ∆.

Η συν�αρτηση V που ικανοποιε�ι τι̋ παραπ�ανω συνθ�ηκε̋ λ�εγεται συν�αρτηση Lyapunov.

Απ�οδειξη : Θεωρ�ηστε µ�ια κλειστ�η περιοχ�η Bǫ = [Teq − ǫ, Teq + ǫ] του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ η οπο�ια
εµπερι�εχεται εξ�ολοκλ�ηρου στο σ�υνολο ∆, και �εστω Vm η ελ�αχιστη τιµ�η που λαµ1�ανει η συν�αρτηση
V (T ) στο σ�υνορο του Bǫ. Θεωρο�υµε το σ�υνολο των τιµ£ων U = {T ∈ Bǫ | V (T ) < Vm}. Τ�οτε ε�ιναι
Teq ∈ U καθ£ω̋ επ�ιση̋ U ⊂ Bǫ. Τ�οτε �ολε̋ οι λ�υσει̋ που αρχ�ιζο�υν µε αρχικ�ε̋ τιµ�ε̋ T0 ∈ U − Teq δεν
µπορο�υν να διαφ�υγουν απ�ο το Bǫ δι�οτι λ�ογω τη̋ συνθ�ηκη̋ γ) οι θα ε�ιναι V (T (t)) < V (T0) οπ�οτε και
για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ T (t) ∈ Bǫ. Αυτ�ο αποδεικν�υει την ευστ�αθεια του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋

6

Αυτ�ο το αποτ�ελεσµα ονοµ�αζεται το πρ£ωτο θε£ωρηµα του Lyapunov για την ευστ�αθεια, αυτ�ο που
ακολουθε�ι τ£ωρα και αφορ�α την ασυµπτωτικ�η ευστ�αθεια ε�ιναι το δε�υτερο θε£ωρηµα.
Θα καταλ�ηγαµε στα παραπ�ανω συµπερ�ασµατα ε�αν αντι τη̋ γ) �ικανοποιε�ιτο η ασθεν�εστερη συν-

θ�ηκη : dV/dt ≤ 0. Θα δε�ιξουµε τ£ωρα �οταν ισχ�υει το γ) �οτι το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι ασυµπτωτικ�α
ευσταθ�ε̋ δηλαδ�η limt→∞ T (t) = Teq αν αρχικ�α T0 ∈ ∆. Η απ�οδειξη ε�ιναι κ�απω̋ τεχνικ�η και µπορε�ι
να παραληφθε�ι σε πρ£ωτη αν�αγνωση. Θεωρ�ηστε τ£ωρα τη τροχι�α T (t) κ�αποιου αρχικο�υ σηµε�ιου που
ε�ιναι στο U και παραµ�ενει ω̋ δε�ιξαµε για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ στο Bǫ. Το απειροσ�υνολο των τιµ£ων
τη̋ τροχι�α̋ θα �εχει κ�αποιο ορικ�ο σηµε�ιο (θε£ωρηµα Bolzano-Weierstrass), και �εστω αυτ�ο �οτι ε�ιναι το
T∗(0), οπ�οτε υπ�αρχει µ�ια ακολουθ�ια χρονικ£ων στιγµ£ων tn για τι̋ οπο�ιε̋ η ακολουθ�ια T (tn) → T∗(0)
και επειδ�η ικανοποιε�ιται η γ) η ακολουθ�ια των τιµ£ων τη̋ V πρ�επει να ε�ιναι γνησ�ιω̋ φθ�ινουσα οπ�οτε
θα ε�ιναι V (T (tn)) > V (T∗(0)). Θα δε�ιξουµε �οτι αν υπ�αρχει ορικ�ο σηµε�ιο �αλλο απ�ο το σηµε�ιο ισορρο-
π�ια̋, T∗(0) 6= Teq, καταλ�ηγουµε σε �ατοπο. �Εστω �οτι υπ�αρχει τ�ετοιο ορικ�ο σηµε�ιο, τ�οτε η τροχι�α που
εκκινε�ι απ�ο αυτ�ο το σηµε�ιο, η T∗(t), θα ικανοποιε�ι λ�ογω τη̋ γ) την ανισ�οτητα V (T∗(t)) < V (T∗(0)).
Επειδ�η �οµω̋ οι λ�υσει̋ διαφορικ£ων εξισ£ωσεων ε�ιναι συνεχε�ι̋ συναρτ�ησει̋ των αρχικ£ων τιµ£ων του̋, αν
λ�α1ουµε ω̋ αρχικ�η συνθ�ηκη την X(t) αρκο�υντω̋ πλησ�ιον τη̋ T∗(0) τ�οτε θα ισχ�υει και για αυτ�η την
τροχι�α η ανισ�οτητα V (X(t)) < V (T∗(0)). Καταλ�ηγουµε σε �ατοπο επιλ�εγοντα̋ για αρχικ�η τιµ�η κ�αποιο
X(0) = T (tn) που βρ�ισκεται αρκο�υντω̋ πλησ�ιον του T∗(0).

Παραδε�ιγµατα κατασκευ�η̋ συναρτ�ησεων Lyapunov

1) Στο κλιµατικ�ο παρ�αδειγµα αν επιλ�εξουµε V (T ) = V (T ) − V (T1), η V () ε�ιναι συν�αρτηση Lya-
punov για πρ£ωτο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ T1 και το δι�αστηµα∆ = (0, T2). To∆ = (0, T2) ε�ιναι και η λεκ�ανη
�ελξεω̋ του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ T1.

2) Θεωρ�ηστε το γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα

ẋ = Ax

�οπουA �ενα̋ π�ινακα̋ n× n. Θ�ελουµε να δε�ιξουµε κατασκευ�αζοντα̋ µ�ια κατ�αλληλη συν�αρτηση Lya-
punov �οτι αν �ολε̋ οι ιδιοτιµ�ε̋ �εχουν αρνητικ�ο πραγµατικ�ο µ�ερο̋ τ�οτε το 0 ε�ιναι ασυµπτωτικ�α ευσταθ�ε̋
σηµε�ιο ισορροπ�ια̋. Προ̋ το�υτο θεωρο�υµε δ�υο β�ασει̋ ιδιοδιανυσµ�ατων. Τα ιδιοδιαν�υσµατα ui του π�ι-
νακαA που ικανοποιο�υν τι̋ σχ�εσει̋ :

Aui = λ(i)ui

6Η ευστ�αθεια αυτ�η ε�ιναι η ευστ�αθεια κατα Lyapunov που σηµα�ινει �οτι αν ξεκιν�ησει το δυναµικ�ο σ�υστηµα πλησ�ιον του
σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ θα παραµε�ινει για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ πλησ�ιον του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ : για κ�αθε περιοχ�η ∆ του
σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ υπ�αρχει υποπεριοχ�η του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋∆1 που περικλε�ιεται στην αρχικ�η, ∆1 ⊂ ∆, τ�ετοια £ωστε
η τροχι�α T (t) που προκ�υπτει απ�ο κ�αθε αρχικ�η τιµ�η T0 ∈ ∆1 να βρ�ισκεται π�αντοτε στο ∆ δηλαδ�η να ε�ιναι T (t) ∈ ∆.
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και τα ιδιοδιαν�υσµατα vi του συζυγο�υ̋ π�ινακα
7 µε ιδιοτιµ�ε̋ τι̋ συζυγε�ι̋ ιδιοτιµ�ε̋ που ικανοποιο�υν

τι̋ σχ�εσει̋ :
A

†vi = λ(i)∗vi .

�Οταν ο π�ινακα̋ A δεν αντιµετατ�ιθεται µε τον A
† οι δ�υο αυτ�ε̋ β�ασει̋ ε�ιναι διαφορετικ�ε̋ και ε�ιναι

ορθογ£ωνιε̋ µεταξ�υ του̋ υπ�ο την �εννοια :

< vi, uj >= δij ,

οπ�οτε το x αναλ�υεται στη β�αση ui ω̋ εξη̋ :

x =
n
∑

i=1

< vi, x > ui .

Θεωρο�υµε την εξ�η̋ συν�αρτηση Lyapunov

V (x) =
n
∑

i

βi < vi, x >< x, vi >

�οπου βi > 0 ε�ιναι τυχα�ιοι θετικο�ι αριθµο�ι. Θα δε�ιξουµε �οτι για κ�αθε επιλογ�η των βi η συν�αρτηση V
ικανοποιε�ι τα θεωρ�ηµατα ευστ�αθεια̋ του Lyapunov υπ�ο την πρὁπ�οθεση �οτι το πραγµατικ�ο µ�ερο̋ των
ιδιοτιµ£ων, ℜ(λ), ε�ιναι αρνητικ�ο. Πρ�αγµατι �οταν x = 0 ε�ιναι V = 0 και ε�ιναι V (x) > 0 για κ�αθε σε
�ολο το x ∈ R

n. Οπ�οτε ικανοποιο�υνται οι απαιτ�ησει̋ α) και β). Μ�ενει να αποδειχθε�ι �οτι dV/dt < 0 για
κ�αθε x ∈ R

n. Πρ�αγµατι :

dV

dt
=

n
∑

i

βi

(

d < vi, x >

dt
< x, vi > + < vi, x >

d < x, vi >

dt

)

=
n
∑

i

βi (< vi,Ax >< x, vi > + < vi, x >< Ax, vi >)

=
n
∑

i

βi

(〈

vi,A
∑

j

< vj , x > uj

〉

< x, vi > + < vi, x >

〈

A

∑

j

< vj , x > uj, vi

〉)

=

n
∑

i

βi

(〈

vi,
∑

j

λ(j) < vj , x > uj

〉

< x, vi > + < vi, x >

〈

∑

j

λ(j) < vj , x > uj, vi

〉)

=
n
∑

i

βi

(

λ(i) < vi, x >< x, vi > +λ(i)∗ < vi, x >< x, vi >
)

=

n
∑

i

βi(λ
(i) + λ(i)∗)| < vi, x > |2

το οπο�ιο ε�ιναι αρνητικ�ο ε�αν �ολε̋ οι ιδιοτιµ�ε̋ �εχουν αρνητικ�ο πραγµατικ�ο µ�ερο̋ :

ℜ(λ(i) < 0 .

Πρ�ο1ληµα : Κατασκευ�αστε �ενα γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα που δι�επεται απ�ο �ενα 2 × 2 π�ινακα
A (ο π�ινακα̋A ε�ιναι ο γενν�ητωρ τη̋ δυναµικ�η̋) που �εχει ιδιοτιµ�ε̋ µε αρνητικ�ο πραγµατικ�ο µ�ερο̋ και
για τον οπο�ιον η V = x†x δεν ε�ιναι συν�αρτηση Lyapunov. Μπορε�ιτε να προσδιορ�ισετε συνθ�ηκε̋ που
πρ�επει να ικανοποιε�ι οA £ωστε η παραπ�ανω συν�αρτηση να ε�ιναι συν�αρτηση Lyapunov.

7�Εχοντα̋ ορ�ισει το εσωτερικ�ο γιν�οµενο < ·, · > ο συζυγ�η̋ π�ινακα̋ ορ�ιζεται απ�ο τη σχ�εση :

< x,Ay >=< A
†x, y > .

�Οταν το εσωτερικ�ο γιν�οµενο ε�ιναι το ευκλε�ιδιο < x, y >=
∑n

i=1
x∗

i yi, �οπου ∗ συµ1ολ�ιζει το µιγαδικ�ο συζυγ�ε̋, ο συζυγ�η̋
π�ινακα̋A† ε�ιναι ο ερµιτιαν�ο̋ αν�αστροφο̋ τουA δηλαδ�η τα στοιχε�ια του συζυγο�υ̋ ε�ιναι τα

(

A
†
)

ij
= A∗

ji.
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