TΕΛΙΚΗ ΚΑΤ’ ΟΙΚΟΝ ΕΞΕΤΑΣΗ ΣΤΗ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΔΥΝΑΜΙΚΗ

Παράδοση 12 Ιουνίου 2002
Πρόβλημα 1 (Προσέγγιση WKB και αδιαβατικό αναλοίωτο μέσω της μεθόδου των μέσων τιμών)

 Θεωρείστε τον ταλαντωτή  
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, με μεταβλητή συχνότητα 
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. Η μεταβολή της συχνότητας γίνεται αδιαβατικά και θεωρούμε το 
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 να είναι ποσότητα τάξης 
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 θέλουμε να προσδιορίσουμε την εξέλιξη της θέσης 
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 και της ενέργειας του ταλαντωτή 
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 με το χρόνο.  Για να εφαρμόσουμε τη μέθοδο των μέσων τιμών  ορίζουμε τη νέα μεταβλητή 
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. Αποδείξτε ότι ως προς τη νέα μεταβλητή ο ταλαντωτής παίρνει τη μορφή:
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Εξηγείστε γιατί μπορείτε να χρησιμοποιήσετε τη μέθοδο των μέσων τιμών στην εξίσωση σε αυτή τη μορφή και αποδείξτε ότι σε πρώτη προσέγγιση η θέση του ταλαντωτή είναι 


[image: image11.wmf]ò

=

t

ds

s

t

x

0

0

)

(

cos

)

(

e

w

w

w

, όπου 
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Η προσέγγιση αυτή είναι πολύ χρήσιμη και ονομάζεται προσέγγιση WKB.

Αποδείξτε στην ίδια τάξη προσέγγισης  ότι η ποσότητα 
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  παραμένει σταθερή (και είναι το αδιαβατικό αναλλοίωτο).

Θεωρείστε τη περίπτωση 
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. Προσδιορίστε τη 
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 αριθμητικά με τις παραπάνω αρχικές συνθήκες στο χρονικό  διάστημα 
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 και συγκρίνατέ την με την προσέγγιση WKB. Ελέγξτε την ακρίβεια του αδιαβατικού αναλοιώτου.

Πρόβλημα 2: Μελέτη ενός ταλαντωτή με περιοδική διακύμανση της συχνότητάς του (μέρος του προβλήματος το έχετε διδαχθεί και σκοπός μερικών ερωτημάτων είναι η εμπέδωση της ύλης .) Απαντάτε στα ερωτήματα που είναι  τυπωμένα με ιταλικούς bold χαρακτήρες.

Θεωρείστε τον ταλαντωτή 
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 έχει ληφθεί έτσι ώστε η συνάρτηση 
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 να μην έχει σημείο συμπυκνώσεως τη μηδενική συχνότητα  και ο 
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 για να έχουμε φραγμένες συχνότητες και ας θεωρήσετε ότι 
[image: image23.wmf]1

>>

K

 ).  Το σημείο ισορροπίας είναι το 
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 η ταχύτητα του ταλαντωτή. Στο χώρο των φάσεων, που στη περίπτωση αυτή είναι το επίπεδο 
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, το σημείο ισορροπίας είναι η αρχή των αξόνων. Θέλουμε να μελετήσουμε την ευστάθεια αυτού του ταλαντωτή και ορίζουμε ως μέτρο της διαταραχής του το ευκλείδιο μέτρο 
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, το οποίο θα αποκαλούμε ενέργεια από εδώ και μπρός (ταυτίζεται με τη συνήθη ενέργεια μόνο όταν η συχνότητα είναι μοναδιαία). Ο ταλαντωτής θα θεωρείται ασταθής όταν υπάρχουν αρχικές τιμές των 
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 για τις οποίες για 
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 η ενέργεια του ταλαντωτή απειρίζεται, 
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 (αναφέρω απλώς ότι μπορεί να αποδειχθεί ότι  αυτός ο ορισμός της αστάθειας είναι ανεξάρτητος από την επιλογή  του μέτρου).  Αν λέγαμε αφελώς ότι επειδή ανά πάσα στιγμή ο ταλαντωτής είναι ευσταθής (επειδή διαγράφει για σταθερή συχνότητα μία ελλειπτική τροχιά στο χώρο των φάσεων) θα είναι ευσταθής (η ενέργεια του ταλαντωτή θα παραμένει δηλαδή πεπερασμένη)  και όταν η συχνότητα  μεταβάλλεται με το χρόνο, θα  κάναμε πολύ μεγάλο λάθος. Σκοπός του προβλήματος είναι να καταλάβετε πως είναι δυνατόν να είναι ασταθής ένας ταλαντωτής όταν η μεταβολή της συχνότητάς του είναι αρκούντως ευμετάβλητη.  Γνωρίζετε ήδη από τη Μηχανική ΙΙ αλλά και από το προηγούμενο πρόβλημα ότι όταν η μεταβολή της συχνότητας γίνεται αδιαβατικά  ο ταλαντωτής διατηρεί την  ευστάθειά του, και συνεπώς η μεταβλητικότητα της συχνότητας θα πρέπει να παίζει κάποιο ρόλο στην αστάθεια που θα βρείτε. 

Θα μελετήσουμε τον ταλαντωτή στο χώρο των φάσεων. Οι εξισώσεις κίνησης είναι
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 και ο δυναμικός πίνακας είναι ο 
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Η ενέργεια σε αυτές τις συντεταγμένες γράφεται ως 
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(α) Προσδιορίστε την εξίσωση εξέλιξης της ενεργείας και αποδείξτε ότι :
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Συνεπώς η μέγιστος δυνατός ρυθμός εκθετικής  αύξησης της ενεργείας είναι 
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, για 
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 αρκούντως μεγάλο, δηλαδή το πολύ 
[image: image38.wmf]t

e

E

E

l

0

»

όταν 
[image: image39.wmf]¥

®

t

(
[image: image40.wmf]0

E

 είναι η ενέργεια του ταλαντωτή την αρχική χρονική στιγμή).

 Ο 
[image: image41.wmf]l

 λέγεται χαρακτηριστικός εκθέτης Lyapunov και  το (α) αποδεικνύει  ότι ο χαρακτηριστκός αυτός εκθέτης στο πρόβλημα αυτό  δεν μπορεί να υπερβαίνει τον 
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.  Θα παρατηρήσετε βεβαίως ότι αυτή η εκτίμηση που κάνατε για την ενέργεια του συστήματος ενώ είναι θεωρητικά εφικτή δεν σημαίνει ότι είναι και πραγματοποιήσιμη. Στιγμιαία ο ταλαντωτής μπορεί να έχει τέτοιους ρυθμούς αύξησης αλλά συνήθως αυτοί οι ρυθμιοί αύξησης δεν μπορούν να διατηρηθούν. Π.χ. αν ο ταλαντωτής είχε σταθερή συχνότητα η παραπάνω εκτίμηση υπερβάλει την αύξηση της ενεργείας  κατά πολύ διότι στη περίπτωση αυτή η ενέργεια του ταλαντωτή δεν μπορεί να υπερβεί  κάποιον πεπερασμέμο αριθμό και ο ταλαντωτής είναι ευσταθής. 

(β) Αν η συχνότητα είναι σταθερή 
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προσδιορίστε την μέγιστη αύξηση της ενεργείας  
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 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]1
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Η κανονική ενέργεια 
[image: image46.wmf]2
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 παραμένει βεβαίως σταθερή σε αυτή τη περίπτωση που η συχνότητα είναι σταθερή.  Η εκτίμηση για το εκθετικό άνω φράγμα  της ενεργείας είναι ενδιαφέρον διότι είναι ένδειξη ότι δεν μπορεί εκ των προτέρων να αποκλεισθεί  η εκθετική αύξηση των διαταραχών στο πρόβλημα του ταλαντωτή  όταν  η συχνότητά του μεταβάλλεται χρονικά.

Θα μελετήσουμε τώρα τη περίπτωση περιοδικής μεταβολής της συχνότητας 
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. Συμβολίζουμε με 
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 τον διαδότη που εξελίσσει τα 
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 κατά μία περίοδο και 
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 τον χαρακτηριστικό εκθέτη Lyapunov της 
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 που ορίζεται ως:
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(γ) Αν 
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 δείξτε ότι  
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 η μέγιστη απόλυτη τιμή των ιδιοτιμών του διαδότη μίας περιόδου  
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.   Αποδείξτε επίσης ότι 
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μόνον όταν 
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 και ότι συνεπώς το σύνορο μεταξύ ευσταθείας και ασταθείας δίδεται από 
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(δ) Προσδιορίστε τον διαδότη του  
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 όταν 
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(μία σταθερά) και υπολογίστε σε αυτή τη τετριμμένη περίπτωση με τη παραπάνω μέθοδο τον χαρακτηριστικό εκθέτη Lyapunov του προβλήματος.
Απαιτείται λοιπόν ο προσδιορισμός του ίχνους του διαδότη μίας περιόδου για το προσδιορισμό της ευστάθειας του ταλαντωτή. Αυτό είναι συνήθως υπολογιστικά δύσκολο και μπορεί να επιτευχθεί μόνο με αριθμητικό υπολογισμό του διαδότη. Υπάρχουν όμως περιπτώσεις που μπορεί να υπολογισθεί το ίχνος του διαδότη μίας περιόδου αναλυτικά. Εμείς θα ασχοληθούμε και με τις  δύο αυτές περιπτώσεις . Η πρώτη περίπτωση στην οποία  είναι δυνατός ο αναλυτικός προσδιορισμός του ίχνους του διαδότη μίας περίοδου είναι: 
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 ακέραιο και 
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(ε) Για  τη παραπάνω περίπτωση υπολογίστε τον 
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όπου 
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 αποδείξτε ότι στο σύνορο μεταξύ ευσταθείας και ασταθείας ικανοποιείται η σχέση 
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Θεωρείστε το 
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 πολύ μικρό, αναπτύξτε τις παραπάνω σχέσεις ως προς 
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κρατώντας τους πρώτους όρους  στο 
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και αποδείξτε ότι ο ταλαντωτής είναι ασταθής  για 
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 περί το 
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 . Παντού αλλού ο ταλαντωτής είναι ευσταθής. Υπολογίστε στον υπολογιστή τον εκθέτη Lyapunov για 
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και σχεδιάστε τον εκθέτη Lyapunov συναρτήσει του 
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.  Πως συγκρίνεται το εύρος που υπολογίσατε διαταρακτικά με το εύρος των ασταθών περιοχών που υπολογίσατε;

(ζ)  Θεωρείστε τη  περίπτωση 
[image: image89.wmf]2

1

=

w

  και 
[image: image90.wmf]4

1

=

e

. Σχεδιάστε τη τροχιά του 
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 στο χώρο των φάσεων και εξηγείστε το μηχανισμό αποσταθεροποίησης του ταλαντωτή.

(η)Τώρα θεωρείστε ότι 
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. Υπολογίστε αριθμητικά τους διαδότες μίας περιόδου για 
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και  σχεδιάστε τον εκθέτη Lyapunov συναρτήσει του 
[image: image95.wmf]w

.  Συγκρίνατε την καμπύλη που προκύπτει σε αυτή τη περίπτωση με την καμπύλη που προσδιορίσατε στο προηγούμενο ερώτημα.  (Υπόδειξη: Για να υπολογίστε το διαδότη κάντε μία χρονική διαμέριση και υπολογίστε το 
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, ο αριθμός των σημείων της διαμέρισης είναι επαρκής όταν διπολασιασμός των σημείων δεν επιφέρει μεγάλες αλλαγές στον διαδότη. Αρχίστε με 10 σημεία ανά περίοδο και διπλασίαστε τα σημεία μέχρι να επιτύχετε επαρκή σύγκλιση (πέστε με σχετικό λάθος 0.001). Αφού υπολογίστε τον διαδότη με αυτό το τρόπο, όλες οι ιδιοτιμές του βρισκονται στη matlab με την εντολή   S= eig(
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και η ιδιοτιμή με τη μέγιστη απόλυτη τιμή με την εντολή  max(abs(S)). )  
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