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Ας αρχίσουμε με το επίπεδο. Λαμβάνω δύο διανύσματα στο επίπεδο με συντεταγμένες 
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ή ισοδυνάμως η επιφάνεια αυτή δίδεται από την ορίζουσα:
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από την ορίζουσα, δηλαδή, του πίνακα που έχει ως κολώνες του τις συντεταγμένες των διανυσμά-των.   Ο πίνακας όμως 
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ορίζει και ένα γραμμικό μετασχηματισμό στο επίπεδο. Ο μετασχηματισμός αυτός απει-κονίζει το πρώτο διάνυσμα  της κανο-νικής βάσης  στο διάνυσμα που έχει ως συντεταγμένες τη πρώτη κολώνα του πίνακα, δηλαδή 
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 ή συναρτήσει των συντεταγμένων των διανυσμάτων δίδεται από την ορίζουσα
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του πίνακα που έχει ως κολώνες τις συντεταγμένες των τριών διανυσμάτων.  Αλλά ο πίνακας αυτός απεικονίζει τον κύβο που σχηματρίζεται από τη κανονική βάση 
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προσδιορίζει πόσο μεταβλήθηκε ο αρχικός μοναδιαίος όγκος .
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Υπάρχει τέτοια συνάρτηση με αυτές τις ιδιότητες;  Είναι μοναδική; Αποδεικνύεται ότι οι παραπάνω συνθήκες προσδιορίζουν μία  μοναδική συνάρτηση, με ελευθερία μόνο μία πολλαπλασιατική σταθερά, η οποία είναι  η ορίζουσα του πίνακα που έχει ως κολώνες τις συντεταγμένες των διανυσμάτων που ορίζουν το παραλληλότοπο.
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Mε τη παρατήρηση αυτή προκύπτει η προηγούμενη γενική έκφραση για την ορίζουσα.

Το γενικό θεώρημα του Liouville
Η εξίσωση της δυναμικής μία κατάστασης, 
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Για να μελετήσουμε τη μεταβολή του όγκου πρέπει να προσδιορίσουμε το νόμο μεταβολής των στοιχειωδών απειροστών διανυσμάτων  
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και διαγράφει την κόκκινη τροχιά (η κόκκινη τροχιά δεν τένει την μπλέ, οι καμπύλες δεν βρίσκονται στο επίπεδο).  Με το τρόπο αυτό το απειροστό διάνυσμα 
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Συνεπώς ο όγκος ενός διαφορικού παραλληλοτόπου θα ικανοποιεί τη σχέση:
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Άσκηση: Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του 
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Άσκηση 1: Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα ημιομάδας  του διαδότη 
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Άσκηση 2: Αποδείξτε όιι ο όγκος στο χώρο των φάσεων διατηρείται σε Χαμιλτονιανά δυναμικά συστήματα.

Άσκηση 3: Υπολογίστε την εξέλιξη του όγκου όταν η δυναμική ικανοποιεί τις εξισώσεις του Lorenz:
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 θετικές σταθερές. Τι συμπεραίνετε για την δομή των τροχιών σε αυτό το σύστημα;
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