
Απόδειξη Θεωρήµατος Poincare-Bendixson

Το δυναµικό σύστηµα είναι στο επίπεδο, προσδιορίζεται από το διά-
νυσµατικό πεδίο ταχυτήτων v⃗(x), και οι τροχιές ικανοποιούν την δυνα-
µική:

ẋ = v(x) .

Η τροχιά του δυναµικού συστήµατος µε αρχική συνθήκη X γράφεται
ϕt(X).

Ορισµός: Το Y είναι σηµείο-ω της τροχιάς ϕt(X) εάν υπάρχει ακο-
λουθία χρόνων tn → ∞ τέτοια ώστε limtn→∞ ϕtn(X) = Y . Το σύνολο
όλων των σηµείων-ω κάποιου σηµείου X ονοµάζεται το ω-σύνολο του
X .

Σχήµα 1: Tο ω-σύνολο των σηµείων εξωτερικά του 8 είναι όλο το 8, το
ω-σύνολο των σηµείων στο εσωτερικό του αριστερού λοβού είναι η αρι-
στερή οµοκλινική τροχιά του σχήµατος 8, και η δεξιά οµοκλινική τρο-
χιά των σηµείων του δεξιού λοβού. Εξαιρούνται τα σηµεία ισοοροπίας
των οποίων το ω-σύνολο είναι τα ίδια τα σηµεία.

Παραδείγµατα: εάν Xe είναι ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο ισορ-
ροπίας, τότε to Xe είναι σηµείο-ω όλων των σηµείων X που ανήκουν
στο πεδίο έλξης του Xe. Κάθε σηµείο ισορροπίας Xe είναι και σηµείο-ω
του Xe. Οι ευσταθείς οριακοί κύκλοι είναι σύνολο-ω των σηµείων που
ανήκουν στο πεδίο έλξης των.

Γενικά τα ω-σύνολα δεν είναι αναγκαστικά ούτε σηµεία ισορροπίας
ούτε περιοδικές τροχιές. Π.χ. το παράδειγµα του Σχήµατος 1. Το δυνα-
µικό αυτό σύστηµα έχει τρία σηµεία ισορροπίας: δύο ασταθείς σπείρες
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και ένα σάγµα (ή σαµάρι), ενώ όλο το 8 είναι το ω-σύνολο των τροχιών
πουβρίσκονται έξωαπό το 8, ο δεξιός λοβός του 8 είναι τοω-σύνολο των
σηµείων που βρίσκονται στο εσωτερικό του δεξιού λοβού (πλήν του ση-
µείου ισορροπίας) και οµοίως ο αριστερός λοβός των σηµείων που βρί-
σκονται στο αριστερό εσωτερικό.

Σχήµα 2:Η l0 είναι διατέµνουσα της
τροχιάς που διέρχεται από το x.

Σε τρείς διαστάσεις τα ω-σύνολα
µπορούν να γίνουν παρα πολύ
πολύπλοκα (γίνονται κλασµατικά
σύνολα). Στο επίπεδο όµως τα
ω-σύνολα επιδέχονται ένα σχε-
τικά εύκολο χαρακτηρισµό. Τα ω-
σύνολα εκτός από σηµεία ισορ-
ροπίας και οριακοί κύκλοι µπο-
ρεί να είναι και τροχιές που συν-
δέουν σηµεία ισορροπίας (οµο-
κλινικές ή ετεροκλινικές τροχιές),
όπως στο Σχήµα 1. Το θεώρηµα
Poincare-Bendixson δείχνει ότι όταν
µία τροχιά ανήκει σε ένα συµπα-
γές σύνολο στο οποίο δεν υπάρ-
χουν σηµεία ισορροπίας τότε το
ω-σύνολο της τροχιάς είναι ορια-

κός κύκλος. Το θεώρηµααυτό ολοκληρώνει τον χαρακτηρισµό των τρο-
χιών στο επίπεδο, και αποδεικνύει οτι δεν µπορεί να υπάρξει χάος στις
δύο διαστάσεις.

Σχήµα 3: Η µ δεν είναι διατέµνουσα της τροχιάς.
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Ορισµός: Διατέµνουσα (transversal) ορίζουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα
το οποίο οι τροχιές το διασχίζουνσε όλα του τασηµείαµε την ίδιαφορά.

Στο σχήµα 2 η διατέµνουσα l0 έχει κατασκευασθεί στο σηµείο x, που
δεν είναι σηµείο ισορροπίας.

Στη περιοχή κάθε σηµείου που δεν είναι σηµείο ισορροπίας µπο-
ρούµε πάντοτε να κατασκευάσουµε µία διατέµνουσα. (Στη περιοχή τέ-
τοιου σηµείο το v⃗(x) δεν είναι µηδενικό. Η διατέµνουσα είναι ένα ευθύ-
γραµµο τµήµα κάθετο στο πεδίο ταχύτητας στο σηµείο. Λόγω συνε-
χείας ικανοποιούνται οι συνθήκες).

Θεωρήστε την τροχιά του σχήµατος 3 η οποία σε διαδοχικούς χρό-
νους t1 < t2 < t3 τέµνει το ευθύγραµµο τµήµα µ του σχήµατος στα
σηµεία x(t1), x(t2) και x(t3) τα οποία δεν είναι διατεταγµένα µονότονα
πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα. Το µ δεν είναι εγκάρσιο τµήµα και επι-
πλέον δεν θα µπορούσε να είναι εγκάρσιο τµήµα.

Λήµµα: Τα διαδοχικά σηµεία τοµής µίας τροχιάς Τ µε µία διατέ-
µνουσα κινούνται µονότονα πάνω στην τοµή.

Απόδειξη:Θεωρήστε δύο διαδοχικές τοµές της τροχιάς. Τότεµίααπο
τις δυο εικόνες (ή τις κατοπτρικές τους) µπορεί να ισχύει (βλ. Σχ. 4 ).
Σε κάθε περίπτωση η τροχιά αφήνει την σκιαγραφηµένη περιοχή στην
οποία και δεν µπορεί να επιστρέψει. Συνεπώς η επόµενη τοµή µε την
διατέµνουσα δεν µπορεί να είναι ανάµεσα στις πρώτες δύο τοµές αφού
η ροή θα είναι πέραν της δευτέρας (δεν µπορεί να επιστρέψει πίσω.)

Θεώρηµα Poincare-Bendixson: Εάν µία τροχιά Τ εισέλθει σε ένα
κλειστό και φραγµένο χωρίο Δ στο οποίο δεν υπάρχουν σηµεία ισορρο-
πίας, τότε στο Δ υπάρχει κλειστή περιοδική τροχιά στην οποία η τροχιά
Τ συγκλίνει.

Απόδειξη: η τροχιά Τ εισέρχεται στο φραγµένο σύνολο Δ και συνε-
πώς θα έχει ορικό σηµείο-ω (από το θεώρηµα Bolzano-Weierstrass). Το
ονοµάζουµε Ω. Tο σηµείο αυτό θα είναι σηµείο του Δ διότι το Δ είναι
κλειστό.

Υπάρχουν δύο περιπτώσεις

α) το Ω είναι σηµείο της τροχιάς Τ (Ω ∈ T ) και συνεπώς σε πεπε-
ρασµένο χρόνο t0 η τροχιά βρίσκεται στο σηµείο Ω . Επειδή το Δ δεν
περιέχει σηµεία ισορροπίας, µπορούµε να κατασκευάσουµε την διατέ-
µνουσα του σηµείου Ω. Εξετάζουµε τώρα χρόνους t > t0. To Ω είναι
ορικό σηµείο του Τ, και συνεπώς το Τ θα πρέπει να τµήσει την διατέ-
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Σχήµα 4: Οι τροχιές φεύγουν απο τις σκιαγραφηµένες περιοχές και δεν
µπορούν να επιστρέψουν σε αυτές. Εάν τµήσουν εκ νέου την διατέ-
µνουσα, θα την τµήσουν σε σηµείο πιο αποµακρισµένο, και οι διαδοχι-
κες τοµές είναι µονότονα διατεταγµένες.

µνουσα του Ω άπειρες φορές. Εάν η Τ διέρχεται από την διατέµνουσα
απο σηµείο διαφορετικό από το Ω τότε σύµφωνα µε το προηγούµενο
λήµµα τα διαδοχικά σηµεία θα αποµακρύνονται επί της εγκάρσιας το-
µής από το Ω και συνεπώς το Ω δεν µπορεί να είναι ορικό σηµείο της
Τ. Συνεπώς άτοπο. Άρα η Τ θα τµήσει την διατέµνουσα της Ω άπειρες
φορές διερχόµενη από το σηµείο Ω, και άρα η τροχιά Τ είναι κλειστή
και περιοδική.

β) το Ω δεν είναι σηµείο της τροχιάς Τ (Ω /∈ T ). Θεωρήστε την τρο-
χιά T ∗ που ξεκινά από το Ω. Επειδή το Ω δεν είναι σηµείο ισορροπίας η
τροχιά T ∗ δεν είναι τετριµµένη και θα είναι ένα απειροσύνολο που θα
δείξουµε ότι και αυτό βρίσκεται όλο στο Δ (ξέρουµε ότι η Τ είναι στο Δ
αλλά δεν γνωρίζουµεακόµαγια την T ∗). Παρατηρούµε όµως ότι όλα τα
σηµεία της T ∗ είναι σηµεία-ω της Τ (λόγω συνεχείας µπορούµε ναπάµε
όσο θέλουµε κοντά στην T ∗ επιλέγοντας κάποια αρχική συνθήκη επί
της Τ καταλλήλως πλησίον τουΩ, που είναι πάντα δυνατό διότι τοΩ εί-
ναι ορικό σηµείο της Τ) και συνεπώς όλη η T ∗ θα είναι στοΔ, επειδή τοΔ
είναι κλειστό σύνολο και περιέχει εξ’ορισµού όλα τα ορικά του σηµεία.
Συνεπώς υπάρχει Ω∗ σηµείο-ω της T ∗, το οποίο ανήκει και αυτό στο Δ
και το οποίο δεν είναι σηµείο ισορροπίας. Θεωρήστε την διατέµνουσα
του Ω∗. Η T ∗ επιστρέφει στο Ω∗ άπειρες φορές τέµνοντας άπειρες φο-
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ρές την διατέµνουσα. Αν Ω∗ ∈ T ∗ τότε όπως δείξαµε προηγουµένως η
T ∗ είναι περιοδική τροχιά στην οποία η Τ συγκλίνει. Αν Ω∗ /∈ T ∗ τότε η
T ∗ θα τµήσει την διατέµνουσα σε άπειρα διαφορετικά σηµεία που θα
συγκλίνουν στο Ω∗. Θεωρήστε τώρα δύο διαφορετικά σηµεία Π1 και Π2

τα οποία είναι σηµεία τοµής µε την διατέµνουσα. ΤαΠ1 καιΠ2 είναι επί
της T ∗ και είναι συγχρόνως και σηµεία-ω της Τ. Άρα η τροχιά Τ θα βρί-
σκεται στη περιοχή του Π1 και του Π2 διαδοχικά άπειρες φορές. Αλλά
αυτό είναι αδύνατο διότι η διατέµνουσα του Ω∗ της T ∗ είναι και της Τ,
και συνεπώς οι διαδοχικές τοµές πρέπει να κινούνται µονότονα επι της
τοµής. Άρα είναι αδύνατο Ω∗ /∈ T ∗. ο.ε.δ.
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