
Το πρ�ο1ληµα του Ευρ�υπου

0.1 Ηκυµατικ�η εξ�ισωση δι�αδοση̋ µεγ�αλη̋ οριζ�οντια̋ κλ�ιµακα̋ κυµ�ατων στην

επιφ�ανεια των θαλασσ£ων εν�ο̋ µη περιστρεφ�οµενου πλαν�ητη

Θεωρο�υµε �οτι η επιφ�ανεια η̋ γ�η̋ αποτελε�ιται απ�ο υδ�ατινε̋ λεκ�ανε̋. Θα υπολογ�ισουµε την απ�ο-
κριση αυτ£ων των λεκαν£ων στη παλιρρὀκ�η δι�εγερση. Θα θεωρ�ησουµε �οτι οι οριζ�οντιε̋ διαστ�ασει̋ των
λεκαν£ων αυτ£ων ε�ιναι πολ�υ µεγαλ�υτερε̋ απ�ο την κατακ�ορυφο µε αποτ�ελεσµα οι κατακ�ορυφε̋ επιτα-
χ�υνσει̋ να ε�ιναι πολ�υ µικρ�οτερε̋ απ�ο τι̋ οριζ�οντιε̋ και αµελητ�εε̋ για την αν�αλυση µα̋. Θα µελετ�η-
σουµε τι̋ κιν�ησει̋ που δηµιουργο�υνται λ�ογω τη̋ παλιρρὀκ�η̋ δι�εγερση̋. Οι οριζ�οντιε̋ ταχ�υτητε̋ ~u
ε�ιναι µικρ�ε̋ και εξαρτ£ωται απ�ο την θ�εση στο οριζ�οντιο πεδ�ιο ~xh και τον χρ�ονο αλλ�α �οχι απ�ο το β�αθο̋
z. Επειδ�η �εχουµε υδροστατικ�η ισορροπ�ια στη κατακ�ορυφο διε�υθυνση η π�ιεση, p, θα πρ�επει να ισο�υται
µε το β�αρο̋ του νερο�υ που βρ�ισκεται απ�ο π�ανω, οπ�οτε αν το νερ�ο �εχει σταθερ�η πυκν�οτητα, ρ, θα ε�ιναι

p = pa + ρg(z0 + ζ − z) ,

�οπου g ε�ιναι επιτ�αχυνση τη̋ βαρ�υτητα̋ η οπο�ια λαµ1�ανεται σταθερ�α, pa η ατµοσφαιρικ�η π�ιεση, z0 ε�ι-
ναι το �υψο̋ τη̋ ισοδυναµικ�η̋ επιφ�ανεια̋ του νερο�υ στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ (που µπορε�ι να εξαρ-
τ�αται απ�ο τη θ�εση αλλ�α �οπω̋ θα δο�υµε και απ�ο το χρ�ονο) και ζ η µικρ�η διαταραχ�η τη̋ επιφανε�ια̋
απ�ο την ισοδυναµικ�η που εξελ�ισσεται δυναµικ�α. Συνεπ£ω̋ η οριζ�οντια επιτ�αχυνση που επ�αγεται ανα
µον�αδα µ�αζα̋ του νερο�υ απ�ο την π�ιεση θα ε�ιναι

−1

ρ
~∇hp = −g~∇hζ − g~∇hz0 .

�οπου ~∇h η οριζ�οντια βαθµ�ιδα οπ�οτε ε�αν ~ξ η οριζ�οντια µετατ�οπιση του νερο�υ τ�οτε σε πολ�υ καλ�η προ-
σ�εγγιση θα ε�ιναι

∂2~ξ

∂t2
= −g~∇hζ − g~∇hz0 .

(Η σχ�εση αυτ�η ε�ιναι προσεγγιστικ�η δι�οτι η δ�υναµη αναφ�ερεται στη δ�υναµη που ασκε�ιται σε δεδοµ�ενο
σηµε�ιο στο χ£ωρο και �οχι σε δεδοµ�ενο σωµατ�ιδιο του νερο�υ, για µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ �οµω̋ η παραπ�ανω
σχ�εση ε�ιναι ορθ�η σε πρ£ωτη τ�αξη ω̋ προ̋ το πλ�ατο̋ των ταχυτ�ητων, βλ. Landau-Lifshitz Fluid Dynam-
ics για λεπτοµ�ερειε̋). Για να υπολογ�ισουµε την εξ�ελιξη του συστ�ηµατοε χρειαζ�οµαστε να συνδ�εσουµε
τι̋ κατακ�ορυφε̋ µετατοπ�ισει̋ µε τι̋ οριζ�οντιε̋. Αυτ�ο επιτυγχ�ανεται µε την χρ�ηση τη̋ εξ�ισωση̋ συ-
ν�εχεια̋ η οπο�ια απαιτε�ι �οτι ο �ογκο̋ κ�αθε τµ�ηµατο̋ του νερο�υ ε�ιναι σταθερ�ο̋, οπ�οτε η απ�οκλιση των
οριζοντ�ιων ταχυτ�ητων θα πρ�επει να συνεπ�αγεται κατακ�ορυφε̋ κιν�ησει̋ �ετσι £ωστε

∂w

∂z
= −~∇h · ~u ,

και ολοκληρ£ωνοντα̋ αυτ�η την εξ�ισωση σε �ολο το β�αθο̋ του νερο�υ και επειδ�η η οριζ�οντια ταχ�υτητα
δεν µετα1�αλλεται σε πρ£ωτη τ�αξη µε το �υψο̋ καταλ�ηγουµε στην σχ�εση

w(z0) ≈
∂ζ

∂t
= −(z0 + ζ)~∇h · ~u ≈ −z0

~∇h · ~u .

Στι̋ παραπ�ανω σχ�εσει̋ θεωρ�ησαµε µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ και αποκλ�ισει̋ απ�ο τη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ π.χ.
ο �ορο̋ ζ ~∇h · ~u ε�ιναι δε�υτερη̋ τ�αξη̋ οπ�οτε ε�ιναι αµελητ�εο̋. Στο �ιδιο επ�ιπεδο προσ�εγγιση̋

~u =
∂~ξ

∂t
,

οπ�οτε
ζ = −z0

~∇h · ~ξ .
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Προσ�εξτε �οτι στον παραπ�ανω υπολογισµ�ο θεωρ�ησαµε το β�αθο̋ z0 σταθερ�ο. Συνεπ£ω̋ καταλ�ηγουµε
�οτι οι διαταραχ�ε̋ εξελ�ισσονται σ�υµφωνα µε την κυµατικ�η εξ�ισωση :

∂2~ξ

∂t2
= c2∇2

h
~ξ − g~∇hζ0 .

�οπου η ταχ�υτητα δι�αδοση̋ των κυµ�ατων ε�ιναι c2 = gz0 �οπου z0 το µ�εσο β�αθο̋ του νερο�υ και ζ0 ε�ιναι η
παρ�εκλιση απ�ο το µ�εσο β�αθο̋ και η δυναµικ�η ανωµαλ�ια στο �υψο̋ τη̋ επιφανε�ια̋ βρ�ισκεται απ�ο τον
τ�υπο : ζ = −z0

~∇h · ~ξ.
Η κυµατικ�η αυτ�η εξ�ισωση ε�ιναι πολ�υ ακρι1�η̋ �οταν το µ�ηκο̋ κ�υµατο̋ του κ�υµατο̋ ε�ιναι πολ�υ µε-

γαλ�υτερο απ�ο το β�αθο̋ του νερο�υ (shallow water approximation). Αυτ�η ε�ιναι η εξ�ισωση δι�αδοση̋ πα-
λιρρὀκ£ων κυµ�ατων �η tsunami. Αυτ�η ε�ιναι η ταχ�υτητα δι�αδοση̋ και εξοµ�αλυνση̋ των ανωµαλι£ων �οταν
γ�ινει κ�αποια σεισµικ�η µετατ�οπιση̋ του πυθµ�ενα σε µ�ια θαλ�ασσια περιοχ�η. Ηταχ�υτητα αυτ�η ε�ιναι πολ�υ
µεγ�αλη π.χ. για λεκ�ανη β�αθου̋ 1 km η ταχ�υτητα µετ�αδοση̋ των κυµ�ατων αυτ£ων ε�ιναι c = 100m/s.
Η κυµατικ�η αυτ�η εξ�ισωση ισχ�υει σε �ενα µη περιστρεφ�οµενο πλαν�ητη. Σε �ενα περιστρεφ�οµενο πλα-

ν�ητη πρ�επει να προστεθο�υν και οι επιταχ�υνσει̋ Coriolis που οδηγο�υν σε πολ�υ ενδιαφ�ερουσε̋ αλλαγ�ε̋
στην εξ�ελιξη των κυµ�ατων. Προ̋ το παρ�ον εµε�ι̋ θα αµελ�ησουµε την επιρρο�η τη̋ περιστροφ�η̋ τη̋ Γη̋.
Αυτ�η η προσ�εγγιση ε�ιναι καλ�η ε�αν υποθ�εσουµε �οτι η λεκ�ανη δεν ε�ιναι πολ�υ µεγ�αλη, �η ε�ιναι µ�ια µονο-
δι�αστατη ζ£ωνη στον ισηµεριν�ο �η κατα µ�ηκο̋ �εν�ο̋ µεσηµ1ρινο�υ οπ�οτε η εγκ�αρσια κ�ινηση ε�ιναι µικρ�η
µε συν�επεια οι δυν�αµει̋ Coriolis να µηδεν�ιζονται. Αυτ�ε̋ τι̋ δ�υο µ�αλιστα απλ�ε̋ περιπτ£ωσει̋ θα εξε-
τ�ασουµε πρ£ωτα πριν παρουσι�ασουµε την συµπεριφορ�α µ�ια̋ περιστρεφ�οµενη̋ υδ�ατινη̋ µ�αζα̋, �οπω̋
�εκανε Laplace στηνMecanique Celeste.

0.2 Το παλιρρὀκ�ο δυναµικ�ο

�Εστω τ£ωρα µ�ια υδ�ατινη µ�αζα σταθερο�υ β�αθου̋ η οπο�ια �οµω̋ δ�εχεται κ�αποια εξωτερικ�η παλιρ-
ρὀκ�η επ�ιδραση που µετατοπ�ιζει την ισοδυναµικ�η επιφ�ανεια απ�ο την κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ κατ�α ζ0.

Η ισοδυναµικ�η επιφ�ανεια µ�ια̋ λεκ�ανη̋ νερο�υ µετατοπ�ιζεται £ωστε

gζ0 = Φtidal ,

π�εραν του σταθερο�υ β�αθου̋ z0 (�εστω τη̋ λεκ�ανη̋) οπ�οτε η κυµατικ�η εξ�ισωση που δι�επει την δυναµικ�η
εξ�ελιξη των παλιρροι£ων ε�ιναι :

∂2~ξ

∂t2
= c2∇2

h
~ξ − ~∇hΦtidal .

Παρατηρο�υµε �οτι οι οριζ�οντιε̋ συνιστ£ωσε̋ του παλιρρὀκο�υ δυναµικο�υ ε�ιναι αυτ�ε̋ που θα κιν�ησουν
το νερ�ο.
Το παλιρρὀκ�ο δυναµικ�ο στην επιφ�ανεια εν�ο̋ πλαν�ητη ακτ�ινα̋ a στο σηµε�ιο που προσδιορ�ιζεται

απ�ο την γων�ια ∆ που σχηµατ�ιζεται µεταξ�υ τη̋ ευθε�ια̋ που εν£ωνει τα κ�εντρα των δ�υο ουραν�ιων σω-
µ�ατων µε την ευθε�ια που εν£ωνει το κ�εντρο του κ�υριου σ£ωµατο̋ µε το σηµε�ιο ε�ιναι

Φtidal = −GMa2

2R3
(3 cos2 ∆ − 1)

�οπουM ε�ιναι η µ�αζα του σ£ωµατο̋ που προκαλε�ι την παλ�ιρροια και R η απ�οσταση των κ�εντρων των
δ�υο σωµ�ατων.
Η γων�ια ∆ ε�ιναι

cos ∆ = ~ex · ~er = sin θ cos Φ

�οπου θ η πολικ�η γων�ια του σηµε�ιου απ�ο τον �αξονα περιστροφ�η̋ του κυρ�ιου πλαν�ητη και Φ η αζιµου-
θιακ�η γων�ια που σχηµατ�ιζεται στο επ�ιπεδο κ�ινηση̋ του σ£ωµατο̋ που προκαλε�ι την παλ�ιρροια και τη̋
αζιµουθιακ�η̋ γων�ια̋ του σηµε�ιου που γ�ινεται η παρατ�ηρηση.
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Σε τ�οπο τ£ωρα που βρ�ισκεται σε αζιµουθιακ�η γων�ια φ επειδ�η και το κεντρικ�ο σ£ωµα περιστρ�εφεται
περ�ι τον �αξονα τη̋ καθ£ω̋ και το �αλλο σ£ωµα περ�ι το κεντρικ�ο θα ε�ιναι :

Φ = Ωt + φ + φ0

�οπου Ω η φαιν�οµενη συχν�οτητα περιστροφ�η̋ του σ£ωµατο̋ γ�υρω απ�ο το κεντρικ�ο σ£ωµα, π.χ. στην
περ�ιπτωση Γη̋ και Σελ�ηνη̋ ε�ιναι

Ω = ΩE − ΩM

�οπου ΩE = 2π/(24 h) η συχν�οτητα περιστροφ�η̋ τη̋ Γη̋ περ�ι τον �αξον�α τη̋ και ΩM = 2π/(30days)
η συχν�οτητα περιστροφ�η̋ τη̋ σελ�ηνη̋ περ�ι την Γ�η (και οι δ�υο περιστροφ�ε̋ �εχουν την �ιδια φορ�α).

0.3 Οι παλ�ιρροιε̋ στον ισηµεριν�ο ε�ιναι αν�αποδε̋ !

Θεωρ�ηστε �οτι κατασκευ�αζουµε �ενα καν�αλι σταθερο�υ β�αθου̋ κατ�α µ�ηκου̋ του ισηµερινο�υ και αµε-
λητ�εου πλ�ατου̋. Θα µελετ�ησουµε πω̋ κινε�ιται αυτ�η η υδ�ατινη µ�αζα λ�ογω τη̋ παλιρρὀκ�η̋ δ�υναµη̋.
Σε αυτ�η την περ�ιπτωση το παλιρρὀκ�ο κ�υµα µετατοπ�ιζεται µ�ονο κατα µ�ηκο̋ του ισηµερινο�υ κατ�α
ξ(φ, t) και ικανοποιε�ι την εξ�ισωση :

∂2ξ

∂t2
=

c2

a2

∂2ξ

∂φ2
− f sin(2φ + 2Ωt + 2φ0) .

�οπου

f =
3GMa

2R3
.

Η κ�ινηση θα ε�ιναι περιοδικ�η συν�αρτηση του φ και σ�υµφωνα µε το θε£ωρηµα Fourier η πλ�εον γενικ�η
λ�υση θα πα�ιρνει τη µορφ�η :

ξ =
∑

n

An(t) sin(n(Ωt + φ)) + Bn(t) cos(n(Ωt + φ)) .

Το θε£ωρηµα Fourier µα̋ αποκαλ�υπτει δηλαδ�η αµ�εσω̋ του̋ κανονικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋.
Αντικαθιστ£ωντα̋ στη κυµατικ�η εξ�ισωση για n 6= 2 �εχουµε ελε�υθερε̋ ταλαντ£ωσει̋ τα πλ�ατη των

οπο�ιων ικανοποιο�υν τι̋ εξισ£ωσει̋

Än +
n2c2

a2
An = 0 , B̈n +

n2c2

a2
Bn = 0

�οπ�οτε �εχουµε κανονικο�υ̋ τρ�οπου̋ ταλ�αντωση̋ µε συχν�οτητε̋ ωn = nc/a. Για n = 2 �εχουµε εξανα-
γκασµ�ενη ταλ�αντωση και βρ�ισκουµε �οτι τ�οτε :

ξ = −1

4

fa2

c2 − ω2a2
sin(2φ + 2Ωt + 2φ0)

εν£ω η κατακ�ορυφη µετατ�οπιση ε�ιναι :

ζ = −z0

a

∂ξ

∂φ

=
1

2

faz0

c2 − ω2a2
cos(2φ + 2Ωt + 2φ0) .

Αν η ταχ�υτητα του κ�υµατο̋ c =
√

gz0 ε�ιναι µεγαλ�υτερη απ�ο την ταχ�υτητα κ�ινηση̋ τη̋ παλιρ-
ρὀκ�η̋ δι�εγερση̋ ωa τ�οτε η παλιρρὀκ�η απ�οκριση �εχει την �ιδια φ�αση µε τη σελ�ηνη, �οταν το φεγγ�αρι
µεσουρανε�ι �εχουµε το µ�εγιστο τη̋ πληµµυρ�ιδα̋. Αλλοι£ωτικα το παλιρρὀκ�ο κ�υµα δεν �εχει τον χρ�ονο
να επηρρε�ασει και �εχουµε παλιρρὀκ�η απ�οκριση σε αντ�ιθετη φ�αση απ�ο την παλιρρὀκ�η δι�εγερση �οπω̋
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Σχ�ηµα 1: Οι παλιρροιε̋ χαρακτηρ�ιζονται απ�ο το πλ�ατο̋ του̋ και την φ�αση του̋. Στη φωτογραφ�ια
δε�ιχνουµε τι̋ τελευτα�ιε̋ δορυφορικ�ε̋ παρατηρ�ησει̋ τω παλιρροι£ων, οι γραµµ�ε̋ ε�ιναι γραµµ�ε̋ �ιση̋
φ�αση̋ και οι χρωµατισµ�ενε̋ περιοχ�ε̋ σηµει£ωνουν το πλ�ατο̋ τη̋ παλ�ιρροια̋. Οταν η φ�αση ε�ιναι 0
τ�οτε το µ�εγιστο τη̋ πληµµυρ�ιδα̋ συµπ�ιπτει µε το φεγγ�αρι να µεσουρανε�ι �η να µεσονυχτ..... �Οταν
ε�ιναι 180 �εχουµε το αν�αποδο και η δυναµικ�η απ�οκριση ε�ιναι ακρι1£ω̋ αντ�ιθετη απ�ο την απ�οκριση που
θα πρ�οε1λεπε η παλ�ιρροια στη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋. Τα σηµε�ια που συγκλ�ινουν οι γραµµ�ε̋ φ�ασεω̋
λ�εγονται αµφ�ιδροµα σηµε�ια και ε�ιναι σηµε�ια χωρ�ι̋ παλ�ιρροια. Ακολουθ£ωντα̋ τι̋ γραµµ�ε̋ �ιση̋ φ�αση̋
κανε�ι̋ µπορε�ι να φανταστε�ι την κ�ινηση των µετ£ωπων τη̋ παλ�ιρροια̋.

ακρι1£ω̋ συµ1α�ινει στι̋ εξαναγκασµ�ενε̋ ταλαντ£ωσει̋ �οταν η περ�ιοδο̋ τη̋ φυσικ�η̋ ταλ�αντωση̋ ε�ιναι
µεγαλ�υτερη απ�ο τη περ�ιοδο του διεγ�ερτη. Σχηµατ�ιζουµε τον λ�ογο

c2

ω2a2
=

h
ω2a2

g

=
z0(km)

20.5(km)
,

και βρ�ισκουµε �οτι µ�ονο αν το β�αθο̋ του καναλιο�υ �ηταν µεγαλ�υτερο απ�ο 20.5 χιλι�οµετρα θα ε�ιχαµε
απ�οκριση σε φ�αση µε τη σελ�ηνη. Το µ�εσο β�αθο̋ των ωκεαν£ων ε�ιναι 5 χιλι�οµετρα εν£ω το µ�εγιστο β�αθο̋
ε�ιναι περ�ι τα 10.
Το πρ�ο1ληµα ε�ιναι σχεδ�ον απαρ�αλλαχτο αν θεωρ�ησουµε �ενα καν�αλι γ�υρω απ�ο τη γη σε σταθερ�ο

γεωγραφικ�ο πλ�ατο̋, τ�οτε τα σηµε�ια του καναλιο�υ θα σχηµατ�ιζουν γων�ια∆

cos ∆ = sin θ cos(Ωt + φ + φ0)

�οπου θ η σταθερ�η πολικ�η γων�ια που σχηµατ�ιζει το καν�αλι µε τον �αξονα περιστροφ�η̋ του κεντρικο�υ
σ£ωµατο̋. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση δε�ιξτε �οτι παλιρρὀκ�η απ�οκριση ε�ιναι :

ζ = − z0

a sin θ

∂ξ

∂φ

=
1

2

faz0 sin2 θ

c2 − ω2a2 sin2 θ
cos(2φ + 2Ωt + 2φ0) .

οπ�οτε αν ωa > c η παλ�ιρροια θα ε�ιναι σε φ�αση µε το φεγγ�αρι αν sin θ < c/ωa (για β�αθο̋ 3 χιλιοµ�ετρων
αυτ�ο συµ1α�ινει σε γεωγραφικ�ο πλ�ατο̋ περ�ι τα 68 ! ).

0.4 Οι παλ�ιρροιε̋ σε �ενα µεσηµ1ριν�ο καν�αλι

Τ�οτε επειδ�η το καν�αλι βρ�ισκεται σε σταθερ�η αζιµουθιακ�η γων�ια η κ�ινηση ξ θα γ�ινεται κατα τη
πολικ�η διε�υθυνση θ και το ουρ�ανιο σ£ωµα θα σχηµατ�ιζει γων�ια

cos ∆ = sin θ cos(Ωt + φ0) .
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Η εξ�ισωση κ�ινηση̋ θα ε�ιναι :

∂2ξ

∂t2
=

c2

a2

∂2ξ

∂θ2
− 1

a

∂Φtidal

∂θ

=
c2

a2

∂2ξ

∂θ2
+

f

2
sin 2θ (1 + cos(2Ωt + 2φ0)) .

και η εξαναγκασµ�ενη λ�υση τη̋ :

ξ =
fa2

8c2
sin 2θ +

1

8

fa2

c2 − ω2a2
sin 2θ cos(2Ωt + 2φ0) .

και συνεπ£ω̋ η απ�οκριση τη̋ επιφ�ανεια̋ του νερο�υ ε�ιναι

ζ = −z0

a

∂ξ

∂θ

= −faz0

4c2
cos 2θ − 1

4

faz0

c2 − ω2a2
cos 2θ cos(2Ωt + 2φ0) .

Ο πρ£ωτο̋ �ορο̋ ε�ιναι µ�ια δι�ορθωση στο β�αθο̋ ισορροπ�ια̋ του νερο�υ εν£ω ο δε�υτερο̋ �ορο̋ δ�ινει απ�ο-
κριση σε φ�αση µε το φεγγ�αρι αν ωa > c και θ < π/4 και σε αντ�ιθετη φ�αση αντ�ιθετα.

0.5 Παλ�ιρροιε̋ σε µ�ια περιορισµ�ενο µεσηµ1ριν�ο καν�αλι

Στα µονοδι�αστα καν�αλια που θεωρ�ησαµε η φ�αση των παλιρροι£ων ε�ιχαν διαφορ�α φ�αση̋ ε�ιτε 0 ε�ιτε
180 σχετικ�α µε τη φ�αση του αιτ�ιου που τι̋ προκαλο�υσε. Θα θεωρ�ησουµε τ£ωρα �ενα πεπερασµ�ενο κα-
ν�αλι σε �ενα µεσηµ1ριν�ο, π�εστε �οτι εκτε�ινεται στο δι�αστηµα µε πολικ�ε̋ γων�ιε̋ [α, β]. �Ενα τ�ετοιο καν�αλι
µπορε�ι να ε�ιναι ο ατλ�αντικ�ο̋ ωκεαν�ο̋ �η ο πορθµ�ο̋ του Ευρ�υπου. Η εξ�ισωση κ�ινηση̋ ε�ιναι π�αλι η

∂2ξ

∂t2
=

c2

a2

∂2ξ

∂θ2
+

f

2
sin 2θ (1 + cos(2Ωt + 2φ0)) .

ξ(α) = ξ(β) = 0 ;

0.6 Η κ�ινηση ατ�οµων σε �ενα κυκλικ�ο µ�οριο

εξ�ισωση ταλ�αντωση̋ των n ατ�οµων ε�ιναι

q̈ + ω2
0Kq = 0

�οπου ο n × n π�ινακα̋ ε�ιναι

K =















2 −1 0 . . . −1
−1 2 −1 . . . 0
0 −1 2 −1 . . .
...

...
...

...
...

−1 0 . . . −1 2















Οι χαρακτηριστικ�ε̋ συχν�οτητε̋ ε�ιναι

ωm = 2ω0 sin
(πm

n

)

, m = 0, . . . , n − 1 .

Οι αντιστοιχο�υσε̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταµ�ενε̋ ε�ιναι

Qm
k =

1√
n

exp

(

i
2πmk

n

)

, m = 0, . . . , n − 1 ,
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�οπου m η χαρακτηριστικ�η συντεταγµ�ενη και k η συντεταγµ�ενη.
Οι χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ σχηµατ�ιζουν µ�ια ορθοκανονικ�η β�αση δι�οτι ε�ιναι :

QI†QJ =
1

n

n
∑

k=1

exp

(

i
2π(J − I)k

n

)

,

και �οταν ε�ιναι J = I τ�οτε αµ�εσω̋ �εχουµε �οτι QI†QJ = 1, εν£ω �οταν J 6= I θ�ετοντα̋

z = exp

(

i
2π(J − I)

n

)

υπολογ�ιζουµε �οτι το �αθροισµα ε�ιναι :

QI†QJ =
1

n

n
∑

k=1

zk

=
z

n

zn − 1

z − 1
= δJI .

Αν αρχικ�α �ηταν qk(0) = δkk0
τ�οτε αυτ�η η κατ�ασταση αναλ�υεται στι̋ χαρακτηριστικ�ε̋ συντεταγµ�ε-

νε̋ ω̋ εξ�η̋ :

qk(0) =
n−1
∑

m=0

CmQm
k

=
1√
n

n−1
∑

m=0

Cm exp

(

i
2πmk

n

)

=
1

n

n−1
∑

m=0

exp

(

i
2πm(k − k0)

n

)

.

Συνεπ£ω̋ η χρονικ�η εξ�ελιξη τη̋ k συντεταγµ�ενη̋ αυτ�η̋ τη̋ αρχικ�η̋ κατ�ασταση̋ ε�ιναι :

qk(t) =
n−1
∑

m=0

CmQm
k cos(ωmt)

=
1

n

n−1
∑

m=0

exp

(

i
2πm(k − k0)

n

)

cos
(

2ω0 sin
(πm

n

)

t
)

.

Ειδικ�α η k0 συντεταγµ�ενη εξελ�ισσεεται ω̋ :

qk0
(t) =

1

n

n−1
∑

m=0

cos
(

2ω0 sin
(πm

n

)

t
)

=
1

π

n−1
∑

m=0

cos
(

2ω0 sin
(πm

n

)

t
) πδm

N

≈ 1

π

∫ π

0

cos (2ω0t sin x) dx

= J0(2ω0t) .

Προσεγγ�ισαµε το �αθροισµα µε ολοκλ�ηρωµα στο �οριο n → ∞. Εκφρ�ασαµε το �αθροισµα ω̋ το ολο-
κλ�ηρωµα παρατηρ£ωντα̋ �οτι το �αθροισµα ε�ιναι η προσ�εγιση του ολοκληρ£ωµατο̋ αν η ολοκληρωτ�εα
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συν�αρτηση υπολογισθε�ι στα σηµε�ια xm = πm/n του διαστ�ηµατο̋ [0, π]. Ο διαµερισµ�ο̋ αυτ�ο̋ σε n
σηµε�ια �εχει β�ηµα δxm = πδm/n µε δm = 1.
Οι �αλλε̋ συντεταγµ�ενε̋ δ�ιδονται απ�ο την �εκφραση :

qk(t) =
1

n

n−1
∑

m=0

exp

(

i
2πm(k − k0)

n

)

cos
(

2ω0 sin
(πm

n

)

t
)

=
1

π

n−1
∑

m=0

exp

(

i
2πm(k − k0)

n

)

cos
(

2ω0 sin
(πm

n

)

t
) πδm

n

≈ 1

π

∫ π

0

cos (2ω0t sin x) cos(2(k − k0)x)dx

=
1

2π

∫ π

0

(cos(2 ((k − k0)x − 2ω0t sin x)) + cos(2 ((k − k0)x + 2ω0t sin x))) dx

=
1

2

(

J2(k−k0)(2ω0t) + J−2(k−k0)(2ω0t)
)

.

Επειδ�η για x → ∞
Jn(x) ≈

√

2

πx
cos

(

x − nπ

2
− π

4

)

,

θα ε�ιναι :

qk(t) ≈ (−1)k−k0

√

1

πω0t
cos

(

2ω0t −
π

4

)

≡ (−1)k−k0 J0(2ω0t)

Τα αποτελ�εσµατα αυτ�α ε�ιναι ασυµπτωτικ�α. Βε1α�ιω̋ η συνεχ�η̋ προσ�εγγιση ισχ�υει για πεπερα-
σµ�ενο χρονικ�ο δι�αστηµα. Θ�ελουµε να εκτιµ�ησουµε τ£ωρα το χρονικ�ο δι�αστηµα που ισχ�υει η συνεχ�η̋
προσ�εγγιση.
Θα διερευν�ησουµε τ£ωρα τη συµπεριφορ�α ολοκληρωµ�ατων τη̋ µορφ�η̋

F (t) =

∫ b

a

f(x)eixtdx

για t → ∞. Ολοκληρ£ωµατα αυτ�η̋ τη̋ µορφ�η̋ (βλ. δι�αγραµµα) τε�ινουν στο µηδ�εν �οταν t → ∞. Αν
το a και b ε�ιναι πεπερασµ�ενα και η f(x) σταθερ�α τ�οτε το αποτ�ελεσµα προκ�υπτει αµ�εσω̋ και µ�αλιστα
γνωρ�ιζουµε στην περ�ιπτωση αυτ�η �οτι η αλληλοανα�ιρεση των ταλαντ£ωσεων οδηγε�ι το ολοκλ�ηρωµα να
ε�ιναι τ�αξη̋ O(1/t). Η �ιδια �οµω̋ συµπεριφορ�α αναµ�ενεται �οµω̋ και �οταν η f(x) δεν ε�ιναι η σταθερ�η
συν�αρτηση δι�οτι τ�οτε �οσο το t µεγαλ£ωνει τ�οσο η περ�ιοδο̋ τη̋ αρµονικ�η̋ συν�αρτηση̋ eixt που ε�ιναι
2π/t µικρα�ινει και το ολοκλ�ηρωµα σε µεγ�αλη προσ�εγγιση γ�ινεται, χωρ�ιζοντα̋ το δι�αστηµα σε n υπο-
διαστ�ηµατα µε a = x1 < x2 < · · · < xn+1 = b, �ισο µε :

|F (t)| ≈
∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

i=1

f(xi)

∫ xi+1

xi

eiξtdξ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i

f(xi)

∫ xi+1

xi

eiξtdξ

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∑

i

2|f(xi)|
t

=
2nk

t
,

�οπου k κ�αποιο αν£ωτερο φρ�αγµα τη̋ f(x). Απ�ο αυτ�η την ανισ�οτητα προκ�υπτει �οτι για κ�αθε n οσο µε-
γ�αλο και αν ε�ιναι αυτ�ο υπ�αρχει t που κ�ανει την |F (t)| µικρ�οτερη απ�ο κ�αθε θετικ�ο αριθµ�ο, συνεπ£ω̋ η
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F (t) → 0 �οταν t → ∞. Κατ�ουσ�ια �ετσι απ�εδειξε ο Riemann την παραπ�ανω πρ�οταση η οπο�ια ονοµ�α-
ζεται λ�ηµα Riemann-Lebesgue παρ�οτι το ε�ιχε δηµοσιε�υσει ο Hamilton νωρ�ιτερα.
Το κλασικ�ο αυτ�ο αποτ�ελεσµα �εχει πολλ�ε̋ αποδε�ιξει̋ αν�αλογα τι̋ υποθ�εσει̋ που κ�ανει κανε�ι̋ για

την συν�αρτηση f(x) και τα �ορια τη̋ ολοκλ�ηρωση̋. Θα δ£ωσουµε δ�υο �αλλε̋ αποδε�ιξει̋ του λ�ηµατο̋
Riemann-Lebesgue κ�ανοντα̋ ασθεν�εστερε̋ υποθ�εσει̋ για την συν�αρτηση f(x). Θα υποθ�εσουµε �οτι η

f(x) ε�ιναι απ�ολυτα ολοκληρ£ωσιµη, δηλαδ�η ε�ιναι
∫ b

a
|f(x)|dx = K0 αλλ�α και παραγωγ�ισιµη.

∫ b

a

f(x)eixtdx =

∫ b

a

f(x)
deixt

it
dx

=
f(b)eibt − f(a)eiat)

it
− 1

it

∫ b

a

f ′(x)eixtdx ,

�οπου f ′(x) ε�ιναι η πρ£ωτη παρ�αγωγο̋. Συνεπ£ω̋ αν η συν�αρτηση f ′(x) ε�ιναι απ�ολυτα ολοκληρ£ωσιµη

και
∫ b

a
|f ′(x)|dx = K1, τ�οτε µπορο�υµε να εκτιµ�ησουµε οτι

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x)eixtdx

∣

∣

∣

∣

≤ |f(b)| + |f(a)|
t

+
K1

t
,

δηλαδ�η σε αυτ�η τη περ�ιπτωση το ολοκλ�ηρωµα στο �οριο t → ∞ ε�ιναι τ�αξη̋ O(1/t). Παρατηρ�ηστε
�οτι ο πρ£ωτο̋ �ορο τ�αξη̋ O(1/t) προ�ερχεται απ�ο τα �ορια τη̋ ολοκλ�ηρωση̋. Ο δε�υτερο̋ �ορο̋ µπορε�ι
να εκτιµηθε�ι �οτι ε�ιναι τ�αξη̋ O(1/t2) αν υποθ�εσουµε �οτι υπ�αρχει και δε�υτερη παρ�αγωγο̋, f ′′(x), που

ε�ιναι και αυτ�η απ�ολυτα ολοκληρ£ωσιµη
∫ b

a
|f ′′(x)|dx = K2, Πρ�αγµατι µ�ια ν�εα ολοκλ�ηρωση κατα µ�ερη

δ�ινει :
∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f ′(x)eixtdx

∣

∣

∣

∣

≤ |f ′(b)| + |f ′(a)|
t

+
K2

t
.

Ε�αν ησυν�αρτηση �εχει παραγ£ωγου̋ κ�αθε τ�αξη̋ τ�οτε η διαδικασ�ια αυτ�η µπορε�ι να συνεχισθε�ι επ��απειρον.
Αν δε τα �ορια τη̋ ολοκλ�ηρωση̋ µετατεθο�υν στο �απειρο και οι τιµ�ε̋ των συναρτ�ησεων και κ�αθε τ�αξη̋
παραγ£ωγων των συναρτ�ησεων τε�ινου στο µηδ�εν προκ�υπτει �οτι η αλληλοανα�ιρεση ε�ιναι τ�οσο αποτε-
λεσµατικ�η ωστε το ολοκλ�ηρωµα

∫ ∞

−∞

f(x)eixtdx ≈ O(t−n)

για κ�αθε θετικ�ο n, οπ�οτε και γ�ινεται εκθετικ�α µικρ�ο.
Η περ�ιπτωση αυτ�η µπορε�ι να αναλυθε�ι και διαφορετικ�α αναλυτικ�α επεκτε�ινοντα̋ την f(x) στο

µιγαδικ�ο πεδ�ιο και κ�ανοντα̋ την υπ�οθεση �οτι η f(z) ε�ιναι αναλυτικ�η συν�αρτηση
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