Πέτρος Ιωάννου & Θεοχ.Αποστολάτος (28/3/01)

ΚΑΝΟΝΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ - ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ ΚΑΙ ΝΟΜΟΙ  ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ  ΣΤΗ ΧΑΜΙΛΤΟΝΙΑΝΗ ΔΥΝΑΜΙΚΗ

Από τις εξισώσεις του Χάμιλτον 
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βρίσκουμε την εξέλιξη της θέσης και της ορμής
. Σε μία μικρή μεταβολή του χρόνου 
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 η θέση και η ορμή μεταβάλλονται κατά:
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και με τον τρόπο αυτό μπορεί να προσδιορισθεί σταδιακά η εξέλιξη των συντεταγμένων από  
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 , τη χρονική στιγμή  
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 τη χρονική στιγμή 
[image: image9.wmf]t

¢

. Η χρονική εξέλιξη του συστήματος περιγράφεται από το μετασχηματισμό 
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 με γεννήτορα την Χαμιλτονιανή συνάρτηση. Δηλαδή η εξέλιξη του συστήματος μπορεί να θεωρηθεί ως ένας μετασχηματισμός που παράγεται από τις  εξισώσεις του Χάμιλτον με παράμετρο το χρόνο και γεννήτορα τη Χαμιλτονιανή. 

Ομοίως προσδιορίζεται  η μεταβολή οποιασδήποτε συνάρτησης 
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 των θέσεων και των ορμών  με το χρόνο. Η 
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 θα μεταβληθεί  σε ένα μικρό χρονικό διάστημα 
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κατά:
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όπου 
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 είναι η αγγύλη Poisson της f με τη Χαμιλτονιανή. Έτσι μπορούμε σταδιακά να υπολογίσουμε το μετασχηματισμό της 
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 με το χρόνο. Ο χρονικός μετασχηματισμός της 
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 παράγεται δηλαδή από την ειδική  εξίσωση 
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Η παράμετρος αυτού του ειδικού μετασχηματισμού είναι ο χρόνος και ο γεννήτορας του ειδικού αυτού μετασχηματισμού η Χαμιλτονιανή. Ο ειδικός αυτός μετασχηματισμός επιτυγχάνει τη χρονική εξέλιξη της 
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Εάν η 
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 δε μεταβάλλεται με το χρόνο, είναι αναλλοίωτη δηλαδή στην κλάση των χρονικών μετασχηματισμών, είναι διατηρήσιμη ποσότητα, και πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση 
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. Εάν η Χαμιλτονιανή δεν εξαρτάται άμεσα από το χρόνο, οπότε δε μεταβάλλεται σε χρονικές μεταθέσεις, είναι  σταθερά της κίνησης. Το ότι 
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είναι προφανές είτε διότι δεν εξαρτάται αμέσως η Χαμιλτονιανή συνάρτηση από το χρόνο, ή και ισοδυνάμως επειδή 
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Όπως παράχθηκε η χρονική εξέλιξη των συντεταγμένων με τη Χαμιλτονιανή μπορούμε να μετασχηματίσουμε τις συντεταγμένες σύμφωνα με τον κανόνα:


[image: image25.wmf]p

A

d

dq

¶

¶

=

a

,  
[image: image26.wmf]q

A

d

dp

¶

¶

-

=

a

,

όπου 
[image: image27.wmf])

,

(

p

q

A

 κάποια συνάρτηση και 
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 η παράμετρος του μετασχηματισμού. Με τον τρόπο αυτό κατασκευάζεται ένας συνεχής μετασχηματισμός των συντεταγμένων με παράμετρο 
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 και γεννήτρια συνάρτηση την 
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. Οι μετασχηματισμοί αυτοί λέγονται κανονικοί μετασχηματισμοί, και οι γεννήτριες συναρτήσεις κανονικοί γεννήτορες, διότι όπως θα δούμε οι μετασχηματισμένες συντεταγμένες εξελίσσονται χρονικά σύμφωνα με τις εξισώσεις του Χάμιλτον με Χαμιλτονιανή την αρχική Χαμιλτονιανή εκπεφρασμένη στις μετασχηματισμένες θέσεις και ορμές. Επειδή σε μία μικρή μεταβολή της παραμετρου 
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 η θέση και η ορμή μεταβάλλονται κατά:
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η μεταβολή κάποιας συνάρτησης 
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και ο μετασχηματισμός της 
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με γεννήτορα 
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 θα ικανοποιεί την εξίσωση
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Ας εξετάσουμε μερικά παραδείγματα:

Τι μετασχηματισμός παράγεται από την ορμή, δηλαδή από το γεννήτορα 
[image: image39.wmf]p

A

=

;  Η παραμετρική εξίσωση μεταβολής της 
[image: image40.wmf]q

 και της 
[image: image41.wmf]p

 είναι:


[image: image42.wmf]1

=

¶

¶

=

p

A

d

dq

a

,  
[image: image43.wmf]q

A

d

dp

¶

¶

-

=

a

=0,

και συνεπώς η ορμή παράγει τη μετάθεση της θέσης 
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, αφήνοντας αμετάβλητη την ορμή.

Ομοίως διαπιστώνετε ότι για ένα σύστημα  που προσδιορίζεται σε καρτεσιανές συντεταγμένες από τη θέση 
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κατά την διεύθυνση 
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Για το ίδιο σύστημα τι μετασχηματισμό παράγει η συνιστώσα της στροφορμής  στον άξονα 
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δηλαδή η στροφορμή κατά τον άξονα 
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 παράγει στροφές των διανυσμάτων της θέσης και της ορμής περί τον άξονα 
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Ας θεωρήσουμε τώρα τον γεννήτορα 
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που είναι η μεταβολή της κλίμακας της θέσης  
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της κλίμακας της ορμής 
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Και τώρα ερχόμαστε σε μια σημαντική παρατήρηση. Κατ’ αρχάς ένας ορισμός: ο μετασχηματισμός με κανονικό γεννήτορα την 
[image: image62.wmf]A

, λέγεται συμμετρία εάν κατά τον μετασχηματισμό που παράγεται από την 
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Συνεπώς ο κανονικός γεννήτορας της συμμετρίας είναι διατηρήσιμη ποσότητα. 

Με τον τρόπο αυτό αναγνωρίζουμε τη διατήρηση της ορμής σε κάποια διεύθυνση όταν η Χαμιλτονιανή είναι αναλλοίωτη σε χωρικές μεταθέσεις σε αυτή τη διεύθυνση, καθώς και τη διατήρηση της στροφορμής περί κάποιο άξονα όταν η Χαμιλτονιανή είναι αναλλοίωτη σε στροφές περί αυτό τον άξονα. Η Χαμιλτονιανή π.χ. του αρμονικού ταλαντωτή σε τρεις διαστάσεις 
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(θεωρήσαμε 
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 για να απαλλαχτούμε από σταθερές που θα παρενοχλούσαν τη διαύγεια των μετασχηματισμών και των αντίστοιχων αναλλοίωτων ποσοτήτων) είναι αναλλοίωτη σε περιστροφές περί οποιοδήποτε άξονα. Πράγματι σε μια περιστοφή κατά γωνία 
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 περί τον άξονα 
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 οπότε η μεταβολή της Χαμιλτονιανής είναι
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και επειδή αυτή η στροφή, όπως είδαμε έχει γεννήτορα τη στροφορμή κατά τον τυχαίο άξονα 
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, όλες οι συνιστώσες της στροφορμής διατηρούνται κατά την κίνηση. Το ίδιο συμπέρασμα θα ίσχυε για την κίνηση σωματίου σε οποιοδήποτε κεντρικό δυναμικό που χαρακτηρίζεται από δυναμικό της μορφής 
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 ή για τη κίνηση απομονωμένου συστήματος  σωματίων που αλληλεπιδρούν με νευτώνειες δυνάμεις.


Οι διατηρούμενες όμως ποσότητες, επειδή όπως είδαμε συνδέονται με τις συμμετρίες της Χαμιλτονιανής, μπορούν πιο συστηματικά αλλά και ακόμα πιο κομψά να αποκαλυφθούν από τη μελέτη της ομάδας μετασχηματισμών που αφήνουν αναλλοίωτη τη Χαμιλτονιανή. Ως παράδειγμα θα θεωρήσουμε τον ισότροπο αρμονικό ταλαντωτή σε δύο διαστάσεις με μεταβλητές τις θέσεις 
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. Λαμβάνουμε ως συντεταγμένες τις μιγαδικές θέσεις 
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 και μιγαδικές ‘ορμές’  
[image: image80.wmf]x

ip

x

z

-

=

*

1

και 
[image: image81.wmf]y

ip

y

z

-

=

*

2

. Η δυναμική του ταλαντωτή μπορεί ισοδυνάμως να διερευνηθεί από την εξέλιξη των θέσεων 
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Προσέξτε όταν γράφετε τις εξισώσεις του Χάμιλτον τα 
[image: image85.wmf]1

z

 και τα  
[image: image86.wmf]*

1

z

 αντιμετωπίζονται ως ανεξάρτητα. Ο μετασχηματισμός των συντεταγμένων αυτός έχει το πλεονέκτημα ότι η εξέλιξη των θέσεων 
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 διότι οι ορμές εξελίσσονται βάσει των συζυγών εξισώσεων των θέσεων. Εισάγοντας περαιτέρω ως θέση του ταλαντωτή το διάνυσμα 
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,  που ανήκει στο μιγαδικό χώρο 
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, η Χαμιλτονιανή γράφεται απλά ως το τεράγωνο του μέτρου αυτού του διανύσματος:
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Η Χαμιλτονιανή αυτή μένει αναλλοίωτη σε μετασχηματισμούς οι οποίοι αφήνουν αναλλοίωτο το μέτρο  
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. Οι μετασχηματισμοί αυτοί δεν είναι άλλοι από τους μοναδιαίους μετασχηματισμούς (unitary transformations) σε δύο διαστάσεις οι οποίοι σχηματίζουν την ομάδα SU(2). (το αρχικό S (special) αναφέρεται επειδή επί πλέον απαιτούμε η ορίζουσα του μετασχηματισμού να είναι 1, αφού ο συνεχής μετασχηματισμός που θα παράγουμε πρέπει να μπορεί να οδηγηθεί στον μοναδιαίο).

Είναι γνωστό ότι οι μοναδιαίοι μετασχηματισμοί παράγονται από τους πίνακες του Pauli:
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υπό την έννοια ότι ο πίνακας Pauli 
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 παράγει μεταβολή των συντεταγμένων 
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επειδή οι πίνακες του Pauli είναι ερμιτιανοί (
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Προσδιορίσαμε την ομάδα συμμετριών της Χαμιλτονιανής. Απομένει να προσδιορίσουμε τον κανονικό γεννήτορα των μετασχηματισμών αυτών. Ο κανονικός γεννήτορας 
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και δίδεται, όπως εύκολα επιβεβαιώνεται,  από τη διγραμμική μορφή:
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Συνεπώς έχουμε τρεις ανεξάρτητες (αφού οι αντίστοιχοι γεννήτορες είναι ανεξάρτητοι) διατηρήσιμες ποσότητες στον ισότροπο αρμονικό ταλαντωτή στις δύο διαστάσεις. Διατηρούνται οι ποσότητες:
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Η διατηρήσιμη ποσότητα 
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 αντιστοιχεί  στη διατήρηση της ποσότητας 
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 αντιστοιχεί στη διατηρούμενη ποσότητα 
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που είναι η στροφορμή του σωματίου, και τέλος η 
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 οδηγεί στη διατηρούμενη ποσότητα
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που είναι η διαφορά των ενεργειών κατά τους δύο άξονες. Έχουμε δηλαδή τρεις ανεξάρτητες διατηρούμενες ποσότητες. Από αυτές μπορούν να κατασκευασθούν άλλες ποσότητες που διατηρούνται οι οποίες είναι ποιό γνώριμες. Είναι εύκολο να διαπιστώσετε ότι η διατηρούμενη ποσότητα  που αντιστοιχεί στο άθροισμα των τετραγώνων 
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 είναι πολλαπλάσια του τετραγώνου της ολικής ενέργειας, η οποία αναμενόταν να διατηρείται. Επειδή διατηρείται η ολική ενέργεια αλλά και η διαφορά των ενεργειών (
[image: image116.wmf]3
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) στους δύο άξονες θα διατηρείται ανεξαρτήτως και η ενέργεια σε κάθε άξονα.. Παρατηρείστε ότι οι διατηρούμενες ποσότητες μπορούν να διαταχθούν συνοπτικά στη μορφή του τανυστή δευτέρας τάξης:
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του οποίου διατηρούνται όλα τα στοιχεία.

Τι σημαίνει η διατήρηση όμως αυτών των ποσοτήτων; Σημαίνει ότι η κίνηση του ταλαντωτή έχει σταθερό σχήμα στο επίπεδο 
[image: image118.wmf])

,

(

y

x

 -είναι μία σταθερή έλλεψη,  της οποίας δεν είναι μόνο σταθερός ο μεγάλος και ο μικρός ημιάξονας αλλά είναι σταθερή στο χώρο και η διεύθυνση του μεγάλου ημιάξονα. Η κίνηση θα έχει τη μορφή 
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Οι διατηρούμενες ποσότητες αντιστοιχούν στη σταθερότητα των 
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Θυμηθείτε ότι μόνο σε κεντρικό δυναμικό αρμονικού ταλαντωτή και αντιστρόφου τετραγώνου (
[image: image122.wmf]r
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) η κίνηση του σωματίου είναι  μια κλειστή και σταθερή τροχιά, μια έλλειψη. Αναμένεται λοιπόν, κατ’ αναλογία, ότι και στην περίπτωση της κίνησης σε δυναμικό 
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 θα υπάρχει και άλλη μια διατηρούμενη ποσότητα εκτός από την ολική ενέργεια και τη στροφορμή. Η διατηρούμενη αυτή ποσότητα είναι το διάνυσμα  Runge-Lenz που θα παρουσιάσουμε σε επόμενη διάλεξη, το οποίο έχει καθαρότερη ερμηνεία. Στη περίπτωση του ισότροπου ταλαντωτή το κέντρο της έλλειψης είναι και το ελκτικό κέντρο, ενώ στη περίπτωση ελκτικού δυναμικού  
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/

1

 το ελκτικό κέντρο είναι στην εστία της έλλειψης. Σε αυτή τη περίπτωση ορίζεται η ευθεία που συνδέει το κέντρο της έλλειψης με την εστία, και η νέα διατηρούμενη ποσότητα που αντιστοιχεί στο διάνυσμα  Runge-Lenz  εκφράζει τη σταθερότητα της διεύθυνση αυτής της ευθείας.

� Η ανάλυση που θα ακολουθήσει θα περιορισθεί, για ευκολία, σε συστήματα ενός βαθμού ελευθερίας που προσδιορίζονται από μία μεταβλητή θέσης και ορμής. Όλα όμως τα συμπεράσματα ισχύουν και για � EMBED Equation.3  ��� βαθμούς ελευθερίας, εισάγοντας δείκτες και χρησιμοποιώντας την αθροιστική σύμβαση εκεί που έχουμε γινόμενα μεταβλητών, π.χ. η αγγύλη Poisson � EMBED Equation.3  ���, γίνεται � EMBED Equation.3  ���.
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