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Λύσεις ΣΤ Σειράς προβλημάτων 

5. Οι εξισώσεις για μικρές διδιάστατες κινήσεις στο 
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Στη κατάσταση ισορροπίας: 
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. Έστω ότι η διαχωριστική επιφάνεια γίνεται 
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 τότε η συνέχεια της πίεσης στη διαχωριστική επιφάνεια συνεπάγεται ότι 
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. Επειδή η διαταραχή της πίεσης είναι της τάξης του 
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 σε γραμμική προσέγγιση η συνοριακή συνθήκη μπορεί να υπολογισθεί στο 
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, οπότε η συνοριακή συνθήκη της πίεσης είναι
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Η κινηματική συνοριακή συνθήκη είναι ότι η κατακόρυφη ταχύτητα του ρευστού ικανοποιεί την συνθήκη 
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 στη διαχωριστική επιφάνεια η οποία και πάλι στη γραμμική προσέγγιση μπορεί να εφαρμοσθεί στο 
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 η κινηματική συνοριακή συνθήκη είναι:
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Τώρα μπορούμε να προχωρήσουμε όπως στο μάθημα. Αλλά θα χρησιμηποιήσουμε τη παρατήρηση της προηγούμενης άσκησης στην οποία είδαμε ότι μπορούμε να θεωρήσουμε τη ροή αστρόβιλη (η στροβιλότης δεν σχηματίζει κυματισμό, και αν σαρχικά το πεδίο είναι αστρόβιλο θα πραμείνει εφόσον η ροή είναι κατα μεγάλη προσέγγιση ιδανική). Άρα 
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. Από τις διαταρακτικές εξισώσεις κίνησης (1) και (2) έχουμε:  
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. Αν λάβουμε διαταραχές της μορφής 
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 ικανοποιούνται αυτομάτως οι εξισώσεις του Λαπλάς  και αν 
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 η συνοριακή σύνθήκη της πίεσης απαιτεί ότι: 
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. Η δε κινηματική συνθήκη: 
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. Συνεπώς η εξίσωση διασποράς είναι:


[image: image32.wmf]gk

1

2

1

2

2

r

r

r

r

w

+

-

=

.

Εάν 
[image: image33.wmf]1

2

r

r

<

 έχουμε αστάθεια.

7. Οι γραμμικοποιημένες εξισώσεις της εξέλιξης της ορμής είναι (το 
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 λαμβάνεται σταθερό)
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Η γραμμικοποιημένη εξίσωση της συνέχειας είναι:
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Από τη δυναμική αυτή προκύπτει ότι δυναμικής στροβιλότης διατηρείται και συνεπώς θα ισχύει ότι: 
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 η στροβιλότης κατα τον κατακόρυφο άξονα. Γράψαμετις δέλτα συναρτήσεις στη μορφή αυτή έτσι τα ορίσματα τους  να είναι αδιαστατα. 

Στη κατάσταση ισορροπίας που προκύπτει μετά από  άπειρο χρόνο πρέπει  
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δηλαδή έχουμε γεωστροφική ροή. Πως φθάνουμε σε αυτή τη κατάσταση;  Κανονικά πρέπει να λύσουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών. Αυτό μπορεί να γίνει. Αλλά υπάρχει και άλλος τρόπος με τον οποίο μπορούμε να προσδιορίσουμε την τελική κατάσταση.  Παρατηρούμε ότι η γεωστροφική κατάσταση (1.1)  είναι μία εκφυλισμένη κατάσταση: μπορούμε να κατασκευάσουμε άπειρες ροές που να την ικανοποιούν. Όμως ο εκφυλισμός καταστρέφεται από τη διατήρηση της (1.1) η οποία είναι ικανή να προσδιορίσει τη τελική κατάσταση αν γνωρίζουμε την αρχική κατανομή της δυναμικής στροβιλότητας. Δηλαδή υπάρχει άπειρη μνήμη στο φυσικό πρόβλημα όταν υπάρχει περιστροφή! Αυτό πρέπει να σας προβληματίσει. Επειδή δεν υπάρχει εξάρτηση από την συντεταγμένη 
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 θεωρούμε ότι έχουμε μεταβολές μόνο κατά την 
[image: image43.wmf]x

 διεύθυνση. Από την (1.1) έχω τότε μετά άπειρο χρόνο: 
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 ικανοποιεί την (1). Συνεπώς η επιφάνεια στη κατάσταση ισορροπίας πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση:


[image: image46.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

-

1

1

2

2

2

a

x

a

x

ga

fV

dx

d

d

d

l

h

h

   (2),

όπου 
[image: image47.wmf]f

gH

=

l

 η ακτίνα Rossby.

Η λύση πρέπει να ικανοποιεί τις εξής συνοριακές συνθήκες: να μηδενίζεται στο άπειρο, να είναι συνεχής στα 
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 και  ολοκληρώνοντας την (2) περί τα 
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το 
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 υποδηλοί το άλμα της συνάρτησης σε κάποιο σημείο. Η λύση που προκύπτει είναι: 
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και η ταχύτητα προκύπτει από την  
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Θεωρήστε μία λωρίδα ρευστού που έχει μοναδιαίο μήκος κατα τη υ – διεύθυνση. Η αρχικά ενέργεια είναι η κνητική ενέργεια η οποία είναι 
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 . Η τελική κινητική ενέργεια είναι 
[image: image56.wmf]ò

¥

¥

-

¥

=

Hdx

v

K

2

2

1

r

. Η τελική δυναμική ενέργεια είναι 
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Οπότε η ενέργεια που ακτινοβολείται στο άπειρο υπό τη μορφή βαρυτικών κυμάτων είναι: 
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Εάν 
[image: image61.wmf]1

>>

a

l

 τότε 
[image: image62.wmf]l

a

E

E

g

0

=

 και ακτινοβολείται μηδαμινή ενέργεια. Εάν αντιθέτως 
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 και ακτινοβολείται στο άπειρο όλη ενέργεια και έτσι παραμένει ελάχιστη ενέργεια στη τελική γεωστροφική ροή.  Η ερμηνεία είναι ως εξής. Όταν 
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 υπάρχει πολύς χώρος για να προσαρμοσθούν οι  αρχικές διακυμάνσεις στη διακύμανση της γεωστροφικής ισορροπίας.

8. (Θεωρία ευστάθειας στις δύο διαστάσεις). (από λάθος  αντι του 
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 γράφω 
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) Οι εξισώσεις που διέπουν διδιάστατες  διαταραχές  σε μία μέση ροή  
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 η κλιση της μέσης ροής (η τόνοι θα συμβολίζουν παραγώγιση ως προς 
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).  Εισάγοντας την  ρευματοσυνάρτηση 
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 ικανοποιείται αυτομάτως η εξίσωση συνεχείας και  τα πεδία ταχυτήτων γράφονται : 
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. Απαλείφουμε την πίεση από τις εξισώσεις της ορμής σχηματίζοντας την εξίσωση που διέπει τη στροβιλότητα των διαταραχών: 
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Η εξίσωση αυτή, που ονομάζεται εξίσωση Rayleigh, μαζύ με τις κατάλληλες συνοριακές συνθήκες  διέπει την εξέλιξη των διαταραχών στη μέση ροή. Εάν υπάρχουν διαταραχές οι οποίες αυξάνονται εκθετικά με το χρόνο η μέση ροή θεωρείται ασταθής. Για να προσδιορισθεί κατά πόσον υπάρχουν τέτοιες διαταραχές  ακολουθούμε το πρόγραμμα Rayleigh το οποίο είχε πολλές επιτυχίες στη Μηχανική και την Αστρονομία:: προσδιορίζουμε τις χαρακτηριστικές συχνότητες του προβλήματος
.  Θέτουμε δηλαδή 
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 και προσδιορίζουμε την ιδιοτιμή 
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που ικανοποιεί την εξής χαρακτηριστική εξίσωση:
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Το πρόβλημα αυτό γράφεται συμβολικά ως 
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Εάν υπάρχει έστω και μία ιδιοτιμή 
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 με θετικό φανταστικό μέρος  τότε η ροή είναι ασταθής.  Το πρόβλημα αυτό ιδιοτιμών είναι ιδιότυπο διότι ο τελεστής 
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 δεν είναι ερμιτιανός και οι ιδιοσυναρτήσεις παρότι είναι πλήρης  δεν σχηματίζουν μία ορθοκανονική βάση. Επίσης ο τελεστής αυτός εκτός του συνήθους διακριτού φάσματος έχει και συνεχές φάσμα.  

Στο  πρόβλημα όμως που έχουμε δεν υπάρχει άμεση εξάρτηση του διαφορικού τελεστή από το 
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 οπότε μπορούμε να θεωρήσουμε την ευστάθεια  χωρίς καμμία έλλειψη της γενικότητας να θεωρήσουμε διαταραχές της μορφής 
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 είναι μέγιστο. Με τον τρόπο αυτό η θεωρία αυτής της αστάθειας προβλέπει τη διαταραχή που πρόκειτα να κυριαρχήσει και η οποία μπορεί να ελεχθεί και πειραματικά.

      Στο πρόβλημα μας πρέπει να προσδιορίσουμε τις συνοριακές συνθήκες επίσης και στις περιοχές στις οποίες η 
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. Απαιτείται πρώτον συνέχεια της πίεσης δηλαδή το άλμα της πίεσης 
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Αλλά δεν αρκεί αυτό. Απαιτείται και μία κινηματική συνθήκη. Έστω ότι η επιφάνεια που διαχωρίζει τη 
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 . Τότε η 
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 συνισταμένη της ταχύτητας σε πρώτη τάξη διαταραχών αμέσως πάνω από το 
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 και συνεπώς 
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 και ομοίως αμέσως κάτω από το 
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 Ομοίως στο 
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Η κινηματική αυτή συνθήκη συνεπάγεται τη συνέχεια της 
[image: image115.wmf]y

 ταχύτητας αν η 
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 έχει απλώς ασυνέχεια στη ταχύτητα.

Η λύση για  
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. Οι συντελεστές προσδιορίζονται από τις συνθήκες στα 
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. Λόγω της συμμετρίας του προβλήματος οι ιδιοσυναρτήσεις θα είναι είτε συμμετρικές ή αντισυμμετρικές.

Θεωρούμε πρώτα την ευστάθεια των αντισυμμετρικών διαταραχών  (varicose perturbations) για τις οποίες 
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. Η συνέχεια της πίεσης τότε δίνει : 
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Το μέγιστο φανταστικό μέρος της 
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 που δίνει το ρυθμό εκθετικής αύξησης αντισυμμετρικών διαταραχών είναι:
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Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι η σχέση διασποράς για συμμετρικκές διαταραχές (sinuous perturbations) είναι:
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οπότε το μέγιστο φανταστικό μέρος της 
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 που δίνει το ρυθμό εκθετικής αύξησης συμμετρικών διαταραχών είναι:
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Για μικρά 
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 και στις δύο περιπτώσεις 
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. Η ταχύτητα φάσεως για τις αντισυμμετρικές διαταραχές είναι : 
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. Οπότε σε λεπτές γραμμές καπνού μπορεί να παρατηρήσει κανείς αργά αναπτυσσόμενες sinuous perturbations που είναι σχεδόν ακίνητες και είναι εύκολο κανείς να διεγείρει. Σχεδιάστε τις διαταραχές αυτές.

Η θεωρία αυτή προβλέπει ότι η εκθετική αύξηση των διαταραχών μεγαλώνει με το κυματάριθμο, δηλαδή όσο πιό μικρό το μήκος κύματος τόσο μεγαλύτερη η αστάθεια δίνοντας άπειρο ρυθμό αύξησης για 
[image: image138.wmf]¥

®

k

. Αυτό είναι βεβαίως αφύσικο. Στη πραγματικότητα το ιξώδες, το οποίο δεν έχει συμπεριληφθεί στην ανάλυση, το οποίο αναλώνει τις διαταραχές με ρυθμό ανάλογο του 
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 θα ελέγξει αυτή την απειρία και θα οδηγήσει τις απειροστές διαταραχές να φθίνουν. Επίσης στη προγματικότητα δεν μπορεί να υπάρξει ροή με τέτοια ασυνέχεια στη ταχύτητα. Εάν 
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 είναι το πλάτος της της μετάβασης από ταχύτητα 
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 στη μηδενική ταχύτητα, μπορεί να αποδειχθεί ότι διαταραχές της  με κυματάριθμό μεγαλύτερο από  
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 δεν μπορούν να αυξάνουν εκθετικά. 

� Υπάρχουν νεώτερες παραλλαγές σε αυτό το πρόγραμμα που φθάνουν μέχρι και την αναίρεσή του. Αλλά δεν είναι του παρόντος. 
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