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1. (∆ιαστελλ�οµενο σ�υµπαν) Θεωρ�ηστε �οτι το σ�υµπαν ε�ιναι �ενα σφαιρικ�ο ρευστ�ο και �οτι τα πεδ�ια
τη̋ ταχ�υτητα̋ ~u, τη̋ πυκν�οτητα̋ ρ και του βαρυτικο�υ δυναµικο�υ φ ικανοποιο�υν την εξ�ισωση συν�ε-
χεια̋ :

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ~u) = 0 ,

τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler χωρ�ι̋ την �υπαρξη π�ιεση̋ :

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u = −∇φ ,

και το βαρυτικ�ο δυναµικ�ο ικανοποιε�ι την εξ�ισωση :

∇2φ = 4πGρ .

1. Υποθ�εστε τ£ωρα �οτι αρχικ�α η ταχ�υτητα του σ�υµπαντο̋ ε�ιναι ακτινικ�η ~u = u~er και �ολα τα πεδ�ια
ε�ιναι σφαιρικ�α συµµετρικ�α και εξαρτ£ωνται µ�ονο απ�ο την απ�οσταση r απ�ο το κ�εντρο, τον χρ�ονο
t και τη σταθερ�α τη̋ βαρ�υτητα̋ G που �εχει διαστ�ασει̋ : [G] = L3M−1T−2. Μ�ονο απ�ο αν�αλυση
των διαστ�ασεων προσδιορ�ιστε τη χρονικ�η και χωρικ�η εξ�αρτηση των πεδ�ιων u(r, t, G), ρ(r, t, G)
και φ(r, t, G).

2. Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ σε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ και επι1ε1αι£ωστε �οτι οι συναρτ�ησει̋ που προ-
1λ�εψατε απ�ο αν�αλυση των διαστ�ασεων πρ�αγµατι λ�υνουν τι̋ εξισ£ωσει̋ και προσδιορ�ιστε τι̋ τρει̋
σταθερ�ε̋ που προσδιορ�ιζουν πλ�ηρω̋ τι̋ λ�υσει̋. Υπ. η ακτινικ�η επιτ�αχυνση ε�ιναι :

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r

3. Τι προ1λ�επεται σε αυτ�η τη κοσµολογ�ια για την "σταθερ�α" του Hubble. Πω̋ εξελ�ισσεται αυτ�ο το
σ�υµπαν ;
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4. Π�οσο̋ ο στρο1ιλισµ�ο̋ τη̋ λ�υση̋ που βρ�ηκατε ; Γρ�αψτε την εξ�ισωση εξ�ελιξη̋ του στρο1ιλισµο�υ.
Τι συµπερα�ινετε για τον στρο1ιλισµ�ο σε κατοπιν�α στ�αδια εξ�ελιξη̋ του σ�υµπαντο̋ �οταν το πεδ�ιο
ταχ�υτητα̋ δεν ε�ιναι απ�ολυτα σφαιρικ�α συµµετρικ�ο (π.χ. υπ�αρχουν και ακουστικ�ε̋ διακυµ�αν-
σει̋). Ε�αν γνωρ�ιζουµε �οτι υπ�αρχει στρο1ιλισµ�ο̋ τι συµπ�ερασµα µπορε�ιτε να εξ�αγετε στα πλα�ι-
σια τη̋ Νευτ£ωνεια̋ θεωρ�ια̋ για την αρχικ�η εξ�ελιξη του σ�υµπαντο̋ ;

2. Θεωρ�ηστε µ�ια σκληρ�η σφα�ιρα ακτ�ινα̋ a τη̋ οπο�ια̋ το κ�εντρο βρ�ισκεται στη θ�εση ~x0(t). Η ταχ�υ-

τητ�α τη̋ ε�ιναι ~U0(t) = d~x0/dt. Η σφα�ιρα βρ�ισκεται µ�εσα σε �ενα ασυµπ�ιεστο ιδανικ�ο ρευστ�ο πυκν�οτη-

τα̋ ρ το οπο�ιο σε µεγ�αλε̋ αποστ�ασει̋ απ�ο τη σφα�ιρα κινε�ιται µε ταχ�υτητα ~U
∞

(t). Η ρο�η του ρευστο�υ
θεωρε�ιται αστρ�ο1ιλη οπ�οτε η ταχ�υτητα προκ�υπτει απ�ο το δυναµικ�ο ~u = ∇φ. Αµελ�ηστε το ποεδ�ιο
βαρ�υτητα̋.

1. Υπολογ�ιστε το δυναµικ�ο και το πεδ�ιο ταχυτ�ητων που προκ�υπτει. Σχεδι�αστε τι̋ γραµµ�ε̋ ρο�η̋
µ�ια χρονικ�η στιγµ�η στι̋ περιπτ£ωσει̋ �οταν ~U

∞
(t) = 0 αλλ�α ~U0(t) 6= 0 και �οταν ~U

∞
(t) 6= 0 αλλ�α

~U0(t) = 0.

2. Αποδε�ιξτε �οτι αν�α π�ασα στιγµ�η η ποσ�οτητα

∂φ

∂t
+

p

ρ
+

|∇φ|2
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υπολογισµ�ενη σε κ�αθε σηµε�ιο του ρευστο�υ ε�ιναι �ιση µε την �ιδια χρονικ�η συν�αρτηση A(t) και εξ
αυτο�υ υπολογ�ιστε την π�ιεση στην επιφ�ανεια.

3. Η δ�υναµη που ασκε�ιται απ�ο το ρευστ�ο στην επιφ�ανεια τη̋ σφα�ιρα̋ ε�ιναι �ιση µε

~F = −

∫
S(a)

p~ndS

�οπου S(a) η επιφ�ανεια τη̋ σφα�ιρα̋ και ~n η προ̋ τα �εξω κ�αθετο̋ στην επιφ�ανεια τη̋ σφα�ιρα̋.
Π�οση ε�ιναι αυτ�η η δ�υναµη �οταν οι ταχ�υτητε̋ τη̋ σφα�ιρα̋ και του ρευστο�υ στο �απειρο ε�ιναι στα-
θερ�ε̋ ;

4. Για την περ�ιπτωση για την οπο�ια ~U
∞

(t) = 0 υπολογ�ιστε την συνολικ�η κινητικ�η εν�εργεια του
ρευστο�υ [Υπ. ε�ιναι συν�αρτηση µ�ονο τη̋ ακτ�ινα̋ τη̋ σφα�ιρα̋, τη̋ ταχ�υτητα̋ τη̋ σφα�ιρα̋, και
τη̋ πυκν�οτητα̋ του ρευστο�υ].

5. Γρ�αψτε την ενεργ�ο Λαγκρανζιαν�η που θα περι�εγραφε τη κ�ινηση τη̋ σφα�ιρα̋ σε αυτ�ο το ρευστ�ο
(π�αλι µε ~U

∞
(t) = 0). Θεωρ�ηστε �οτι η πυκν�οτητα τη̋ σφα�ιρα̋ ε�ιναι ρ0.

6. Θεωρ�ηστε τ£ωρα �οτι η σφα�ιρα βρ�ισκεται και στο οµογεν�ε̋ πεδ�ιο βαρ�υτητα̋. Υπολογ�ιστε την
�ανωση που ασκε�ιται στη σφα�ιρα.

7. �Ενα εκκρεµ�ε̋ εκτελε�ι µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ στο κατακ�ορυφο επ�ιπεδο µ�εσα σε ιδανικ�ο αστρ�ο1ιλο και
ασυµπ�ιεστο ρευστ�ο πυκν�οτητα̋ ρ που εκτε�ινεται σε �ολο τον τριδι�αστατο χ£ωρο και ηρεµε�ι στο
�απειρο. Το εκκρεµ�ε̋ αποτελε�ιται απ�ο µ�ια α1αρ�η ρ�α1δο µ�ηκου̋ l και στο �ακρο τη̋ ρ�α1δου βρ�ι-
σκεται το κ�εντρο οµογενο�υ̋ σφα�ιρα̋ ακτ�ινα̋ a, µε a < l, και πυκν�οτητα̋ ρ0. Γρ�αψτε την Λα-
γκρανζιαν�η για τη κ�ινησ�η του και υπολογ�ιστε την συχν�οτητα ταλ�αντωσ�η̋ του. Π�οσο µεγ�αλη
δι�ορθωση επιφ�ερει στη περ�ιοδο η κ�ινηση του ρευστο�υ ;Μπορε�ιτε να το επι1ε1αι£ωσετε αυτ�ο πει-
ραµατικ�α ;
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