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1. Θεωρ�ηστε το συµµετρικ�ο τανυστ�η παραµ�ορφωση̋ eij . �Ε�ιναι αληθ�η̋ η ταυτ�οτητα :

eijeji =
∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

.

2. Καταστατικ�η εξ�ισωση για ρευστ�α µε προσανατολισµ�ο. Θεωρ�ηστε �ενα υλικ�ο που αποτελε�ιται
απ�ο υγρο�υ̋ κρυστ�αλλου̋ (τ�ετοιο ρευστ�ο ε�ιναι στι̋ ν�εε̋ οθ�ονε̋ των υπολογιστ£ων). Υποθ�εστε �οτι αυτ�ο
το ρευστ�ο προκ�υπτει µε την εισαγωγ�η σε �ενα Νευτ£ωνειο ρευστ�ο µορ�ιων µε µορφ�η µικροσκοπικ£ων στε-
ρε£ων ρ�α1δων. Τα µ�ορια αυτ�α µπορο�υν να προσανατολιστο�υν και συµ1ολ�ιζουµε σε κ�αθε σηµε�ιο του
χ£ωρου µε ~N το µ�εσο δι�ανυσµα προσανατολισµο�υ των µορ�ιων (�οπου ~N · ~N = 1). Τα διαν�υσµατα ~N
ορ�ιζουν µε το τρ�οπο αυτ�ο το πεδ�ιο προσανατολισµο�υ του ρευστο�υ. Γενικ�α το πεδ�ιο προσαναταλισµο�υ
ε�ιναι �αγνωστο και εξαρτ�αται απ�ο τη ρο�η και µπορε�ι να βρεθε�ι µ�ονο επιλ�υοντα̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋.
Για να προσδιορ�ισουµε �οµω̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ πρ�επει να συσχετ�ισουµε τον τανυστη τ�αση̋ σij µε
τον τανυστ�η παραµ�ορφωση̋ του πεδ�ιου ταχ�υτητα̋ τη̋ ρο�η̋. Ο τανυστ�η̋ τ�αση̋ αναµ�ενεται να ε�ιναι
τη̋ µορφ�η̋ : σij = −pδij + dij �οπου p η θερµοδυναµικ�η π�ιεση στη κατ�ασταση ηρεµ�ια̋ και το dij συµ-
µετρικ�ο̋ τανυστ�η̋ που θεωρο�υµε �οτι εξαρτ�αται γραµµικ�α απ�ο τη παραµ�ορφωση που επι1�αλλεται σε
κ�αθε σηµε�ιο απ�ο το πεδ�ιο τη̋ ταχ�υτητα̋ :

dij = Aijkl( ~N)
∂uk

∂xl

,

�οπου ο A εξαρτ�αται τ£ωρα και απ�ο το πεδ�ιο ~N .

1. Τι υποθ�ετει κανε�ι̋ µε την παραπ�ανω πρ�οταση για τη κατ�ασταση ισορροπ�ια̋ ;

2. ∆ε�ιξτε �οτι αν dij ε�ιναι µ�ονο συν�αρτηση του συµµετρικο�υ τανυστ�η παραµ�ορφωση̋ eij �οτι τ�οτε
Aijkl = Aijlk.

3. Θεωρο�υµε τ£ωρα �οτι η εξ�αρτηση A( ~N) ε�ιναι τ�ετοια £ωστε ο A να ε�ιναι αναλλο�ιωτο̋ σε κατοπτρι-

σµο�υ̋ ~N → − ~N (πω̋ εκλογικε�υετε αυτ�η τη παραδοχ�η ; συµφωνε�ιτε ;). Αν οAijkl µπορε�ι να γρα-

φε�ι συναρτ�ησει διαφ�ορων δij και διαφ�ορων συντεταγµ�ενων του ~N γρ�αψτε τη γενικ�οτερη σχ�εση
για το A.

4. Γρ�αψτε τη δυναµικ�η εξ�ισωση κ�ινηση̋ για αυτ�ο το ρευστ�ο.

3. ∆�ιδεται το πεδ�ιο ταχ�υτητα̋

~u = (ux(x, y), 0, 0) = (y, 0, 0) .

1. Υπολογ�ιστε την απ�οκλιση του πεδ�ιου και τον στρο1ιλισµ�ο του ~ω = ∇× ~u.

2. Υπολογ�ιστε τον συµµετρικ�ο τανυστ�η eij και προσδιορ�ιστε του̋ κ�υριου̋ �αξονε̋ του.

3. Θεωρ�ηστε �ενα τετραγωνικ�ο χωρ�ιο στο ρευστ�ο. Σχεδι�αστε το χωρ�ιο αυτ�ο λ�ιγο αργ�οτερα. Σχεδι�α-
στε επ�ιση̋ τη παραµ�ορφωση που γ�ινεται στο χωρ�ιο αυτ�ο απ�ο τον eij και �επειτα απ�ο τον αντι-
συµµετρικ�ο ξij.

4. ∆�ιδεται το πεδ�ιο ταχ�υτητα̋ :

~u = (ux(x, y), uy(x, y), 0) = (sin πx cosπy,− cosπx sin πy, 0) .
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1. Μπορο�υµε να ορ�ισουµε την ρευµατοσυν�αρτηση ψ(x, y)�ετσι£ωστεux = ∂ψ/∂y και uy = −∂ψ/∂x.
Οι σχ�εσει̋ αυτ�ε̋ θυµ�ιζουν τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον και συνεπ£ω̋ αποδε�ιξτε �οτι το ρευστ�ο θα
κινε�ιται επ�ι καµπ�υλων σταθερο�υ ψ, δηλαδ�η αν αφ�ηναµε �ενα µικροσκοπικ�ο κ�οκκο σκ�ονη̋ θα
ακολουθ�ησει καµπ�υλη σταθερο�υ ψ. Υπολογ�ιστε τη ρευµατοσυν�αρτηση για τη ρο�η που σα̋ δ�ι-
δεται και σχεδι�αστε τη ρο�η. Τι παριστ�ανει αυτ�η η ρο�η ;

2. Υπολογ�ιστε την απ�οκλιση του πεδ�ιου και τον στρο1ιλισµ�ο τη̋ ρο�η̋.

3. Υπολογ�ιστε τον συµµετρικ�ο τανυστ�η eij και προσδιορ�ιστε τα σηµε�ια στα οπο�ια η συµµετρικ�η
παραµ�ορφωση ε�ιναι µ�εγιστη και ελ�αχιστη και τα σηµε�ια στα οπο�ια ο στρο1ιλισµ�ο̋ ε�ιναι µ�εγιστο̋
και ελ�αχιστο̋. Πω̋ ε�ιναι τοπικ�α η κ�ινηση στα σηµε�ια αυτ�α ; Σχεδι�αστε την.

5. Θεωρ�ηστε �οτι η σχ�εση µεταξ�υ δ�υο συµµετρικ£ων τανυστ£ων δε�υτερη̋ τ�αξη̋ στι̋ τρε�ι̋ διαστ�α-
σει̋ Σ και E δ�ινεται απ�ο τη συνεχ�η συν�αρτηση Σ = f(E) (γρ�αφουµε εδ£ω του̋ τανυστ�ε̋ ω̋ π�ινακε̋).
Θεωρο�υµε τ£ωρα �οτι η σχ�εση µεταξ�υ αυτ£ων ε�ιναι ισοτροπικ�η, δηλαδ�η αν κ�ανουµε κ�αποιο ορθογ£ωνιο
µετασχηµατισµ�ο S οπ�οτε οΣ µετασχηµατ�ιζεται στον Σ̃ = SΣS−1 και οE στον Ẽ = SES−1 και π�αλι η
�ιδια συν�αρτηση f θα συνδ�εει του̋ µετασχηµατισµ�ενου̋ π�ινακε̋, δηλαδ�η θα ε�ιναι : Σ̃ = f(Ẽ). ∆ε�ιξτε
�οτι ο ορθογ£ωνιο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ που καθιστ�α τονE διαγ£ωνιο καθιστ�α συγχρ�ονω̋ και τον Σ. (Υπ�ο-
δειξη : θεωρ�ηστε �οτι οE �εχει γ�ινει διαγ£ωνιο̋ και αποδε�ιξτε �οτι και οΣ ε�ιναι διαγ£ωνιο̋, κ�ανοντα̋ �αλλο
�ενα µετασχηµατισµ�ο στροφ�η̋ περ�ι τον �ενα κ�υριο �αξονα του E κατ�α γων�ια π.)

6. Θεωρ�ηστε τη ρο�η πλησ�ιον µ�ια̋ επ�ιπεδη̋ ακ�ινητη̋ στερε�α̋ επιφανε�ια̋. Θεωρο�υµε �οτι ακρι1£ω̋
επ�ι τη̋ επιφανε�ια̋ η ταχ�υτητα τη̋ ρο�η̋ ε�ιναι µηδενικ�η. �Εστω z η κατε�υθυνση η κ�αθετη στην επιφ�α-
νεια και x, y οι συντεταγµ�ενε̋ τη̋ επιφανε�ια̋.

1. Θεωρ�ηστε �οτι η ρο�η ε�ιναι ασυµπ�ιεστη. Πο�ια η τ�αση σzz επ�ι τη̋ επιφανε�ια̋ ;

2. Θεωρ�ηστε �οτι η ρο�η ε�ιναι συµπιεστ�η. Πο�ια τ£ωρα η τ�αση σzz επ�ι τη̋ επιφανε�ια̋ ; (Υπ. θα βρε�ιτε
�οτι εξαρτ�αται απ�ο το ρυθµ�ο µετα1ολ�η̋ τη̋ πυκν�οτητα̋) Εξηγε�ιστε το αποτ�ελεσµ�α σα̋.

7.
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