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1. ∆ε�ιξτε �οτι εαν Vm(t) ε�ιναι �ενα̋ �ογκο̋ συνεχο�υ̋ υλικο�υ που κινε�ιται µε τη ρο�η ~u(~x, t) �οτι τ�οτε
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Εξειδικε�υστε το παραπ�ανω στη περ�ιπτωση τη̋ µ�ια̋ δι�ασταση̋. Επανερχ�οµενοι στι̋ τρει̋ διαστ�α-
σει̋ αποδε�ιξτε την εξ�ισωση συν�εχεια̋ που ικανοποιε�ι η πυκν�οτητα ρ(~x, t) εν�ο̋ ρευστο�υ στο οπο�ιο δεν
υπ�αρχουν πηγ�ε̋ �η κατα1�οθρε̋. Αποδε�ιξτε τ�ελο̋ �οτι
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+ ~u · ∇ η υλικ�η παρ�αγωγο̋.

2. Ενα ρευστ�ο κινε�ιται µ�εσα σε �ενα σωλ�ηνα (µ�ια επιφ�ανεια εκ περιστροφ�η̋ περ�ι τον �αξονα x) δια-
τοµ�η̋ A(x). Ε�αν η πυκν�οτητα, ρ(x, t), του ρευστο�υ ε�ιναι µ�ονο συν�αρτηση των (x, t) γρ�αψτε την εξ�ι-
σωση συνεχε�ια̋ µε µετα1λητ�ε̋ µ�ονο τα ρ(x, t), A(x) και τη ταχ�υτητα του ρευστο�υ u(x, t) στη x διε�υ-
θυνση.

3. Αποδε�ιξτε την εξ�η̋ γεν�ικευση του Πυθαγορε�ιου θεωρ�ηµατο̋ βασισµ�ενοι στην απ�οδειξη του
Cauchy : Σε �ενα ορθ�ο τετρ�αεδρο που σχηµατ�ιζεται απ�ο τρε�ι̋ κ�αθετε̋ πλευρ�ε̋ το �αθροισµα των τε-
τραγ£ωνων των επιφανει£ων των τρι£ων κ�αθετων εδρ£ων ισο�υται µε το τετρ�αγωνο τη̋ επιφανε�ια̋ τη̋ κε-
κλιµ�ενη̋ �εδρα̋.

4. ∆ε�ιξτε �οτι κ�αθε διαφορικ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ στροφ£ων µπορε�ι να γραφε�ι σε πρ£ωτη τ�αξη ω̋ δij +
cij �οπου cij αντισυµµετρικ�ο̋ τανυστ�η̋.

5. Ισοτροπικο�ι τανυστ�ε̋ ε�ιναι οι τανυστ�ε̋ που δεν αλλ�αζουν σε µετασχηµατισµο�υ̋ στροφ£ων των
ορθοκανονικ£ων αξ�ονων. ∆ε�ιξτε �οτι ο δij ε�ιναι ισοτροπικ�ο̋ τανυστ�η̋ δε�υτερη̋ τ�αξη̋, ο ǫijk ε�ιναι ισο-
τροπικ�ο̋ τανυστ�η̋ τρ�ιτη̋ τ�αξη̋ και �οτι δεν υπ�αρχουν ισοτροπικο�ι τανυστ�ε̋ πρ£ωτη̋ τ�αξη̋.

6. Μπορε�ι να αποδειχθε�ι �οτι ο γενικ�οτερο̋ ισοτροπικ�ο̋ τανυστ�η̋ τ�εταρτη̋ τ�αξη̋ ε�ιναι : Aijkl =
aδijδkl + bδikδjl + cδilδjk. Θεωρ�ηστε τ£ωρα µ�ια κυκλικ�η περιφ�ερεια. Ε�αν ~n ε�ιναι το µοναδια�ια κ�αθετο
δι�ανυσµα στο κ�υκλο υπολογ�ιστε τα
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επ�ι τη̋ κυκλικ�η̋ περιφ�ερεια̋ C.

7. Υποθ�εστε �οτι �εχετε �ενα υλικ�ο το οπο�ιο �εχει µικροσκοπικο�υ̋ βαθµο�υ̋ ελευθερ�ια̋ σπιν και επι-
τρ�επει τη µεταφορ�α �οχι µ�ονο ορµ�η̋ αλλ�α και στροφορµ�η̋ στην επιφ�ανεια εν�ο̋ �ογκου εν�ο̋ ρευστο�υ.
∆ηλαδ�η θεωρο�υµε �οτι ασκε�ιται ανα µον�αδα επιφανε�ια̋ εν�ο̋ ρευστο�υ µ�ια ροπ�η ~c(~n, ~x, t) που εξαρτ�α-
ται απ�ο τη κ�αθετο στην επιφ�ανεια ~n. Επ�ιση̋ θεωρ�ηστε �οτι οι εσωτερικ�ε̋ αλληλεπιδρ�ασει̋ των µορ�ιων
του ρευστο�υ προκαλο�υν ανα µον�αδα µ�αζα̋ ροπ�η~b. Γρ�αψτε την διατ�ηρηση στροφορµ�η̋ για �ενα µικρ�ο

�ογκο του ρευστο�υ και κ�ανοντα̋ χρ�ηση των επιχειρηµ�ατων του Cauchy δε�ιξτε �οτι θα πρ�επει να ισχ�υει

ci(~n) = Cijnj

�οπου Cij �ενα̋ τανυστ�η̋ δε�υτερη̋ τ�αξη̋. ∆ε�ιξτε τ£ωρα �οτι απ�ο την εξ�ιοωση τη̋ στροφορµ�η̋ συν�αγεται
η σχ�εση :

−ǫijkσjk + ρbi +
∂Cij

∂xj

= 0 .

�οπου σij ο τανυστ�η̋ τ�αση̋ του υλικο�υ. Θεωρ�ηστε στην αν�αλυση σα̋ �οτι το εσωτερικ�ο σπιν του υλικο�υ
παραµ�ενει σταθερ�ο. Υπ�ο πο�ιε̋ συνθ�ηκε̋ µπορε�ι να ε�ιναι ο τανυστ�η̋ τ�αση̋ συµµετρικ�ο̋ ;
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