
A Σειρ�α Ασκ�ησεων

16 Νοεµ1ρ�ιου 2005- γραπτ�η παρ�αδοση 23/11

Π. Ιω�αννου & Θ. Αποστολ�ατου

1. Η κ�ινηση µ�ια̋ κο�υνια̋ µπορε�ι να αναλυθε�ι ω̋ η κ�ινηση εν�ο̋ επ�ιπεδου διπλο�υ εκκρεµο�υ̋ στο
πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ �οπου το κ�υριο σ£ωµα µ�αζα̋M που ε�ιναι συγκεντρωµ�ενο στη κο�υνια ε�ιναι συνδεδε-
µ�ενο µε α1αρ�ε̋ σχοιν�ι µ�ηκου̋R και το δε�υτερο τµ�ηµα του εκκρεµο�υ̋ ε�ιναι τα π�οδια µ�ηκου̋ l µε µ�αζα
m συγκεντρωµ�ενη στο κ�ατω �ακρο. Η κατ�ασταση περιγρ�αφεται απ�ο τι̋ δ�υο γων�ιε̋ θ και φ που σχη-
µατ�ιζουν τα εκκρεµ�η µε τη κατακ�ορυφο. Θεωρο�υµε �οτι η γων�ια φ που σχηµατ�ιζουν τα π�οδια µε τη
κατακ�ορυφο ε�ιναι δεδοµ�ενη συν�αρτηση του χρ�ονου.

1. Γρ�αψτε την Λαγκρανζιαν�η και την εξ�ισωση εξ�ελιξη̋ τη̋ γων�ια̋ θ για µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ τη̋ κο�υ-
νια̋.

2. Αν θεωρ�ησουµε �οτι η φ(t) = B sin ω0t πο�ια συχν�οτητα ω0 πρ�επει να επιλ�εξουµε να αιωρο�υµε τα
π�οδια µα̋ για να αυξ�ανεται συνεχ£ω̋ το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ ; Εκτιµε�ιστε τη συχν�οτητα αυτ�η.

3. Σε αυτ�η τη περ�ιπτωση προσδιορ�ιστε την εξαναγκασµ�ενη απ�οκριση τη̋ κο�υνια̋ θ = Af(t) και
προσδιορ�ιστε τον λ�ογοA/B. Το πρ�οσηµο του λ�ογου αυτο�υ ε�ιναι σ�υµφωνο µε την εµπειρ�ια σα̋ ;

2. Αποδε�ιξτε την πρ�οταση XXXIV και θε£ωρηµα XXVIII τη̋ Principia του Νε�υτωνα :"Σε �ενα αραι�ο
µ�εσο, που αποτελε�ιται απ�ο �ισα σωµατ�ιδια που βρ�ισκονται σε �ισε̋ αποστ�ασει̋ µεταξ�υ του̋ (και κινο�υ-
νται µε �ισε̋ ταχ�υτητε̋), κινο�υνται µε �ιση ταχ�υτητα µ�ια σφα�ιρα και �ενα̋ κ�υλινδρο̋ στη κατε�υθυνση
του �αξονα συµµετρ�ια̋ του. Τ�οτε η αντ�ισταση στη κ�ινηση τη̋ σφα�ιρα̋ ε�ιναι η µισ�η του κυλ�ινδρου."

3. Στην απ�οδειξη του θεωρ�ηµατο̋ του Poincare για την α�εναη επιστροφ�η : Που στην απ�οδειξη
απαιτε�ιται η υπ�οθεση �οτι το χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα ε�ιναι χρονοανεξ�αρτητο ;Μπορε�ιται να δ£ωσετε �ενα
παρ�αδειγµα συν�ολου σηµε�ιων (µ�ετρου αναγκαστικ�α µηδ�εν) που δεν επιστρ�εφουν στη περιοχ�η εκκ�ινη-
σ�η̋ των ;

3. Θεωρ�ηστε �ενα κλειστ�ο απλ�ο χωρ�ιο V στο χ£ωρο των φ�ασεων δι�ασταση̋ 2n που εξελ�ισσεται υπ�ο
τη χαµιλτονιαν�η H , Η προ1ολ�η του V στο επ�ιπεδο (qa, pa) ορ�ιζει τη κλειστ�η καµπ�υλη Ca(t) η οπο�ια
εξελ�ισσεται χρονικ�α. Αποδε�ιξτε �οτι το

∮
Ca(t)

padqa ε�ιναι σταθερ�ο κατα την χαµιλτονιαν�η κ�ινηση στο

χ£ωρο των φ�ασεων για κ�αθε a.

4. Θεωρ�ηστε το χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα H = p2/(2m) + V (q) που εκτελε�ι περιοδικ�ε̋ κιν�ησει̋ περ�ι
το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του (q, p) = (0, 0). Αν CE ε�ιναι η κλειστ�η τροχι�α που αντιστοιχε�ι σε εν�εργεια
E τ�οτε η επιφ�ανεια που περικλε�ιεται απ�ο τη τροχι�α ε�ιναι A(E) =

∮
CE

pdq. ∆ε�ιξτε �οτι η περ�ιοδο̋ τη̋

ταλ�αντωση̋ ε�ιναι T (E) = dA(E)/dE.

5. Υποθ�εστε �οτι η αρχικ�η πυκν�οτητα καταστ�ασεων στο χ£ωρο τωνφ�ασεων ε�ιναι ρ(x, p, 0) = A exp(−x2
−

p2). Προσδιορ�ιστε τη σταθερ�αA για να κανονικοποιηθε�ι το ολοκλ�ηρωµα τη̋ πυκν�οτητα̋ στη µον�αδα.
�Εστω οι χαµιλτονιαν�ε̋ H1 = p2/2 + (x− 1)2/2, H2 = p2/2− x2/2 καιH3 = p2/2− x . Προσδιορ�ιστε
για κ�αθε χαµιλτονιαν�η τη πυκν�οτητα ρ(x, p, t) και σχεδι�αστε την για του̋ χρ�ονου̋ t = 0, 1, 2.

6. Για το χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα H = p2/(2m) + V (q) που εκτελε�ι περιοδικ�ε̋ κιν�ησει̋ υπολογ�ιστε
την πυκν�οτητα πιθαν�οτητα̋ PE(a) το σωµατ�ιδιο που �εχει εν�εργεια E να βρ�ισκεται στη θ�εση x = a.
Σχεδι�αστε τη πυκν�οτητα και δε�ιξτε �οτι

∫
PE(a)da = 1.

7. Σωµατ�ιδιο µ�αζα̋m εκτελε�ι µονοδι�αστατη ταλ�αντωση συνδεµ�ενο µε γραµµικ�ο ελατ�ηριο σταθε-
ρ�α̋ k σε κ�αποιο το�ιχο. Γνωρ�ιζουµε µ�ονον �οτι το σωµατ�ιδιο �εχει εν�εργεια E1. Κ�αποια στιγµ�η ο το�ιχο̋
µετακινε�ιται κατ�α µ�ια απ�οσταση a. Πο�ια η κατανοµ�η πιθαν�οτητα̋ το σωµατ�ιδιο να �εχει τ£ωρα εν�εργεια
E2 ;

1


