
To Θε£ωρηµα του Poincare τη̋ α�εναη̋ επιστροφ�η̋ Χαµιλτονιαν£ων συστηµ�ατων (recurrence
theorem)

Μ�ια απ�ο τι̋ πλ�εον ενδιαφ�ερουσε̋ εφαρµογ�ε̋ του θεωρ�ηµατο̋ Liouville ε�ιναι �ενα θε£ωρηµα του
Poincare που αποδεικν�υει �οτι κ�αθε χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα επαν�ερχεται αεν�αω̋ σε �ολε̋ (σχεδ�ον) τι̋
επιτρεπτ�ε̋ καταστ�ασει̋ του.

Η απ�οδειξη του Zermelo

Θεωρ�ηστε �ενα χρονοανεξ�αρτητο χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα το οπο�ιο κινε�ιται σε φραγµ�ενη περιοχ�η
του χ£ωρου των φ�ασεων �ετσι £ωστε ο χ£ωρο̋ στον οπο�ιο κινε�ιται να�εχει πεπερασµ�ενο µ�ετρο (επιφ�ανεια �η
�ογκο στο χ£ωρο των φ�ασεων). Το θε£ωρηµα του Poincare αποδεικν�υει �οτι σχεδ�ον �ολα σηµε�ια του χ£ωρου
των φ�ασεων του συστ�ηµατο̋ αυτο�υ επαναλαµ1�ανονται δηλαδ�η �οτι τα σηµε�ια του χ£ωρου των φ�ασεων
που δεν επαν�ερχονται σε µ�ια οσονδ�ηποτε µικρ�η περιοχ�η απ�ο το σηµε�ιο που βρισκ�οταν το σ�υστηµα
κ�αποια χρονικ�η στιγµ�η �εχει µηδενικ�ο µ�ετρο.
Για την απ�οδειξη θεωρ�ηστε µ�ια περιοχ�η B0 στο χ£ωρο των φ�ασεων πεπερασµ�ενου και µη µηδε-

νικο�υ µ�ετρου ωo και συµ1ολ�ιστε µε Bt την εξ�ελιξη του χωρ�ιου την χρονικ�η στιγµ�η t. Ορ�ιζουµε ω̋
Γ0 =

⋃
t≥0

Bt την �ενωση �ολων των χωρ�ιων Bt για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ ∞ > t ≥ 0 και �εστω �οτι το
χωρ�ιο αυτ�ο �εχει µ�ετρο Ω0. Οµο�ιω̋ ορ�ιζουµε το χωρ�ιο Γτ =

⋃
t≥τ

Bt το οπο�ιο �εχει µ�ετρο Ωτ . Ε�ιναι
προφαν�ε̋ �οτι Γτ j Γ0. Αλλ�α το Γτ ε�ιναι και το χωρ�ιο που εξελ�ισσεται το Γ0 �οταν περ�ασουν τ χρονι-
κ�ε̋ µον�αδε̋. Απ�ο το θε£ωρηµα Liouville �εχουµε �οτι Ω0 = Ωτ και συνεπ£ω̋ τα µ�ετρα των Γτ και Γ0 ε�ιναι
�ισα που σηµα�ινει �οτι επειδ�η το Γτ ε�ιναι υποσ�υνολο του Γ0, �οτι µ�ονο σηµε�ια µ�ετρου 0 αν�ηκουν στο Γ0

και δεν αν�ηκουν στο Γτ . Συνεπ£ω̋ �ολα τα σηµε�ια τουB0 (εκτ�ο̋ απ�ο σηµε�ια µ�ετρου 0) αν�ηκουν στο Γτ ,

και συνεπ£ω̋ �ολα τα σηµε�ια του B0 εκτ�ο̋ απ�ο σηµε�ια µ�ετρου 0 θα επιστρ�εφουν στο B0.

Ερ£ωτηµα : Που στην απ�οδειξη απαιτε�ιται η υπ�οθεση �οτι το χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα ε�ιναι χρονοανε-
ξ�αρτητο ; Νπορε�ιται να δ£ωσετε �ενα παρ�αδειγµα σηµε�ιων που δεν επιστρ�εφουν στη περιοχ�η εκκ�ινησ�η̋
των ;
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