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Ι. Τι σημαίνει να είναι ένα σύστημα Χαμιλτονιανό;

Η περιγραφή ενός χαμιλτονιανού συστήματος απαιτεί  τη γνώση κάποιας χαμιλτονιανής συνάρτησης των θέσεων και των ορμών και τον ορισμό της αγγύλης Poisson μεταξύ δύο συναρτήσεων του χώρου των φάσεων ο οποίος  συνήθως λαμβάνεται ως:
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H  χαμιλτονιανή εξισώση κίνησης κάποιας  συνάρτησης των θέσεων και ορμών 
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Η διατύπωση αυτή είναι η συνήθης διατύπωση ενός χαμιλτονιανού συστήματος ως προς τις καλούμενες κανονικές μεταβλητές  
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. Για αυτές τις μεταβλητές ο παραπάνω ορισμός  της αγγύλης Poisson δίνει αμέσως τις κανονικές σχέσεις:
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf]{
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οι οποίες μπορούν να ληφθούν και ανεξαρτήτως ως ορισμός των κανονικών μεταβλητών.

Θέλουμε να μελετήσουμε τις ιδιότητες ενός τέτοιου συστήματος όταν μετασχηματίζονται οι συντεταγμένες και να εντοπίσουμε τις ιδιότητες που είναι αναλλοίωτες σε μετασχηματισμούς συντεταγμένων.  Για τη μελέτη των μετασχηματισμών είναι προσφορότερο να χρησιμοποιήσουμε τη μεταβλητή, 
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, που είναι η κολώνα που σχηματίζεται από τις θέσεις και τις ορμές, δηλαδή:
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όπου 
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 συμβολίζει τον ανάστροφο ενός πίνακα (τη σειρά εδώ).

Με τον τρόπο αυτό οι κανονικές εξισώσεις γράφονται:
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όπου ο πίνακας 
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 είναι ο πίνακας:
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όπου 
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 ο μηδενικός 
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πίνακας  και 
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 ο μοναδιαίος 
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πίνακας , ο δε ορισμός της αγγύλης Poisson παίρνει την απλή μορφή:
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Η σημασία των (Ι.1), (Ι.2) και (Ι.3) είναι ότι είναι αναλλοίωτες σε οποιονδήποτε σημειακό μετασχηματισμό:
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από τις κανονικές συντεταγμένες 
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σε κάποιες άλλες συντεταγμένες 
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. Προς το παρόν θα θεωρήσουμε ότι ο μετασχηματισμός 
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 είναι αντιστρέψιμος, αλλά όπως θα δούμε αυτό δεν είναι αναγκαίο, και θα μελετήσουμε αργότερα και  μη αντιστρέψιμους μετασχηματισμούς.  

Τι εννοούμε ότι οι  (Ι.1), (Ι.2) και (Ι.3) είναι αναλλοίωτες; Εννοούμε ότι αν η βαθμωτή συνάρτηση 
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  μετασχηματισθεί στη 
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στις νέες συντεταγμένες ούτως ώστε να λαμβάνει τις ίδιες τιμές στα 
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 και στα αντιστοιχούντα 
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 τότε οι (Ι.1), (Ι.2), (Ι.3), έχουν την ίδιο μορφή, αρκεί να αντικατασταθεί το  
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 με το 
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 και το 
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 με το 
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, όπου
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δηλαδή τα στοιχεία του  
[image: image32.wmf]J

 μετασχηματίζονται όπως και οι συντεταγμένες είναι δηλαδή  ένας ανταναλλοίωτος πίνακας. Για να δούμε ότι πράγματι ο  
[image: image33.wmf]J

 είναι ανταναλλοίωτος και έτσι δικαιούνται οι δείκτες να είναι στον εκθέτη ας υπολογίσουμε την αγγύλη Poisson στις νέες συντεταγμένες:
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όπου πράγματι: 
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Βλέπουμε  ότι και οι εξισώσεις του Χάμιλτον είναι αναλλοίωτες, δηλαδή ισχύει η εξίσωση κίνησης:
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όπου η χαμιλτονιανή  τώρα είναι γραμμένη  στις νέες συντεταγμένες και στην αγγύλη Poisson χρησιμοποιείται ο μετασχηματισμένος πίνακας 
[image: image37.wmf]J

.   Το ενδιαφέρον είναι ότι σε όλες τις συντεταγμένες οι αγγύλες Poisson διατηρούν τις βασικές τους ιδιότητες:: 

α) την αντισυμμετρικότητα δηλαδή: 
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β) και την ιδιότητα του Jacobi: 
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Για να δείξουμε την αναλλοιότητα αυτών των σχέσεων τις μετασχηματίζουμε σε ιδιότητες του πίνακα 
[image: image40.wmf]J

.  Η παραπάνω σχέσεις παίρνουν τη μορφή:

α) 
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β) 
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Πρέπει να δειχθεί ότι σε όλες τις συντεταγμένες ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις. Η αναλλοιότητα εύκολα αποδεικνύεται μετά από ορισμένες πράξεις. Συνεπώς αν  ισχύουν οι σχέσεις αυτές για κανονικές συντεταγμένες τότε θα ισχύουν σε όλες τις συντεταγμένες. Για κανονικές συντεταγμένες όμως  οι (Ι.4) και (Ι.5)  προφανώς ισχύουν.

Καταλήγουμε ότι κατ’ουσία ένα σύστημα είναι χαμιλτονιανό αν όλες οι παρατηρούμενες ποσότητες 
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εξελίσσονται σύμφωνα με την 
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 και 
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 ένας αντισυμμετρικός πίνακας που ικανοποιεί την ιδιότητα του Jacobi (Ι.5). Δηλαδή άν ένα φυσικό σύστημα χαρακτηρίζεται από μία βαθμωτή συνάρτηση 
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 και ενα ανταναλλοίωτο  
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 που ικανοποιεί τις (Ι.4) και (Ι.5) το φυσικό σύστημα θα είναι χαμιλτονιανό. 

Τι συντεταγμένες πρέπει να επιλέξουμε;. Αν επιλέξουμε κανονικές συντεταγμένες τότε ο πίνακας 
[image: image49.wmf]J

είναι πολύ απλός και οι αγγύλες Poisson έχουν την απλούστερη μορφή τους. Όμως μπορεί τότε η χαμιλτονιανή να είναι πολύπλοκη. Έτσι συμβαίνει στη χαμιλτονιανή που περιγράφει τη κίνηση ενός στερεού ή όπως θα δούμε ενός ρευστού. Μπορεί να θέλουμε να επιλέξουμε συντεταγμένες στις οποίες η χαμιλτονιανή να έχει πολύ απλή μορφή, αλλά τότε μπορεί η αγγύλη Poisson να είναι πολύπλοκη. 

ΙΙ. Μη κανονικές συντεταγμένες

Παρότι γενικεύσαμε αρκετά στο προηγούμενο εδάφιο την έννοια του χαμιλτονιανού συστήματος φαίνεται ότι απαιτείται  τα χαμιλτονιανά συστήματα να έχουν άρτιο αριθμό μεταβλητών διότι αναμένουμε να έχουμε  τον ίδιο αριθμό θέσεων και ορμών. Μπορούμε  όμως να έχουμε συστήματα με περιττό αριθμό μεταβλητών που να είναι και χαμιλτονιανά; Λ.χ. η χαμιλτονιανή ενός ελευθέρου στερεού γνωρίζουμε από την κβαντική μηχανική ότι είναι 
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}

i

i

i

i

q

B

p

A

p

B

q

A

B

A

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

=

,

αν εκφράσουμε τις στροφορμές στους κύριους άξονες του περιστρεφομένου στερεού. Το ερώτημα που θέλουμε να απαντήσουμε είναι: πως μπορεί να θεωρηθεί αυτό το σύστημα ως χαμιλτονιανό; Είναι προφανές ότι δεν υπάρχουν αντιστρέψιμοι μετασχηματισμοί οι οποίοι μπορούν να αναγάγουν την αρχική χαμιλτονιανή σε αυτή τη μορφή. Αν υπάρχει όμως μη αντιστρέψιμος μετασχηματισμός 
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  με την ιδιότητα ότι  η  χαμιλτονιανή  είναι μόνο συναρτήση των 
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  και η μετασχηματισμένη 
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 να εξαρτάται μόνο από τα 
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 τότε επειδή θα ικανοποιούνται οι (Ι.4) και (Ι.5), το νέο σύστημα που μπορεί να έχει και περιττό αριθμό μεταβλητών είναι χαμιλτονιανό! Αυτό ακριβώς συμβαίνει με τη κίνηση ελευθέρου σώματος.

Θα εργασθούμε με το πρόβλημα του ελευθέρου σώματος.  Η εκάστοτε θέση του σώματος προσδιορίζεται με τις γωνίες Euler: στροφή  φ περί τον Ζ φέρει τον Χ στον 
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 και τον Υ στο 
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. Στροφή θ περί τον 
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 φέρει τον Ζ στο κύριο άξονα του σώματος 3  και τον 
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 (τα 3, Ζ, 
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 βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο). Τέλος στροφή περί τον 3 κατά ψ φέρει το 
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 στη θέση του κύριου άξονα 1 και το 
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 στο κύριο άξονα του σωματος 2.  Η γωνιακή ταχύτητα 
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 περί τον  Z αναλύεται σε 
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 σε 
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 περί τον 2. Συνεπώς οι συνισταμένες της γωνιακής ταχύτητας στους τρείς κύριους άξονες του σώματος είναι:
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Στις συντεταγμένες των κυρίων αξόνων η Λαγκρανζιανή συνάρτηση παίρνει την απλή μορφή:
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Οι δε κανονικές ορμές υπολογίζονται από τη σχέση 
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όπου 
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 οι στροφορμές περί τους άξονες 1,2,3 αντιστοίχως.  Η χαμιλτονιανή συνάρτηση μπορεί να γραφεί αμέσως με μεταβλητές 
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όπως και μπορεί να γραφεί και ως προς τις κανονικές μεταβλητές 
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Θεωρούμε τώρα τον μετασχηματισμό από 
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 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf])
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.  Θέλουμε να προσδιορίσουμε την μετασχηματισμένη  αγγύλη Poisson ποσοτήτων που εξαρτώνται μόνο από τις στροφορμές. Πρέπει να υπολογίσουμε τον νέο πίνακα 
[image: image93.wmf]J

. Αλλά αυτό είναι εύκολο διότι:
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Συνεπώς ο νέος πίνακας 
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 είναι:
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που εξαρτάται μόνο από τις στροφορμές. Συνεπώς η χαμιλτονιανή 
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 και η αγγύλη Poisson με το παραπάνω 
[image: image98.wmf]J

 παράγουν ένα χαμιλτονιανό σύστημα. Ας υπολογίσουμε τις εξισώσεις εξέλιξης των στροφορμών:
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και με κυκλικές μεταθέσεις έχουμε τις άλλες εξισώσεις οι οποίες δεν είναι άλλες από τις εξισώσεις του  Euler.
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