νhttp://www.cc.uoa.gr/~pji/mechgrad
Π. Ιωάννου & Θ. Αποστολάτος

ΣΤ΄ Σειρά Ασκήσεων
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Σε πολλές ροές ο στροβιλισμός (
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) είναι μη μηδενικός μόνο στην περιοχή μιας καμπύλης. Μία χρήσιμη ιδανικοποίηση είναι να θεωρήσουμε ότι ο στροβιλισμός είναι 
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 δηλαδή είναι παντού μηδενικός εκτός από την καμπύλη με παραμετρική εξίσωση:
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, ενώ το 
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 είναι ένα μοναδιαίο διάνυσμα (τι νόημα έχει η δέλτα συνάρτηση;).  Αποδείξτε ότι το 
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  είναι αναγκαστικά στη διεύθυνση της εφαπτομένης της καμπύλης [Υποδ: Είναι 
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]. Συνεπώς η καμπύλη στην οποία περιορίζεται ο στροβιλισμός είναι και γραμμή στροβιλότητας η οποία εφόσον το ρευστό είναι ασυμίπεστο και ιδανικό θα παραμείνει  γραμμή στροβιλότητας. Αποδείξτε ότι η κυκλοφορία 
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 γύρω από τη γραμμή στροβιλότητας είναι ανεξάρτητη από την καμπύλη γ. Το αποτέλεσμα αυτό είναι γενικό και  ισχύει και στην περίπτωση μη ιδανικού και μη βαροτροπικού ρευστού. Το συμπέρασμα λοιπόν είναι ότι οι γραμμές στροβιλότητας είναι ή κλειστές, ή καταλήγουν στο άπειρο, ή καταλήγουν σε κάποιο στερεό σύνορο του ρευστού.
2. Ορισμένα ρευστά σε χαμηλές θερμοκρασίες μεταβαίνουν σε κατάσταση υπερ-ρευστότητας στην οποία το ιξώδες είναι ακριβώς μηδενικό. Αυτό συμβαίνει στο 4Ηe στους 
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Κ.  Επειδή το υπερρευστό δεν έχει ιξώδες (και θεωρείται βαροτροπικό και ασυμπίεστο) η κυκλοφορία του ρευστού 
[image: image9.wmf]ò

×

=

g

r

d

u

C

v

v

 για κάθε κλειστή καμπύλη γ διατηρείται, δηλαδή 
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 (η χρονική παράγωγος είναι η σωματιδιακή παράγωγος). Το αποδείξαμε αυτό σε  άσκηση της σειράς Ε.  Το υπερρευστό έχει για θεωρητικούς λόγους μηδενική στροβιλότητα (βλ. Landau: Statistical Mechanics). Πως είναι δυνατόν τότε ένα υπερρευστό να περιστρέφεται;  Η απάντηση που δόθηκε (βλ. Feynman: Statistical Mechanics) είναι ότι δεν είναι όλο το ρευστό στην υπερρευστή κατάσταση, παρά τμήμα του ρευστού είναι κανονικό και μπορεί να έχει στροβιλότητα.  Όταν το ρευστό περιστρέφεται η στροβιλότητα περιορίζεται σε μικροσκοπικές γραμμές στροβιλότητας (όπως περιγράφεται στην ασκ. 1)  εκάστη των οποίων έχει κυκλοφορία που λαμβάνει μόνο τη τιμή: 
[image: image11.wmf]m

h

c

=

, όπου 
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η μάζα  των ατόμων και 
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 η σταθερά του Planck. H ροή εκτός των στροβίλων είναι αστρόβιλη. Οι στρόβιλοι εκτείνονται μέχρι το σύνορο του ρευστού όπου και μπορούν να δέχονται ροπές. Α) Εξηγήστε κάνοντας χρήση ενός σχήματος γιατί  η στροβιλότητα του μακροσκοπικού πεδίου ταχύτητας του ρευστού είναι ίση με το διπλάσιο της μέσης γωνιακής ταχύτητας περιστροφής του ρευστού. Β) Υπολογίστε τον αριθμό των μικροσκοπικών στρόβιλων που υπάρχουν σε υπερρευστό Ηλιο το οποίο περιστρέφεται με 10rpm μέσα σε ένα ποτήρι.  Εκτιμήστε την μέση απόσταση μεταξύ των στροβίλων. Γ) Επαναλάβατε τον υπολογισμό για ενα αστέρα νετρονίων, που αποτελείται κυρίως από υπερρευστά ζεύγη νετρονίων με πυκνότητα αυτής του πυρήνα και ο οποίος περιστρέφεται με περίοδο της τάξης του  
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 (η μάζα του αστέρα είναι περί τα 
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Θεωρήστε ότι η στροβιλότης περιορίζεται σε δύο γραμμές στροβιλότητας κυκλοφορίας 
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 και 
[image: image17.wmf]2

k

 που σχηματίζουν δύο μπλεγμένους κρίκους στη διάταξη του σχήματος. Αποδείξτε ότι 
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όπου η ολοκλήρωση γίνεται στον «όγκο» που καταλαμβάνει κάθε μία από τις καμπύλες στροβιλότητας. Ποία η τιμή των ποσοτήτων αυτών όταν οι κρίκοι είναι ασύνδετοι;
4. Γράψτε τις εξισώσεις και τις συνοριακές συνθήκες που διέπουν μικρούς κυματισμούς της επιφανείας ασυμπίεστου και ομογενούς ιδανικού ρευστού, που βρίσκεται μέσα σε ένα κυβικό δοχείο 
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. Το πεδίο ταχυτήτων μπορεί γενικά να αναλυθεί σε ένα αστρόβιλο κομμάτι και σε ένα κομμάτι που έχει στροβιλισμό ως   
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. Αποδείξτε ότι το ανυσματικό δυναμικό σε αυτή τη προσέγγιση δεν μεταβάλλεται χρονικά και συνεπώς δεν μπορεί να σχηματίσει κυματισμό της επιφάνειας και συνεπώς  μπορούμε να θεωρήσουμε τη ροή αστρόβιλη για να μελετήσουμε τον κυματισμό της επιφανείας. Γράψτε τις εξισώσεις και συνοριακές συνθήκες που ικανοποιεί το δυναμικό 
[image: image24.wmf]f

 και προσδιορίστε τις συχνότητες ταλάντωσης του ρευστού. Σχεδιάστε το πρόσημο της μετατόπισης της επιφανείας σε κάτοψη για τις πρώτες 5 θεμελειώδεις ταλαντώσεις.
5. Ρευστό πυκνότητας 
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 που καταλαμβάνει το χώρο 
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 επικάθεται επί ρευστού πυκνότητας 
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 που καταλαμβάνει τον χώρο 
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. Τα ρευστά είναι αυμπίεστα και ιδανικά. Δείξτε ότι οι συχνότητες μικρών ταλαντώσεων της διαχωριστικής επιφανείας των δύο ρευστών είναι 
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. [Υποδ: Αν θεωρήσετε αστρόβιλη ροή σύμφωνα με την προηγούμενη άσκηση θα πρέπει να θεωρήσετε δύο διαφορετικά δυναμικά τα οποία πρέπει να ικανοποιούν την κινηματική και δυναμική συνοριακή συνθήκη στο ύψος της διαχωριστικής επιφάνειας.]
6. Αρχίζοντας από τις εξισώσεις κίνησης ενός ιδανικού ρευστού σε ένα περιστρεφόμενο σύστημα συντεταγμένων με ελεύθερη επιφάνεια αποδείξτε ότι αν το ρευστό θεωρηθεί «ρηχό» (επεξηγώντας κατά την ανάλυση τι σημαίνει αυτό) τότε ικανοποιεί τις εξής εξισώσεις:
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όπου 
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 το οριζόντιο πεδίο ταχυτήτων, 
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το βάθος του ρευστού και η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής είναι 
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. Εκτιμήστε το 
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 για ρευστό που βρίσκεται στην περιοχή γεωγραφικού πλάτους 
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 στη Γη. Στην παραπάνω ανάλυση το 
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 είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας; Η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής θεωρείται σταθερή. Αποδείξτε ότι η διατήρηση της ενέργειας λαμβάνει τη μορφή: 
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Αποδείξτε επίσης ότι η δυναμική στροβιλότης 
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, διατηρείται κατά την κίνηση και ότι για μικρές κινήσεις της επιφάνειας 
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7.   Γράψτε τις εξισώσεις που διέπουν μικρές διαταραχές από την κατάσταση ηρεμίας ρηχού ρευστού σε περιστρεφόμενο σύστημα (θεωρήστε σταθερή τιμή του f ) με ελεύθερη επιφάνεια. Θεωρήστε ότι αρχικά η επιφάνεια δεν είναι διαταραγμένη αλλά έχει ταχύτητα 
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.  Υπολογίστε και σχεδιάστε το πεδίο ταχυτήτων και τη διαταραχή  της επιφανείας του ρευστού μετά από άπειρο χρόνο (θεωρήστε το ρευστό  απέραντο).  Υπολογίστε την αρχική και τελική ενέργεια 
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 και την τελική ενέργεια 
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 καθώς και την ενέργεια που διέφυγε στο άπειρο με κύματα βαρύτητας, 
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 είναι η ακτίνα Rossby, υπολογίστε το λόγο 
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. Τι συμπεραίνετε;

8.   Διδιάστατος αεροχείμαρρος χαρακτηρίζεται από το μέσο πεδίο ταχυτήτων 
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Ποία η κατανομή της στροβιλότητας στο πεδίο αυτό; Το ρευστό θεωρείται ασυμπίεστο, ομογενές και ιδανικό. Θέλουμε να μελετήσουμε την ευστάθεια της ροής αυτής και θεωρούμε ότι οι διαχωριστικές επιφάνειες στα 
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 διαταράσσονται και γίνονται :
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Αποδείξτε ότι η ροή είναι ασταθής και σε αντισυμμετρικές διαταραχές (
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 και σε συμμετρικές διαταραχές (
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. Η διαταραχή που αναμένεται να εμφανισθεί είναι αυτή που έχει τη μέγιστη εκθετική αύξηση. Τι αναμένετε λοιπόν να δείτε για διαφορετικές τιμές του 
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; Σκεφθείτε ότι στενές ροές της μορφής αυτή περιφράφουν τη ροή μίας λεπτής γραμμής καπνού από ένα τσιγάρο. Μπορείτε να επιβεβαίωσετε τα συμπεράσματα της ανάλυσής σας;

[Υποδ: Θυμηθείτε ότι οι συνοριακές συνθήκες είναι η συνέχεια της πίεσης και η κινηματική συνθήκη ότι λ.χ. στο 
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. Δείξτε ότι η δεύτερη συνθήκη θα συνεπάγονταν συνέχεια της κατακόρυφης ταχύτητας αν η μέση ροή 
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 ήταν συνεχής.]

Σας ευχόμαστε καλές γιορτές και να’ ναι ευτυχισμένος και παραγωγικός ο καινούριος χρόνος.
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