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E΄ Σειρά Ασκήσεων

1. Τα άστρα και οι πλανήτες – εάν αμελήσουμε τη περιστροφή τους – μπορούν σε πρώτη προσέγγιση να θεωρηθούν σφαιρικά συμμετρικά σώματα σε υδροστατική ισοροπία υπό την επιρροή της βαρύτητάς των. Αποδείξτε ότι τότε η μεταβολή της πίεσης με την ακτίνα ικανοποιεί την εξίσωση: 
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 η πυκνότητα σε απόσταση 
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 από το κέντρο και 
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η μάζα που περικλείεται στην σφαίρα ακτίνας 
[image: image5.wmf]r

. Τι συνοριακές συνθήκες θα επιβάλατε; Χωρίς να λύστε την εξίσωση μπορείτε να κάνετε μία τάξης μεγέθους προσέγγιση της πίεσης στο κέντρο του σώματος; Θεωρήστε τώρα ότι η πυκνότητα είναι σταθερή όπως συμβαίνει κατά μεγάλη προσέγγιση στον πλανήτη Ερμή. Εάν ο πλανήτης έχει ακτίνα 
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 προσδιορίστε το νόμο μεταβολής της πίεσης και προσδιορίστε την πίεση στο κέντρο του πλανήτη. Συνήθως η πίεση συσχετίζεται με τη πυκνότητα μέσω της πολυτροπικής σχέση 
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, με δείκτη 
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, όπου ενδεικτικά αναφέρουμε ότι για λευκούς νάνους 
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, για ερυθρούς γίγαντες 
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, ενώ για τους εξωτερικούς πλανήτες (Ζεύς, Κρόνος, Ουρανός, Ποσειδών) το εσωτερικό των οποίων αποτελείται κυρίως από ρευστό μίγμα 
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.  Έστω ότι γνωρίζουμε ότι η μάζα του Δία είναι 
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]kg

  και ότι η μάζα του Κρόνου είναι 
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]kg

. Εάν η ακτίνα του Δία είναι 
[image: image17.wmf]4

10

7

´

=

J

R



 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]km

 εκτιμήστε την ακτίνα του Κρόνου και τις πιέσεις στα κέντρα των πλανητών. (Υπόδειξη: θεωρήστε τη μεταβλητή 
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2. Αποδείξτε ότι το βαρυτικό δυναμικό, 
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, σε απόσταση 
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 από το κέντρο μιάς σφαιρικής κατανομής μάζας 
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 σε υδροστατική ισορροπία ικανοποιεί την εξίσωση  
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. Η δέσμια βαρυτική δυναμική ενέργεια, 
[image: image24.wmf]E

,  μιάς σφαιρικά συμμετρικής κατανομής μάζας ορίζεται ως το έργο που ασκείται για να επιτευχθεί η δεδομένη κατανομή μάζας αν μεταφερθεί όλη η μάζα από το άπειρο.  Δείξτε ότι για ένα ουράνιο σώμα σε υδροστατική ισορροπία είναι: 
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. Αποδείξτε ότι 
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 για ένα ουράνιο σώμα στο οποίο ισχύει πολυτροπική σχέση με δείκτη 
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 (η απειρία της ενέργειας για 
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 έγκειται στο ότι για αυτό το δείκτη ουράνιο σώμα πεπερασμένης ακτίνας έχει άπειρη πυκνότητα στο κέντρο.) 
3.  Το εσωτερικό των πλανητών περιστρέφεται και μάλιστα βρίσκεται συνήθως σε διαφορική περιστροφή, δηλαδή η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής δεν είναι σταθερά. Έστω ένας διαφορικά περιστρεφόμενος πλανήτης ο οποίος χαρακτηρίζεται από μία βαροτροπική καταστατική εξίσωση 
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. Γράψτε την εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας σε ένα τέτοιο πλανήτη σε κυλινδρικές συντεταγμένες συμπεριλαμβάνοντας στην ισορροπία και την κεντρομόλο δύναμη. Αποδείξτε ότι τότε αναγκαστικά η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής των διαφόρων εσωτερικών στρωμάτων πρέπει να είναι σταθερές σε κυλινδρικές επιφάνειες. Τι θα σήμαινε αυτή η παρατήρηση για τον Δία; 
4. Έστω ότι η ατμόσφαιρα είναι ισεντροπική και ικανοποιεί την σχέση 
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. Υπολογίστε τη μεταβολή της θερμοκρασίας με το ύψος. Εάν στο επίπεδο της θάλασσας είναι σήμερα 
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 τι θερμοκρασία αναμένετε στην κορυφή της Πάρνηθας (ο νόμος των ιδανικών αερίων είναι 
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, όπου για τον αέρα 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]1
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5. Στο χρόνο 
[image: image36.wmf]0

t

 η θέση ενός στοιχείου του ρευστού έχει καρτεσιανές συντεταγμένες 
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 και πυκνότητα 
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. Σε κάποιο χρόνο 
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 οι συντεταγμένες του στοιχείου είναι (Χ,Υ,Ζ) και η πυκνότητα 
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. Δείξτε ότι στη Λαγκρανζιανή θεώρηση η διατήρηση της μάζας περιγράφεται από την εξίσωση: 
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. Χρησιμοποιώντας αυτή την εξίσωση συναγάγετε την συνήθη εξίσωση συνέχειας.
6. Θεωρήστε ασυμπίεστο και ομογενές ρευστό σε εξωτερικό δυναμικό πεδίο. Αποδείξτε ότι ο στροβιλισμός 
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 ικανοποιεί την εξίσωση 
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.  Αποδείξτε τώρα ότι η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι 
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, όπου 
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 είναι ο στροβιλισμός στη θέση 
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. Δείξτε ότι το  διαφορικό μήκος 
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 ικανοποιεί και αυτό την εξίσωση 
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.  Αποδείξτε τώρα εάν αρχικά σχηματίσουμε μία καμπύλη στροβιλότητας η οποία έχει την ιδιότητα η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της να είναι παράλληλη στο 
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 η καμπύλη αυτή θα παραμείνει καμπύλη στροβιλότητας. Δηλαδή οι καμπύλες στροβιλότητας κινούνται με το ρευστό. 
7. Υπολογίστε τώρα το 
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 , όπου το ολοκλήρωμα είναι κατά μήκος κάποιας καμπύλης που κινείται με το ρευστό και ενώνει τα σημεία 
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 τα οποία και αυτά κινούνται με το ρευστό. Υπολογίστε με τον τρόπο αυτό το 
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 για ένα ιδανικό βαροτροπικό ρευστό  για το οποίο 
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8. Υποθέστε ότι σχηματίζεται μετά από υποθαλάσσια έκρηξη μέσα σε ένα ασυμπίεστο ρευστό μία σφαιρική φυσαλίδα. Θέλουμε να μελετήσουμε τη μεταβολή της ακτίνας της 
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. Αποδείξτε πρώτα ότι η εξίσωση συνέχειας απαιτεί ότι η ταχύτητα της ροής σε κάθε ακτίνα 
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, και χρησιμοποιήστε την εξίσωση κίνησης για να αποδείξτε ότι  
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, όπου 
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 η εξέλιξη της πίεσης στο εσωτερικό της φυσαλίδας και 
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 η πίεση στο άπειρο. Συναγάγατε την ίδια  εξίσωση από την ενεργειακή απαίτηση τό έργο της πίεσης στις εξωτερικές επιφάνειες να ισούται με το ρυθμό αύξησης της κινητικής ενέργειας του ρευστού.
9. Στρώμα ομογενούς και ασυμπίεστου ρευστού με ιξώδες, 
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, και πάχους 
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 ρέει επί της επιφανείας κεκλιμένου επιπέδου (που σχηματίζει γωνία 
[image: image62.wmf]a

 με το οριζόντιο επίπεδο) στο σταθερό πεδίο βαρύτητας. Προσδιορίστε και σχεδιάστε τη χρονικά ανεξάρτητη λύση και αποδείξτε ότι η συνολική ροή μάζας είναι 
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. (Οι συνοριακές συνθήκες στην ελεύθερη επιφάνεια είναι η συνέχεια της πίεσης και ότι η εφαπτόμενη τάση είναι μηδέν.)
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