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Π. Ιωάννου & Θ. Αποστολάτος

Ε Σειρά Ασκήσεων

1. Θέλουμε να προσδιορίσουμε τη θεμελιώδη συχνότητα μιας χορδής η οποία εκτείνεται από το –1 μέχρι το 1 και έχει τα άκρα της πακτωμένα. Η χορδή βρίσκεται υπό τάση Τ και έχει γραμμική πυκνότητα μ. Θεωρούμε φυσική κίνηση της μορφής 
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  και απαιτούμε η 
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 να καθιστά τη δράση στάσιμη. Προς τούτο λαμβάνουμε ως πιθανή χωρική συνάρτηση της κίνησης την 
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. Επιλέξτε τα 
[image: image4.wmf]b

,

w

 έτσι ώστε η δράση να καταστεί στάσιμη. Πόσο διαφέρει η συχνότητα που υπολογίσατε από τη γνωστή θεμελιώδη συχνότητα της χορδής 
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2. Κατασκευάστε τη Λαγκρανζιανή πυκνότητα του πεδίου των κυματοσυναρτήσεων ενός σωματιδίου που οδηγεί στην εξίσωση του Schrödinger 
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. [Προσέξτε ότι το πεδίο, δηλαδή η κυματοσυνάρτηση, όντας μιγαδικό, δεν είναι ένα, αλλά έχει δύο ανεξάρτητες συνιστώσες την 
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 και την 
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3. Γράψτε την Λαγκρανζιανή πυκνότητα μιας χορδής δίχως τον περιορισμό η κλίση της χορδής να είναι πολύ μικρή. Σε κάθε σημείο η τάση της χορδής θα πρέπει να είναι σταθερή.

4. Υπολογίστε τον «τανυστή» ενέργειας ορμής 
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 για τη Λαγκρανζιανή πυκνότητα 
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, την οποία συζητήσαμε στο μάθημα ως διορθωτική για την περιγραφή της χορδής από κινούμενο παρατηρητή, καθώς επίσης και τις αντίστοιχες εξισώσεις κίνησης.

5. Γράψτε τη Λαγκρανζιανή πυκνότητα μιας χορδής σε ένα σημείο της οποίας βρίσκεται κολλημένη μια χάντρα μάζας m. Υπολογίστε στη συνέχεια τις εξισώσεις κίνησης δεξιά και αριστερά της χάντρας και με μια ολοκλήρωση τη συνθήκη για την κλίση της χορδής εκατέρωθεν της χάνδρας. Υποθέτωντας κύματα της μορφής 
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 και 
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 αριστερά της χάνδρας και 
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δεξιά της χάνδρας, υπολογίστε τα πλάτη R, T των ανακλώμενων και διαδιδόμενων κυμάτων.

6. Πώς θα τροποποιούσατε την παραπάνω Λαγκρανζιανή πυκνότητα πρκειμένου να συμπεριλάβετε και ελεύθερη κίνηση της χάνδρας κατά μήκος της χορδής; Ποια η εξίσωση κίνησης της χάνδρας; Συμπίπτει αυτή με την αντίστοιχη από τη δύναμη που υπολογίζει κανείς από τη διαφορά των κλίσεων δεξιά και αριστερά της χάνδρας; Μπορείτε να προβλέψετε τι θα συμβεί στη χορδή αν η χάνδρα κινείται με την ταχύτητα διάδοσης του κύματος;

7. Μια χορδή κινείται και στις δύο εγκάρσιες κατευθύνσεις ως ακολούθως 
[image: image14.wmf](
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. Ζωγραφίστε ένα στιγμιότυπο ενός τέτοιου κύματος και υπολογίστε την πυκνότητα στροφορμής του (και στις δύο περιπτώσεις). Ποια η πυκνότητα ορμής αυτού;

8. Έστω ότι αρχικά η μορφή μιας χορδής είναι 
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 και 
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. Υπολογίστε τη μορφή του κύματος στη συνέχεια.

9. Θεωρήστε το ηλεκτρικό πεδίο ενός σημειακού φορτίου ακίνητου σε ένα ομογενές μαγνητικό πεδίο. Υπολογίστε το άνυσμα Poynting στο χώρο το οποίο εκφράζει την πυκνότητα ορμής του πεδίου και ολοκληρώστε το εξωτερικό γινόμενο του διανύσματος θέσης με το διάνυσμα Poynting για να βρείτε τη στροφορμή του πεδίου.

10. Θεωρήστε τη Λαγκρανζιανή πυκνότητα 
[image: image17.wmf](
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. Ποιος προφανής μιγαδικός μετασχηματισμός του πεδίου διατηρεί αναλλοίωτη τη Λαγκρανζιανή πυκνότητα; Κατασκευάστε την αντίστοιχη διατηρούμενη ποσότητα.

11. Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης για ένα σωμάτιο μάζας m το οποίο είναι αναγκασμένο να κινείται επί ενός ορθού κώνου ανοίγματος θ και το οποίο συνδέεται με την κορυφή του κώνου με ένα ελατήριο μηδενικού φυσικού μήκους και σταθεράς k. Στο σωματίδιο δεν ασκείται άλλη δύναμη. Δοκιμάστε να λύσετε το πρόβλημα θεωρώντας την αντίστοιχη επίπεδη κίνηση επί του αναπτύγματος του κώνου (κυκλικός τομέας). Ποια η σχέση των παραμέτρων του προβλήματος καθιστά την τροχιά κλειστή για οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες (μην ξεχάσετε να επιβάλετε την τοπολογική συνθήκη ταυτοποίησης των ημιευθειών του αναπτύγματος του κώνου).

Βοηθητικές σχέσεις: 
τανυστής ενέργειας ορμής: 
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Εξισώσεις κίνησης: 
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φυσικό νόημα: 
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πυκνότητα ενέργειας, 
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 ροή ενέργειας στην i-κατεύθυνση
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πυκνότητα i-συνιστώσας ορμής, 
[image: image23.wmf]ij

T

 ροή i-συνιστώσας ορμής προς την j-κατεύθυνση

_1068134431.unknown

_1068144200.unknown

_1068145130.unknown

_1068149540.unknown

_1068151897.unknown

_1068147502.unknown

_1068144209.unknown

_1068142830.unknown

_1068143284.unknown

_1068144130.unknown

_1068143003.unknown

_1068143022.unknown

_1068142872.unknown

_1068142410.unknown

_1068142669.unknown

_1068142287.unknown

_1068133405.unknown

_1068134192.unknown

_1068134416.unknown

_1068133565.unknown

_1067714766.unknown

_1068133379.unknown

_1067714722.unknown

