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Γ Σειρά Ασκήσεων

1. Αναλλοίωτα ολοκληρώματα του Poincare. Θεωρήστε ένα κλειστό απλό χωρίο 
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 στο χώρο των φάσεων στις 
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 διαστάσεις το οποίο εξελίσσεται υπό τη χαμιλτονιανή 
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. Η προβολή του 
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 στο επίπεδο 
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 έχει ώς σύνορο την κλειστή καμπύλη 
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 η οποία εξελίσσεται χρονικά. Αποδείξτε ότι το
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 είναι σταθερό κατά τη χαμιλτονιανή κίνηση στο χώρο των φάσεων για κάθε 
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 και ότι συνεπώς το 
[image: image9.wmf]å

ò

=

n

i

t

C

i

i

i

dq

p

1

)

(

επίσης διατηρείται. Μπορείτε να βρείτε άλλα αντίστοιχα διατηρούμενα ολοκληρώματα; 

2. Υποθέστε ότι η αρχική πυκνότητα καστάσεων στο χώρο των φάσεων είναι 
[image: image10.wmf])
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. Επιλέξτε τη σταθερά 
[image: image11.wmf]A

 έτσι ώστε να κανονικοποιήσετε το ολοκλήρωμα της πυκνότητας σε όλο το χώρο στη μονάδα. Έστω οι Χαμιλτονιανές : 
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 και 
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. Προσδιορίστε για κάθε χαμιλτονιανή την 
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 και σχεδιάστε την για 
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3. Ιδιότητες της συνάρτησης 
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: α) Αποδείξτε ότι 
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 όπου 
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 οι ρίζες της εξίσωσης 
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. [Υπόδειξη: αναπτύξτε την 
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 σε σειρά Taylor περί την κάθε ρίζα της 
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],  γ) ολοκληρώνοντας κατά μέρη υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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, δ) υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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4. Σωματίδιο βρίσκεται αρχικά στη θέση 
[image: image27.wmf])
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. Η πυκνότητα κατανομής του σωματιδίου τη χρονική στιγμή 
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Είναι προφανές ότι 
[image: image30.wmf]0

=

dt

d

t

d

, αποδείξτε το όμως κάνοντας με προσοχή τις  πράξεις. Αποδείξτε ότι η 
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ικανοποιεί την εξίσωση 
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 η ταχύτητα στο χώρο των φάσεων.

5. Σωματίδιο κινείται στο εσωτερικό ανεστραμένου κυκλικού κώνου μέσα στο ομογενές πεδίο βαρύτητας. Ο άξονας συμμετρίας του κώνου είναι κατακόρυφος. Γράψτε τη Λαγκρανζιανή και προσδιορίστε το ύψος στο οποίο εκτελείται η κυκλική κίνηση, αν το σωμάτιο έχει στροφορμή ως προς τον άξονα του κώνου 
[image: image34.wmf]f

p

. Αποδείξτε ότι η κυκλική τροχιά είναι ευσταθής και προσδιορίστε τη συχνότητα μικρών ταλαντώσεων περί τη κυκλική τροχιά.

6. Ένας αρμονικός ταλαντωτής δίχως τριβές, αρχικά ακίνητος στη θέση ισορροπίας του, υπόκειται σε σειρά εναλλασσόμενων παλμών δύναμης της μορφής 
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. Να σχεδιασθεί η κίνηση του ταλαντωτή ως συνάρτηση του χρόνου για τ (i) ίσο με το μισό της περιόδου και (ii) ίσο με την περίοδο του ταλαντωτή

7. Ένας σφαιρικός δορυφόρος ακτίνας 
[image: image36.wmf]r

 εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση γύρω από κεντρικό πλανήτη ο οποίος βρίσκεται σε απόσταση 
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 από το κέντρο του δορυφόρου. Δύο ίσες μάζες 
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 τοποθετημένες αντιδιαμετρικά επί του δορυφόρου  συνδέονται με ράβδο μήκους 
[image: image39.wmf]r
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 που διαπερνά το δορυφόρο. Ο δορυφόρος περιφέρεται γύρω από τον πλανήτη αλλά δεν περιστρέφεται γύρω από τον εαυτό του. Έτσι η ράβδος που αρχικά "κοιτάζει" κατά τον πλανήτη σχηματίζει γωνία με την επιβατική ακτίνα του δορυφόρου που μεταβάλλεται με το χρόνο. [Αγνοήστε τη βαρυτική έλξη του ίδιου του δορυφόρου και υποθέστε ότι η ράβδος δεν κινείται ως προς το δορυφόρο.] Προσδιορίστε την τάση της ράβδου σα συνάρτηση του χρόνου. Μήπως τώρα μπορείτε να εξηγήσετε γιατί οι παλίρροιες έχουν περίοδο περίπου 12 ώρες και όχι 24 ώρες που είναι η περίοδος περιστροφής της Γης; Αν αντικαταστήσετε τη ράβδο με ένα ελατήριο σταθεράς k και με συντελεστή απόσβεσης γ, σε ποια γωνία ελατηρίου-επιβατικής ακτίνας οι μάζες θα βρίσκονται στη μεγαλύτερη δυνατή απομάκρυνση; Μπορείτε τώρα να εξηγήσετε και γιατί το μέγιστο των παλιρροιών δεν συμβαίνει όταν η Σελήνη βρίσκεται ακριβώς στο ζενίθ της;

8. Σωμάτιο κινείται στο πεδίο βαρύτητας που προέρχεται α) από δύο υλικά σημεία, β) από κοσμική ύλη κατανεμημένη επί ενός επιπέδου που εκτείνεται στο άπειρο, γ) επί ενός ημιεπιπέδου που εκτείνεται στο άπειρο, δ) από κοσμική ύλη που είναι κατανεμημένη ομογενώς  σε ένα απεριόριστο κυκλικό κύλινδρο, ε) σε ένα απείρου μήκους ορθό πρίσμα, στ) σε έναν απείρου μήκους ορθό κώνο, ζ) σε ένα κυκλικό τόρο (σαμπρέλα). Με τη χρήση συμμετριών προσδιορίστε στη κάθε μία από τις παραπάνω περιπτώσεις ποιές συνιστώσες της ορμής και στροφορμής διατηρούνται κατά τη κίνηση του σωματίου.

9. Δύο αλληλεπιδρώντα με Νευτώνειες δυνάμεις σωμάτια κινούνται υπό την επίδραση ενός εξωτερικού δυναμικού 
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. Το εξωτερικό δυναμικό σε κυλινδροπολικές συντεταγμένες έχει τη μορφή 
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 μία σταθερά. Προσδιορίστε όλες τις διατηρήσιμες ποσότητες [Υπόδειξη: είναι 2].
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