
Πεδ�ια (10/1/2007)

1 Εισαγωγ�η στα συνεχ�η συστ�ηµατα

Στο παρ�ον κεφ�αλαιο θα επεκτε�ινουµε το Λαγκρανζιαν�ο φορµαλισµ�ο απ�ο τα µηχανικ�α συστ�ηµατα
που απαρτ�ιζονται απο διακριτ�α σωµατ�ιδια �η σ£ωµατα σε µηχανικ�α κατ� αρχ�ας, και αργ�οτερα ακ�οµη
γενικ�οτερα, συνεχ�η συστ�ηµατα, �οπως για παρ�αδειγµα µια ολ�οκληρη χορδ�η �οπου το κ�αθε στοιχει£ω-
δες τµ�ηµα αυτ�ης µπορε�ι να κινε�ιται ανεξ�αρτητα απ�ο τα �αλλα τµ�ηµατα αυτ�ης, αλληλεπιδρ£ωντας �οµως
µε αυτ�α. Μια σηµαντικ�η υπ�οθεση στην οπο�ια θα βασιστο�υµε κατ�α την αν�αλυση των συνεχ£ων συστη-
µ�ατων, σε αντ�ιθεση µε τα διακριτ�α συστ�ηµατα ε�ιναι �οτι το συνεχ�ες µ�εσο, η “κ�ινηση”1 του οπο�ιου θα
περιγρ�αφεται απ�ο κ�αποιο πεδ�ιο, θα υφ�ισταται αλληλεπιδρ�ασεις µ�ονο απ�ο τους �αµεσους γε�ιτον�ες του
και �οχι απ�ο µακρινο�υς γε�ιτονες. Η µετ�α1αση στα συνεχ�η µ�εσα θα απαιτ�ησει µια τ�ετοια θε£ωρηση, αν
θ�ελουµε να �εχουµε �εναν αρκετ�α καλ�ο παραλληλισµ�ο µεταξ�υ της λαγκρανζιαν�ης θε£ωρησης συνεχ£ων
και διακριτ£ων συστηµ�ατων.
Κατ� αντιστοιχ�ια µε τη Λαγκρανζιαν�η των διακριτ£ων συστηµ�ατων που αποτελο�υνται απ�ο �ενα δια-

κριτ�ο, �η τ�ελος π�αντων αριθµ�ησιµο, πλ�ηθος σωµατιδ�ιων θεωρο�υµε µια ν�εα Λαγκρανζιαν�η που αφορ�α
σε συνεχ�η συστ�ηµατα, δηλαδ�η πεδ�ια φυσικ£ων ποσοτ�ητων που περιγρ�αφονται αντ�ι απ�ο τη θ�εση ���������
κ�αποιου 	 -οστο�υ σωµατιδ�ιου απ�ο την τιµ�η του πεδ�ιου 
�� ����� στη θ�εση �� . Η �ακοµψη αυτ�η γραφ�η αποκτ�α
περισσ�οτερο ουσιαστικ�ο ν�οηµα στη µορφ�η 
 � �������� , �οπου τ�οτε �οµως διαφα�ινεται ο ισ�οτιµος ρ�ολος της
θ�εσης και του χρ�ονου. Τοπεδ�ιο µπορε�ι να περιγρ�αφει �ενα βαθµωτ�ο µ�εγεθος, �η�ενα διανυσµατικ�ο µ�εγε-
θος, �η �ενα τανυστικ�ο µ�εγεθος µε οσουσδ�ηποτε δε�ικτες, �η ακ�οµη και δι�αφορα φυσικ�α µεγ�εθη που αν�η-
κουν σε �ενα χ£ωρο διαφορετικ�ης δι�αστασης απ�ο τον καθηµεριν�ο µας τετραδι�αστατο χωρ�οχρονο, για
παρ�αδειγµα η κυµατοσυν�αρτηση εν�ος κ1αντοµηχανικο�υ συστ�ηµατος απαιτε�ι τη γν£ωση δ�υο ανεξ�αρ-
τητων πεδ�ιων του πραγµατικο�υ και του φανταστικο�υ µ�ερους της κυµατοσυν�αρτησης �η ισοδ�υναµα της
κυµατοσυν�αρτησης και της συζυγο�υς κυµατοσυν�αρτησης του συστ�ηµατος. Για συντοµ�ια στη γραφ�η
θα ακολουθ�ησουµε τον ακ�ολουθο συµ1ολισµ�ο
�� ��� � 
� ��� (1)

µε ������������� ��������!��#"$����%&�('
. Η θ�εση των δεικτ£ων (π�ανω �η κ�ατω) στη γραφ�η των χωροχρονικ£ων

συντεταγµ�ενων και των παραγ£ωγων δεν θα �εχει καµ�ια σηµασ�ια �οταν αναφερ�οµαστε σε συστ�ηµατα
µη σχετικιστικ�α (�οταν οι κιν�ησεις των µηχανικ£ων µερ£ων συµ1α�ινουν µε ταχ�υτητες πολ�υ µικρ�οτερες
αυτ�ης του φωτ�ος), αλλ�α θα �εχουν ιδια�ιτερη σηµασ�ια �οταν θα επεκταθο�υµε και σε σχετικιστικ�α συστ�η-
µατα. �Ετσι θα διατηρ�ησουµε µια συν�επεια ως προς τη θ�εση των δεικτ£ων (�οταν ο δε�ικτης εµφαν�ιζεται
επ�ανω στον παρονοµαστ�η, π.χ. στην παρ�αγωγο ως προς µια συντεταγµ�ενη ε�ιναι ισοδ�υναµο µε το να
γρ�αφουµε το δε�ικτη αυτ�ο κ�ατω στη συντοµογραφ�ια της παραγ£ωγου) ακ�οµη και αν αυτ�ο ε�ιναι �ασκοπο
για τα πρ£ωτα τουλ�αχιστον παραδε�ιγµατα που θα εξετ�ασουµε, £ωστε να µην χρειαστε�ι αργ�οτερα στα
σχετικιστικ�α συστ�ηµατα να δικαιολογο�υµε τη θ�εση γραφ�ης. Η Λαγκρανζιαν�η λοιπ�ον θα ε�ιναι µια συ-
ν�αρτηση της µορφ�ης (θυµηθε�ιτε τον ισ�οτιµο ρ�ολο χ£ωρου και χρ�ονου)) � ) � 
 � 
�� � ��� � �

µε 
 � 
�* (2)

�οπου το * συµ1ολ�ιζει οιονδ�ηποτε δε�ικτη προσδιορισµο�υ των συνιστωσ£ων του πεδ�ιου �η των δι�αφορων
θεωρο�υµενων πεδ�ιων : Καν�ενας δε�ικτης, βαθµωτ�ο πεδ�ιο, �ενας δε�ικτης, διανυσµατικ�ο πεδ�ιο, δ�υο �η πε-
ρισσ�οτεροι δε�ικτες τανυστικ�ο πεδ�ιο, µη διανυσµατικο�ι δε�ικτες πεδ�ια που αφορο�υν �αλλες διαστ�ασεις
απ�ο τις φυσικ�ες. Στο σηµε�ιο αυτ�ο τον�ιζουµε �οτι η θε£ωρηση της αλληλεπ�ιδρασης εξαιτ�ιας των �αµεσων
µ�ονο γειτ�ονων �εχει �ηδη εισ�ελθει στη Λαγκρανζιαν�η µε την εισαγωγ�η πρ£ωτων µ�ονο χωρικ£ων παραγ£ω-
γων των πεδ�ιων και �οχι �ολων των τ�αξεων των παραγ£ωγων που θα απαιτο�υσε µια αλληλεπ�ιδραση εξ

1Τα εισαγωγικ�α �εχουν τοποθετηθε�ι για να µας θυµ�ιζουν �οτι εκτ�ος των µηχανικ£ων συνεχ£ων συστηµ�ατων η αν�αλυσ�η µας
θα ε�ιναι σε θ�εση να περιγρ�αψει και �αλλα φυσικ�α συστ�ηµατα τα οπο�ια µετα1�αλλονται µε το χρ�ονο χωρ�ις κατ� αν�αγκη να
συµ1α�ινει κ�αποια κ�ινηση σωµ�ατων.
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αποστ�ασεων µεταξ�υ των πεδ�ιων. Σκεφθε�ιτε για παρ�αδειγµα π£ως θα αναλ�υονταν �ενας �ορος αλληλε-
π�ιδρασης στη Λαγκρανζιαν�η της µορφ�ης
 � �������� 
 � ��,+ �- �����/. (3)

Επιπλ�εον, �ενας τ�ετοιος �ορος θα ε�ιχε πρ�ο1ληµα αφο�υ θα απαιτο�υσε µετ�αδοση πληροφορ�ιας µε �απειρη
ταχ�υτητα και η δι�ορθωση αυτο�υ £ωστε η πληροφορ�ια να µεταδ�ιδεται το πολ�υ µε την ταχ�υτητα του φω-
τ�ος θα επ�ε1αλλε τ�οτε και την εισαγωγ�η �απειρων χρονικ£ων παραγ£ωγων επ�ισης.
Η δρ�αση που αντιστοιχε�ι σε µια τ�ετοια Λαγκρανζιαν�η θα ε�ιναι κατ� αντιστοιχ�ια µε τα διακριτ�α συ-

στ�ηµατα, �οπου τ£ωρα ο χ£ωρος πα�ιζει ακρι1£ως ισοδ�υναµο ρ�ολο µε το χρ�ονο των διακριτ£ων συστηµ�ατων,0 ��1324�524�627"�28' ) � 
 � 
�� � ��� � �9��132;:,< =�> ) � 
 � 
�� � ��� � �9. (4)

Η αρχ�η του Χ�αµιλτον απαιτε�ι η δρ�αση αυτ�η να αποτελε�ι ακρ�οτατο ως προς τις τιµ�ες των πεδ�ιων, µε
δεδοµ�ενη την τιµ�η των πεδ�ιων στα �ορια της ολοκλ�ηρωσης
 ��� � �����?"$�@'7���BA$���?"$�@'
 ������� � �?"$�@'7���BA$���?"$�@'.C.C. κ.λ.π. (5)

Για να ε�ιµαστε πιο ακρι1ε�ις τα �ορια της ολοκλ�ηρωσης µπορε�ι να µην ε�ιναι δυνατ�ο να περιγραφο�υν µε
την παραπ�ανω απλοποιηµ�ενη µορφ�η. Για παρ�αδειγµα, υποθ�εστε �οτι το χωρικ�ο µ�ερος του θεωρο�υµε-
νου τετραδι�αστατου χ£ωρου ε�ιναι σφαιρικ�ο και �οχι κυ1ικ�ο. Το πιο σωστ�ο ε�ιναι να θεωρ�ησει κανε�ις �εναν
συµπαγ�η πεπερασµ�ενο τετραδι�αστατο χωροχρονικ�ο �ογκο και το τρισδι�αστατο σ�υνορο αυτο�υ ως την
περιοχ�η �οπου τα πεδ�ια �εχουν δοσµ�ενη τιµ�η κατ�α την αναζ�ητηση στασ�ιµου της δρ�ασης. Το γεγον�ος �οτι
και ο χρ�ονος ε�ιναι µεταξ�υ των διαστ�ασεων του τετραδι�αστατου χ£ωρου κ�ανει τα πρ�αγµατα κ�απως πιο
δ�υσκολα στο να σχεδι�ασει κανε�ις τον χ£ωρο αυτ�ο και να φανταστε�ι το σ�υνορ�ο του αλλ�α απ�ο µαθηµα-
τικ�ης �αποψης δεν διαφ�ερει ουσιαστικ�α απ�ο οτιδ�ηποτε υπολογ�ιζουµε στον καθηµεριν�ο τρισδι�αστατο
χ£ωρο που µας περι1�αλλει.
Θεωρο�υµε, ως συν�ηθως, µετα1ολ�ες στα πεδ�ια 
EDF
 +,G�H , µε G κ�αποια µικρ�η ρυθµιζ�οµενη σταθερ�α,

τ�ετοιες £ωστε να µην αλλ�αζει η τιµ�η των πεδ�ιων στο σ�υνοροH�� στο σ�υνορο του θεωρο�υµενου χωροχρονικο�υ χ£ωρου �/�JI (6)

και αναζητο�υµε πεδ�ια τ�ετοια £ωστε η µετα1ολ�η της δρ�ασης0LK 
 +MG�H8N�O 0LK 
 NP� 1 2;:Q< =�> K ) � 
 +MG�H$� 
�� � +MG�H � � ��� � �RO ) � 
 � 
�� � ��� � �SN� G$132;:Q< =�> TUH � )� 
 +VH � � � )� 
�� ��W
(7)

να ε�ιναι µηδενικ�η. �Οµως, (προσοχ�η ακολο�υθως στις µερικ�ες-πλ�ηρεις παραγωγ�ισεις αν και H � � �� HYX � � � ��27HYXZ24� � αφο�υ τα πεδ�ια 
 , �η οι υποτιθ�εµενες µετα1ολ�ες αυτ£ων H , ε�ιναι συναρτ�ησεις της χω-
ρικ�ης και χρονικ�ης θ�εσης οι οπο�ιες µε τη σειρ�α τους ε�ιναι ανεξ�αρτητες η µ�ια απ�ο την �αλλη)224� �\[ H � )� 
�� �^] �H � � � )� 
�� � +VH 224���\[ � )� 
�� � ] (8)

οπ�οτε 0LK 
 +MG�H8N�O 0LK 
 NP� G$132;:Q< =�>_H`T � )� 
 O 224���\[ � )� 
�� � ] W+ G 1 2;:Q< =�> 224� �\[ H � )� 
�� ��] (9)
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Το τελευτα�ιο ολοκλ�ηρωµα µετατρ�επεται µε χρ�ηση του θεωρ�ηµατος του Gauss απ�ο χωρικ�ο σε επιφα-
νειακ�ο 1ba�c�d eUf42 0 � H � )� 
�� � � (10)

�οπου µε
� : < =�> �εχουµε συµ1ολ�ισει το σ�υνορο του θεωρο�υµενου τετραδι�αστατου χωρ�ιου. �Οµως, η τιµ�η

του H ε�ιναι µηδ�εν σε �ολο το σ�υνορο (Στο σηµε�ιο αυτ�ο, �οπως και µε τα διακριτ�α συστ�ηµατα, διαφα�ινε-
ται η επιπλ�εον απα�ιτηση καθορισµο�υ των πεδ�ιων στο σ�υνορο). �Ετσι, η απα�ιτηση για ακρ�οτατο της
δρ�ασης οδηγε�ι στην ακ�ολουθη εξ�ισωση για το πεδ�ιο� )� 
 O 224���\[ � )� 
�� � ] �gI (11)

και αν το πεδ�ιο �εχει πολλ�ες συνιστ£ωσες στην παραπ�ανω εξ�ισωση θα υπακο�υει κ�αθε συνιστ£ωσα του
πεδ�ιου. Αυτ�η ε�ιναι η αντ�ιστοιχη εξ�ισωση Euler - Lagrange που υπαγορε�υει τον τρ�οπο που θα πρ�επει
να µετα1�αλλονται χωρικ�α και χρονικ�α τα πεδ�ια και ε�ιναι σε πλ�ηρη αντιστοιχ�ια µε την εξ�ισωση Euler
- Lagrange για τα διακριτ�α σωµατ�ιδια (βλ. εδ�αφιο 2.1) αν σκεφτε�ι κανε�ις �οτι στα διακριτ�α συστ�ηµατα
ε�ιχαµε µ�ονο µια δυναµικ�η µετα1λητ�η, το χρ�ονο, αντ�ι τεσσ�αρων στα συνεχ�η συστ�ηµατα. Η βασικ�η δια-
φορ�α απ�ο τα διακριτ�α συστ�ηµατα ε�ιναι �οτι τ£ωρα η εξ�ισωση “κ�ινησης” των πεδ�ιων ε�ιναι µια εξ�ισωση
µε µερικ�ες παραγ£ωγους, µαζ�ι µε �ολες τις δυσκολ�ιες και προ1λ�ηµατα στην επ�ιλυση αυτ£ων, που συνε-
π�αγονται οι διαφορικ�ες εξισ£ωσεις µε µερικ�ες παραγ£ωγους.

2 Θε£ωρηµα Noether για συνεχ�η συστ�ηµατα

Ας αναζητ�ησουµε τ£ωρα συµµετρ�ιες και αντ�ιστοιχες διατηρο�υµενες ποσ�οτητες των συνεχ£ων συστη-
µ�ατων, �οπως κ�αναµε και µε τα διακριτ�α συστ�ηµατα. Η πιο γενικ�η πεδιο-χωροχρονικ�η συνεχ�ης συµ-
µετρ�ια του υπ�ο µελ�ετη φυσικο�υ συστ�ηµατος (κατ� αντιστοιχ�ια των χωρο-χρονικ£ων συµµετρι£ων για τα
σωµατ�ιδια) ε�ιναι η ακ�ολουθη 
hDF
�i ��� i �/� 
 ���^�B+MG�j����^�� � D � i � �k� � +MG�l � ���^� (12)

�οπου το � µ�ονο του συµ1ολ�ιζει �ολες τις χωροχρονικ�ες συντεταγµ�ενες. Στην περ�ιπτωση που τα πεδ�ια
ε�ιναι περισσ�οτερα του εν�ος �η �εχουµε περισσ�οτερες της µ�ιας συνιστ£ωσας αυτο�υ τα θεωρο�υµενα j����^�
ε�ιναι και αυτ�α �αλλα τ�οσα �οσα ε�ιναι και τα διαφορετικ�α 
 . Στο σηµε�ιο αυτ�ο αξ�ιζει να τον�ισουµε �οτι
οι υποτιθ�εµενοι µετασχηµατισµο�ι των πεδ�ιων στη µορφ�η που ε�ιναι γραµµ�ενοι ε�ιναι κ�απως αφ�υσικοι2

αφο�υ συν�ηθως εµε�ις θ�ελουµε να ελ�εγξουµε ποιες µετα1ολ�ες των πεδ�ιων σε �ενα παγιωµ�ενο χωροχρο-
νικ�ο υπ�ο1αθρο αποτελο�υν συµµετρ�ια της δρ�ασης. Προκειµ�ενου, �οµως, να διατηρ�ησουµε την αντιστοι-
χ�ια µε τα διακριτ�α συστ�ηµατα �οσο πιο καθαρ�η γ�ινεται, �οπου στο εδ�αφιο 5.4XXX περ�ι γενικο�υ θεωρ�η-
µατος της Noether θεωρ�ησαµε τις καινο�υργιες συντεταγµ�ενες m � συναρτ�ησεις του µετασχηµατισµ�ενου
ν�εου χρ�ονου n , ως µετασχηµατισµο�υς των πεδ�ιων θα θεωρ�ησουµε αυτο�υς που γρ�αψαµε παραπ�ανω.
Εξ�αλλου ο πιο φυσικ�α θεωρο�υµενος µετασχηµατισµ�ος των πεδ�ιων 
 i ���^�oO 
 ���^� συνδ�εεται �αµεσα µε
το µετασxηµατισµ�ο τον οπο�ιο �εχουµε �ηδη θεωρ�ησει :
�i ��� � �RO 
 ��� � �/� 
�i ��� i � OpG�l � ��O 
 ��� � �9� [ 
�i ��� i � ��OpG � 
 i� ��q l q +srE�_G ! � ] O 
 ���^�/�G [ j���� � �RO � 
 i� ��q l q ] +srE�_G ! �9. (13)

Στις παραπ�ανω εκφρ�ασεις επειδ�η οι παρ�αγωγο�ι της 
 i εµφαν�ιζονται στους �ορους τ�αξης G µπορο�υν να
θεωρηθο�υν ε�ιτε συναρτ�ησεις των � ε�ιτε των � i αφο�υ η διαφοροπο�ιηση µεταξ�υ αυτ£ων ε�ιναι µε τη σειρ�α
της τ�αξης G .

2Ευχαριστο�υµε τον κ. Χατζηιω�αννου για την υπ�οδειξη αυτ�η.
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Στη συν�εχεια θα δε�ιξουµε �οτι κ�αποιες ποσ�οτητες διατηρο�υνται �οταν οι παραπ�ανω µετασχηµατι-
σµο�ι των πεδ�ιων και των συντεταγµ�ενων αποτελο�υν συµµετρ�ια της δρ�ασης. �Εστω, λοιπ�ον,0 it O 0 �#rE�_G ! �9u1 2;: i < =�> ) � 
�i � 
�i � ��v ��� i �RO 1 2;:Q< =�> ) � 
 � 
�� � ���^�/�gG9wxI&+srE�_G ! � (14)

Λ�ογω θεωρο�υµενης µετα1ολ�ης των συντεταγµ�ενων (αντ�ιστοιχα µε τη µετα1ολ�η της µετα1λητ�ης του
χρ�ονου στα διακριτ�α συστ�ηµατα) το χωρ�ιο για το οπο�ιο ορ�ιζεται η δρ�αση µετα1�αλλεται και αυτ�ο, προς
το�υτο και 2;: i < =�> . Ας εκτελ�εσουµε µερικο�υς πρ�οχειρους υπολογισµο�υς τ£ωρα. Κατ� αρχ�ας λ�ογω των
χωροχρονικ£ων µετασχηµατισµ£ων ο συνολικ�ος �ογκος ολοκλ�ηρωσης �εχει αλλ�αξει. Μπορο�υµε �οµως και
π�αλι να εκτελ�εσουµε την ολοκλ�ηρωση στις αρχικ�ες συντεταγµ�ενες εισ�αγοντας επιπλ�εον την Ιακω1ιαν�η
ορ�ιζουσα του µετασχηµατισµο�υ (βλ. και εδ�αφιο 10.2ΧΧΧ)1y2;: i < =�>b.C.C.8��132;:Q< =�>ZzY{�|}� � � i � X � � q �^.C.C. (15)

�Οµως, ~ � q � � � i �� ��q �g� �q +MG � l �� ��q u�zY{�|}� ~ � q �/�(��+MG�l �� � +srE�_G ! � (16)

ΧΧΧ(Για να δε�ιξετε την παραπ�ανω ισ�οτητα δε�ιξτε �οτι αναπτ�υσσοντας την παραπ�ανω ορ�ιζουσα ως
προς οποιαδ�ηποτε γραµµ�η �η στ�ηλη µ�ονο το διαγ£ωνιο στοιχε�ιο ενδ�εχεται να δ£ωσει �ορο τ�αξης G . �Ολα
τα �αλλα θα δ£ωσουν �ορους τ�αξης τουλ�αχιστον G�! .) Επ�ισης,
�i � ��v � � 
 i� � i � � � 
 i� � q � � q� � i � � [ � 
� � q +MG � j� � q ] [ � q� OVG � l q� � � ]
�� � +MG��Uj � � O 
�� q l q� �5� �/. (17)

Συγκεντρ£ωνοντας �ολα τα παραπ�ανω στοιχε�ια θα �εχουµε0 it O 0 ��132;:Q< =�> T�����+�G�l^�� � � [ ) +MG � )� 
 j�+ � )� 
�� � �Uj � � O 
�� q l q� � �B+ � )� ��� l � ] O ) W +srE�_G ! �/. (18)

Συµµετρ�ια λοιπ�ον θα �εχουµε αν1 2;:,< =�> T l^�� � ) + � )� 
 j�+ � )� 
�� � �Uj � � O 
�� q l q� � �B+ � )� � � l � W �gI�. (19)

Αν επικαλεστο�υµε και τις εξισ£ωσεις κ�ινησης του πεδ�ιου1 2;:,< =�> T l^�� � ) + 224����[ � )� 
�� � ] j�+ � )� 
�� � �Uj � � O 
�� q l q� � �B+ � )� ��� l � W �gI (20)

Και µια τελευτα�ια τροποπο�ιηση στη γραφ�η του τελευτα�ιου �ορου� )� ��� � 2 )24��� O � )� 
 � 
� ��� O � )� 
�� q � 
�� q� ���� 2 )24��� O 224��q�[ � )� 
�� q ] � 
� ��� O � )� 
�� q � 
�� q� ��� . (21)

Τ£ωρα ε�ιµαστε �ετοιµοι να συµαζ�εψουµε τους �ορους σε πιο συµπαγ�η µορφ�η :I��g132;:,< =�> T 224���\[ � )� 
�� � j ] + 224��q � ) l q �RO 224��q�[ � )� 
�� q 
�� � l � ] W� 1 2;:Q< =�> T 224� q�[ � )� 
�� q j ] + 224� q�[ ) l q O � )� 
�� q 
�� � l � ] W (22)
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Αν ορ�ισουµε τ£ωρα τον π�ινακα n q� � � )� 
�� q 
�� � O ) � q� (23)

£ωστε να γρ�αψουµε σε µια κ�απως πιο συµπαγ�η µορφ�η το προηγο�υµενο αποτ�ελεσµα τ�οτε η συµµετρ�ια
που υποθ�εσαµε εξ αρχ�ης οδηγε�ι σεI�� 1 2;:Q< =�> 224��q T � )� 
�� q j�O n q� l � W � 1 a�c d eUf 2 0 q T � )� 
�� q j�O n q� l � W . (24)

Για τη γραφ�η του τελευτα�ιου ολοκληρ£ωµατος επικαλεστ�ηκαµε το θε£ωρηµα του Gauss, εν£ω η ολοκλ�η-
ρωση γ�ινεται π�ανω στην υπερεπιφ�ανεια (3 διαστ�ασεων) που αποτελε�ι σ�υνορο του τετραδι�αστατου χω-
ρ�ιου.

3 Συµµετρ�ιες - ∆ιατηρ�ησεις

1. Ας εξετ�ασουµε σε τι ε�ιδους διατηρ�ησεις οδηγο�υν οι καθαρ�ες συµµετρ�ιες σε χωροχρονικ�ες µετα-
θ�εσεις jM�JIb�?l � �οπου l � τυχα�ιοι σταθερο�ι αριθµο�ι.I��g132;:,< =�>Ul q 224��q n q� (25)

Αφο�υ οι αριθµο�ι l q ε�ιναι σταθερο�ι αριθµο�ι και το χωρ�ιο της ολοκλ�ηρωσης ε�ιναι αυθα�ιρετοn q�x� q �JIb��A^��� (26)

δηλαδ�η, n ��x� � + n ��x� � �JI�u224� n �� + 224� � n �� �JI�uI�� 224� 132 % � n �� +�132 % � �� w �n$�� 224� 1 2 % � n �� + 1 a�c d �Uf 2 �0 w �n$� (27)

Στις παραπ�ανω σχ�εσεις �εχουµε χρησιµοποι�ησει δε�ικτες απ�ο το λατινικ�ο αλφ�α1ητο για να υποδη-
λ£ωσουµε καθαρ�α χωρικ�ες συντεταγµ�ενες εν αντιθ�εση µε τους ελληνικο�υς δε�ικτες που χρησιµο-
ποι�ηθηκαν για να δηλ£ωσουν ε�ιτε χρονικ�ες ε�ιτε χωρικ�ες συντεταγµ�ενες. Επ�ισης χρησιµοπο�ησαµε
διανυσµατικ�ο συµ1ολισµ�ο για να συµπτ�υξουµε τις τρεις συνιστ£ωσες του π�ινακα n �� για κ�αθε µ�ια
τιµ�η του δε�ικτη � . Παρακ�ατω θα δε�ιξουµε πρ�αγµατι �οτι οι τρι�αδες των συνιστωσ£ων αυτ£ων του
π�ινακα n �q συµπεριφ�ερονται πρ�αγµατι ως ευκλε�ιδεια διαν�υσµατα σε µετασχηµατισµο�υς στρο-
φ�ης.

Αντιπαρα1�αλλοντας την παραπ�ανω σχ�εση µε την εξ�ισωση συν�εχειας της �υλης για �ενα δοσµ�ενο
χωρ�ιο του τρισδι�αστατου χ£ωρου224� 1Yc�d �Uf42 % �6��+�1Ya�c^d �Uf72 �0 w �� ���JI (28)

µπορο�υµε να αποδ£ωσουµε το ακ�ολουθο φυσικ�ο ν�οηµα στις δι�αφορες συνιστ£ωσες του π�ινακα n q� :n �� ε�ιναι η πυκν�οτητα κ�αποιας φυσικ�ης ποσ�οτητας εν£ως �n$� ε�ιναι η πυκν�οτητα ρε�υµατος µεταφο-
ρ�ας αυτ�ης της ποσ�οτητας. Πιο συγκεκριµ�ενα, �οπως θα φανε�ι καθαρ�α µε συγκεκριµ�ενα φυσικ�α
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παραδε�ιγµατα που θα ακολουθ�ησουν n �� ε�ιναι η πυκν�οτητα εν�εργειας που περι�εχεται στο πεδ�ιο,�n � ε�ιναι η πυκν�οτητα ρε�υµατος µεταφορ�ας εν�εργειας, O n �� ε�ιναι η πυκν�οτητα της 	 O συνιστ£ωσας
της ορµ�ης, και O �n � ε�ιναι η πυκν�οτητα ρε�υµατος µεταφορ�ας της 	 O συνιστ£ωσας της ορµ�ης. Υπ�ο
την �εννοια αυτ�η, οι φυσικ�ες ποσ�οτητες των οπο�ιων οι πυκν�οτητες εκφρ�αζονται απ�ο τις συνι-
στ£ωσα n �� διατηρο�υνται, και σ�υµφωνα µε την ορολογ�ια που χρησιµοποιο�υµε η συµµετρ�ια της
δρ�ασης σε µεταθ�εσεις χωρο-χρονικ�ες οδηγε�ι σε τ�εσσερα αντ�ιστοιχα διατηρο�υµενα ρε�υµατα.

Τ£ωρα που ξ�ερουµε τι διατηρε�ιται εξαιτ�ιας της συµµετρ�ιας σε µεταθ�εσεις των συντεταγµ�ενων, ας
υπολογ�ισουµε την απ�οκλιση του n q� , n q�x� q , για �ενα οποιοδ�ηποτε φυσικ�ο πεδ�ιο.n q�x� q � 224��q T � )� 
�� q 
�� � O ) � q� W� 224��q�[ � )� 
�� q ] 
�� � + � )� 
�� q 
�� �x� q O 2 )24���� � )� 
 
�� � + � )� 
�� q 
�� �x� q O � )� 
 
�� � O � )� 
�� q 
�� �x� q O � )� ����(O � )� ��� . (29)

Με �αλλα λ�ογια, �οπως �ισως το περιµ�εναµε, καταλ�ηξαµε �οτι τα παραπ�ανω διατηρο�υµενα ρε�υµατα
ε�ιναι διατηρο�υµενα µ�ονο εφ�οσον η λαγκρανζιαν�η πυκν�οτητα του πεδ�ιου δεν �εχει �αµεση εξ�αρ-
τηση απ�ο τις χωροχρονικ�ες συντεταγµ�ενες, γεγον�ος που αναµ�ενεται φυσικ�α τουλ�αχιστον για τα
ελε�υθερα πεδ�ια αφο�υ διαφορετικ�α κ�ατι τ�ετοιο θα σ�ηµαινε δι�ακριση των διαφ�ορων θ�εσεων του
χ£ωρου και του χρ�ονου. Εποµ�ενως, τα διατηρο�υµενα ρε�υµατα �εχουν γενικ�η εφαρµογ�η στα φυ-
σικ�α πεδ�ια.

2. Στη συν�εχεια θα µελετ�ησουµε ακ�οµη µια δυνατ�η συµµετρ�ια των συνεχ£ων συστηµ�ατων. �Εστω
�οτι �ενα σ�υστηµα παρουσι�αζει συµµετρ�ια σε στροφ�ες των χωρικ£ων συντεταγµ�ενων. Βασικ�η προ-
¶π�οθεση για να υπ�αρχει µια τ�ετοια συµµετρ�ια ε�ιναι ο χ£ωρος του πεδ�ιου να ε�ιναι τουλ�αχιστον
δισδι�αστατος. Εποµ�ενως µια τ�ετοια συµµετρ�ια δεν �εχει εφαρµογ�η στη µελ�ετη των εγκ�αρσιων
διαταραχ£ων µιας χορδ�ης ακ�οµη και αν αυτ�ες δεν συµ1α�ινουν αποκλειστικ�α σε �ενα επ�ιπεδο, �εχει
�οµως στη µελ�ετη των διαταραχ£ων της µεµ1ρ�ανης εν�ος τυµπ�ανου. �Εστω λοιπ�ον η συµµετρ�ιαjV�gI���l � �gI���l � �JG �������� � � �

(30)

�οπου το G � ��� ε�ιναι ο κλασικ�ος πλ�ηρως αντισυµµετρικ�ος τανυστ�ης τρ�ιτης τ�αξης που λαµ1�ανει τις
τιµ�ες +Q����O��x� αναλ�ογως αν οι δε�ικτες 	 �;� , ανεξαρτ�ητως της θ�εσης τους π�ανω-κ�ατω, αποτελο�υν
�αρτια (περιττ�η) µετ�αθεση των αριθµ£ων 123 και 0 αλλι£ως, εν£ω το

�� ε�ιναι �ενα αυθα�ιρετο µοναδια�ιο
δι�ανυσµα που καθορ�ιζει τη διε�υθυνση γ�υρω απ�ο την οπο�ια εκτελε�ιται η στροφ�η των συντεταγ-
µ�ενων. Σ�υµφωνα µε τη σχ�εση (24) αυτ�η η συµµετρ�ια θα συνεπ�αγεται224��q6� n q� G �������� � � �C� �JI�. (31)

∆ηλαδ�η, G �������� � [ 224� � n �� �S� � + 224��  � n  � � � � ] �gI (32)

Αν ολοκληρ£ωσουµε την παραπ�ανω σχ�εση σε κ�αποιο χωρ�ιο του τρισδι�αστατου χ£ωρου θα �εχουµεG �������� � [ 224� 132 % �R� n �� � � �B+�132 % � 224��  � n  � � � � ] � I�uG �������� � [ 224� 1 2 % �R� n �� � � �B+ 1 a�c d �Uf 2 0   � n  � � � � ] � I�.
(33)
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Αν επιπλ�εον επεκτε�ινουµε το χωρικ�ο χωρ�ιο σε τ�οσο µεγ�αλη �εκταση £ωστε να συµπεριλ�α1ει ολ�ο-
κληρη την �εκταση που �εχει το πεδ�ιο (π�εραν αυτ�ης το πεδ�ιο θεωρε�ιται �οτι δεν �εχει προλ�α1ει να
διαδοθε�ι) το επιφανειακ�ο ολοκλ�ηρωµα ε�ιναι µηδενικ�ο και εποµ�ενως η ποσ�οτηταG �������� � 1 2 % �R� n �� � � � (34)

θα διατηρε�ιται3. Αν κατασκευ�ασουµε το δι�ανυσµα¡ � � G ����� 1 2 % � n �� � � (35)

καταλ�ηγουµε στο �οτι η ποσ�οτητα
��¢w �¡ θα διατηρε�ιται. Εποµ�ενως, διατηρε�ιται η συνιστ£ωσα του�¡ η οπο�ια ε�ιναι παρ�αλληλη στην κατε�υθυνση �� . Ε�αν, επιπλ�εον, η υποτιθ�εµενη συµµετρ�ια ε�ιναι

συµµετρ�ια για κ�αθε κατε�υθυνση
�� τ�οτε διατηρε�ιται το δι�ανυσµα �¡ . Απ�ο τη µορφ�η που �εχει εκ

κατασκευ�ης το �¡ , µπορο�υµε να δ£ωσουµε σε αυτ�ο τον τ�ιτλο της στροφορµ�ης του πεδ�ιου, αφο�υ
το O n �� δεν ε�ιναι �αλλο απ�ο την πυκν�οτητα ορµ�ης του πεδ�ιου. Ας εξετ�ασουµε τ£ωρα, �οπως και
µε την περ�ιπτωση του �ιδιου του n q� , κατ�α π�οσο η παραπ�ανω διατ�ηρηση ισχ�υει ανεξαρτ�ητως της
υποτιθ�εµενης συµµετρ�ιας, δεδοµ�ενης της διατ�ηρησης του n q� :G ����� [ 224� � n �� �S� � + 224�   � n  � � � � ] �JG ����� T [ 224� n �� + 224�   n  � ] � � + n  � � �  W �gG ����� n �� . (36)

Εδ£ω εµφαν�ιζεται κ�ατι καινο�υργιο που µ�αλλον δεν το περιµ�εναµε. Συγκεκριµ�ενα, η µοναδικ�η
απα�ιτηση για να διατηρε�ιται η στροφορµ�η του πεδ�ιου ε�ιναι η συµµετρικ�οτητα του n �� , δηλαδ�ηn �� � n �� . (37)

Προηγουµ�ενως ε�ιχαµε καταλ�ηξει στη διατ�ηρηση της στροφορµ�ης µ�εσω του θεωρ�ηµατος τηςNoether
απ�ο την απα�ιτηση να ε�ιναι η δρ�αση συµµετρικ�η σε στροφ�ες των χωρικ£ων συντεταγµ�ενων. Ε�ι-
ναι τα δ�υο συµπερ�ασµατα ισοδ�υναµα ; �Οχι ακρι1£ως. Αν πρ�αγµατι η Λαγκρανζιαν�η �εχει µορφ�η
που µ�ενει αναλλο�ιωτη σε στροφ�ες των χωρικ£ωναξ�ονων, π.χ. οι χωρικ�ες µετα1ολ�ες εµφαν�ιζονται
µ�ονο σε �ορους της µορφ�ης � �� 
 �^wx� �� 
 � , τ�οτε το χωρικ�ο κοµµ�ατι του π�ινακα n �� ε�ιναι συµµετρικ�ο
και εποµ�ενως διατηρε�ιται η στροφορµ�η. Αν �οµως η Λαγκρανζιαν�η δεν �εχει αυτ�η τη συµµετρ�ια,
τ�οτε ε�ιναι σ�ιγουρο �οτι δεν διατηρε�ιται η στροφορµ�η ; Απ� �οτι φα�ινεται θα µπορο�υσαµε να την
κ�ανουµε να διατηρε�ιται αν µπορο�υσαµε να µετατρ�εψουµε τον π�ινακα n �� σε συµµετρικ�ο. Μα
µπορο�υµε να επ�εµ1ουµε στην κατασκευ�η του π�ινακα και να τον αλλοι£ωσουµε ; Ναι, γιατ�ι η βα-
σικ�η ιδι�οτητα του n q� που µας �εδωσε τη δυνατ�οτητα να του αποδ£ωσουµε φυσικ�ο περιεχ�οµενο
ε�ιναι η διατ�ηρηση n q�x� q �gI . Αν µπορο�υσαµε να τον αλλ�αξουµε κατ�αλληλα και να τον καταστ�η-
σουµε συµµετρικ�ο, δ�ιχως να πειρ�αξουµε την ιδι�οτητ�α του αυτ�η θα κατφ�ερναµε να διατηρ�ησουµε
και τη στροφορµ�η του πεδ�ιου.

�Εστω, λοιπ�ον, κ�αποιες ποσ�οτητες £ q� οι οπο�ιες προστιθ�εµενες καταλλ�ηλως στον n q� τον µετα-
τρ�επουν σε συµµετρικ�ο : n <�¤}> q� � n q� + £ q� (38)

�οπου ο νεοεισαχθε�ις συµµετροποιητικ�ος �ορος £ q� �εχει κατασκευαστε�ι �ετσι £ωστε n <�¤}> q� � n <�¤}> �q
και �εχει επιπλ�εον την ιδι�οτητα £ q�x� q �gI (39)

3Αν ε�ιχαµε επεκτε�ινει αν�αλογα το χωρικ�ο χωρ�ιο και στην περ�ιπτωση της διατ�ηρησης ¥R¦§©¨ ¦�ª�« , θα ε�ιχαµε καταλ�ηξει
στη διατ�ηρηση της εν�εργειας και της ορµ�ης που περικλε�ιεται στο πεδ�ιο εντ�ος του χωρ�ιου αυτο�υ.
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�ετσι £ωστε η διατ�ηρηση του n q� να συνεπ�αγεται αυτ�οµατα και τη διατ�ηρηση του συµµετρικο�υn <�¤}> q� . Μια �εξυπνη τ�ετοια επιλογ�η για το £ q� θα �ηταν£ q� � 0 q?¬� � ¬ (40)

µε επιπλ�εον ιδι�οτητα 0 q?¬� �(O 0 ¬@�q (41)

αφο�υ τ�οτε £ q�x� q � 0 q?¬� � ¬C� q �JI (42)

εξαιτ�ιας της συµµετρικ�οτητας της µετ�αθεσης των µερικ£ων παραγ£ωγων ως προς � ¬ και � q και της
αντισυµµετρικ�οτητας, εκ κατασκευ�ης, του

0 q?¬� στους δε�ικτες  και ® . Με την πρ�οσθεση λοιπ�ον
του ν�εου �ορου καταφ�εραµε και τη διατ�ηρηση του n q� να κρατ�ησουµε και τη συµµετρικ�οτητ�α του
να εξασφαλ�ισουµε £ωστε να επιτ�υχουµε τη διατ�ηρηση της στροφορµ�ης.

Το µ�ονο που µ�ενει ε�ιναι να ελ�εγξουµε κατ�α π�οσο ε�ιναι εφικτ�ο να βρο�υµε κ�αποιο
0 �©¬q � ¬ τ�ετοιο

£ωστε να µπορε�ι να συµµετροποιηθε�ι οποιοδ�ηποτε ασ�υµµετρο εκ κατασκευ�ης n �q . Το ζητο�υµενο
αντικε�ιµενο θα πρ�επει να σχετ�ιζεται µε το ασ�υµµετρο κοµµ�ατι του n �q ως ακολο�υθως :0 q?¬� � ¬ � n <�¤}> q� O n q� �¯O �° � n q� O n �q �/. (43)

Για κ�αθε επιλογ�η των δεικτ£ων  �?� το δεξι�ο µ�ελος της παραπ�ανω σχ�εσης ε�ιναι κ�αποια συν�αρ-
τηση της χωροχρονικ�ης θ�εσης. Εποµ�ενως ζητε�ιται �ενα αντικε�ιµενο µε 4 συνιστ£ωσες (δε�ικτης ® )
τ�ετοιο £ωστε η χωροχρονικ�η του απ�οκλιση να ισο�υται µε τη δεδοµ�ενη συν�αρτηση. Αυτ�ο ε�ιναι π�α-
ντα εφικτ�ο µαθηµατικ�α (θυµηθε�ιται �οτι δεδοµ�ενης της οποιασδ�ηποτε πυκν�οτητας φορτ�ιου µπο-
ρο�υµε να βρο�υµε την �ενταση του ηλεκτρικο�υ πεδ�ιου παντο�υ η οπο�ια συνδ�εεται µε την πυκν�οτητα
φορτ�ιου µ�εσω µιας χωρικ�ης στην περ�ιπτωση αυτ�η απ�οκλιση). Γνωρ�ιζοντας λοιπ�ον για κ�αθε τιµ�η
των δεικτ£ων ���  το αντικε�ιµενο 0 q?¬q µπορο�υµε µ�εσω αυτο�υ να συµµετροποι�ησουµε τον π�ινακα
εν�εργειας - ορµ�ης. Αν το

0 q?¬� ληφθε�ι αυθα�ιρετα τ�οτε αυτ�ο αλλ�αζει τις συνιστ£ωσες του n q� δ�ιχως
να τον καταστ�ησει συµµετρικ�ο. Η επιπλ�εον τ£ωρα απα�ιτηση το συµµετροποιητικ�ο αντικε�ιµενο
να ε�ιναι και αντισυµµετρικ�ο στους δ�υο επ�ανω δε�ικτες £ωστε ο καινο�υργιος n q� να µπορε�ι να θεω-
ρηθε�ι π�ινακας εν�εργειας - ορµ�ης (διατηρο�υµενα ρε�υµατα) δεν ικανοποιε�ιται αυτ�οµατα αφο�υ η
µοναδικ�η λ�υση της εξ�ισωσης 0 q?¬� ���^� � ¬ � ~ q� ���^� (44)

δεν �εχει καν�ενα λ�ογο να ε�ιναι και αντισυµµετρικ�η στους δε�ικτες Y® . Συµ1α�ινει �οµως σε �ολα τα
γνωστ�α φυσικ�α πεδ�ια η λ�υση αυτ�η να οδηγε�ι σε αντισυµµετρικ�ο

0 q?¬� ���^� (βλ. παρακ�ατω στα ηλε-
κτροµαγνητικ�α πεδ�ια). Στην πραγµατικ�οτητα π�ισω απ�ο αυτ�η την απρ�οσµενη αντισυµµετρικ�ο-
τητα των συµµετροποιητικ£ων �ορων κρ�υ1εται η συµµετρ�ια σε στροφ�ες των συντεταγµ�ενων �οταν
προστεθε�ι ο κατ�αλληλος συµµετροποιητικ�ος �ορος (βλ. ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο) πρ�αγµα το οπο�ιο
ε�ιναι ισοδ�υναµο µε την απαιτο�υµενη αντισυµµετρ�ια του

0
.

3. Τ�ελος θα εξετ�ασουµε την περ�ιπτωση µιας διαφορετικ�ης συµµετρ�ιας. Αυτ�ης που προκ�υπτει απ�ο
µετασχηµατισµο�υς των πεδ�ιων αυτ£ων καθ� αυτ£ων. �Ενας τ�ετοιος µετασχηµατισµ�ος µπορε�ι να
προκ�υψει ε�ιτε αν η Λαγκρανζιαν�η δεν περι�εχει �ορους που εξαρτ£ωνται απ�ο το πεδ�ιο (παρ�α µ�ονο
απ�ο παραγ£ωγους αυτο�υ) οπ�οτε η πρ�οσθεση εν�ος σταθερο�υ πεδ�ιου j±� σταθερ�α οδηγε�ι στην
�ιδια Λαγκρανζιαν�η, ε�ιτε αν η Λαγκρανζιαν�η αποτελε�ιται απ�ο τουλ�αχιστον δ�υο συνιστ£ωσες πε-
δ�ιου και µε κατ�αλληλη αλλαγ�η των συνιστωσ£ων αυτ£ων η Λαγκρανζιαν�η παραµ�ενει �ιδια. Στην
πρ£ωτη περ�ιπτωση η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα δεν ε�ιναι �αλλη απ�ο τις εξισ£ωσειςEuler -Lagrange (δε�ιξτε
το), εν£ω στη δε�υτερη περ�ιπτωση οδηγο�υµαστε σε κ�αποιο ν�εο ε�ιδος διατηρο�υµενου ρε�υµατος που
αφορ�α τα πεδ�ια.
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4 Π�ινακας εν�εργειας - ορµ�ης

Θα πρ�επει κ�αποια στιγµ�η να δικαιολογ�ησουµε γιατ�ι προηγουµ�ενως, που µελετο�υσαµε τη διατ�η-
ρηση του n q� , γρ�αψαµε το n  � ως �n$� . Π�εραν του �οτι πρ�οκειται για µια τρι�αδα ποσοτ�ητων (για δεδο-
µ�ενη τιµ�η του δε�ικτη � ) χρει�αζεται και να πληρε�ι κ�αποια συνταγ�η µετασχηµατισµο�υ για να µπορε�ι να
χαρακτηριστε�ι χωρικ�ο δι�ανυσµα. Συγκεκριµ�ενα θα πρ�επει να µετασχηµατ�ιζεται σε στροφ�ες �οπως τα
διαν�υσµατα. Εµε�ις θα δε�ιξουµε κ�ατι πιο γενικ�ο που υπ�ο µια �εννοια συµπεριλαµ1�ανει και την παρα-
π�ανω απα�ιτηση. Θα δε�ιξουµε �οτι το καθαρ�α χωρικ�ο κοµµ�ατι του n q� , δηλαδ�η το n �� οφε�ιλει να ε�ιναι
�ενας τανυστ�ης του τρισδι�αστατου φυσικο�υ χ£ωρου. Ξεκιν�αµε κατ� αρχ�ας απ�ο την παρατ�ηρηση �οτι η
τιµ�η της Λαγκρανζιαν�ης (�οντας τουλ�αχιστον για τα µηχανικ�α συστ�ηµατα η διαφορ�α κινητικ�ης και δυ-
ναµικ�ης εν�εργειας) θα πρ�επει να ε�ιναι ανεξ�αρτητη του συστ�ηµατος συντεταγµ�ενων που εµε�ις χρησι-
µοποιο�υµε για να στ�ησουµε το χωρικ�ο υπ�ο1αθρο π�ανω στο οπο�ιο θα µετρ�ησουµε τα πεδ�ια. Συνεπ£ως,
η Λαγκρανζιαν�η θα ε�ιναι µια βαθµωτ�η ποσ�οτητα και δεν θα εξαρτ�αται απ�ο τον προσανατολισµ�ο του
καρτεσιανο�υ συστ�ηµατος των χωρικ£ων συντεταγµ�ενων. �Ετσι, το κοµµ�ατι αυτ�ης που περιλαµ1�ανει

τις χωρικ�ες µετα1ολ�ες του πεδ�ιου 
 �9� �� 
 δεν µπορε�ι παρ�α να εµπερι�εχεται σε εσωτερικ�α γιν�οµενα
της µορφ�ης � �� 
 ��w$� �� 
 � , 4 �η �~ ���^�ow$� �� 
 � , �η τ�ελος συναρτ�ησεις των παραπ�ανω. Απ�ο τη δε�υτερη πε-
ρ�ιπτωση θα πρ�επει να αποκλειστε�ι η εξ�αρτηση του διαν�υσµατος �~ ���^� απ�ο τις χωρικ�ες συντεταγµ�ενες
αλλι£ως δεν θα �ισχυε η ανεξαρτησ�ια της Λαγκρανζιαν�ης απ�ο τις χωρικ�ες συντεταγµ�ενες, εποµ�ενως το
δι�ανυσµα �~ µ�ονο χρονικ�η εξ�αρτηση θα µπορο�υσε να �εχει. 5 Ας �ερθουµε τ£ωρα στην κατασκευ�η του n ��
(βλ. σχ�εση (23). n �� � � )� 
�� � 
�� � OV� �� ) . (45)

Ηπαρ�αγωγος
� ) X � 
�� � , σ�υµφωνα µε τα παραπ�ανω λεχθ�εντα, ε�ιναι µια βαθµωτ�η συν�αρτηση επ�ι το 
�� � �η

το

~ �
, δηλαδ�η, ε�ιναι �ενα δι�ανυσµα. Εποµ�ενως το n �� ε�ιναι �ενα γιν�οµενο διανυσµ�ατων 
�� � 
�� � �η ~ � 
�� � επ�ι

µια βαθµωτ�η συν�αρτηση µε�ιον το � �� , ο οπο�ιος ε�ιναι ο απλο�υστερος τανυστ�ης δε�υτερης τ�αξης τανυστ�ης
(ε�ιναι απλ£ως ο µοναδια�ιος π�ινακας), επ�ι µια βαθµωτ�η συν�αρτηση την

)
. Συνολικ�α λοιπ�ον το n �� ε�ιναι

�ενας τανυστ�ης, του τρισδι�αστατου π�αντα χ£ωρου. Με τον �ενα δε�ικτη σταθερ�ο, η τρι�αδα που σχηµα-
τ�ιζεται απ�ο τον �αλλο δε�ικτη αποτελε�ι τις συνιστ£ωσες εν�ος διαν�υσµατος αφο�υ ολ�οκληρος ο τανυστ�ης
µετασχηµατ�ιζεται κατ�αλληλα σε στροφ�ες του συστ�ηµατος συντεταγµ�ενων. Θα πρ�επει να τον�ισουµε
β�ε1αια �οτι �οταν εκτελο�υµε στροφ�ες των συντεταγµ�ενων δεν ε�ιναι δυνατ�ο να απαιτο�υµε να µετασχη-
µατ�ιζεται ως δι�ανυσµα µ�ονο η τρι�αδα n �� κρατ£ωντας την τιµ�η του δε�ικτη � σταθερ�η και αλλ�αζοντας
µ�ονο τις 	 κατευθ�υνσεις. Κ�ατι τ�ετοιο θα �ηταν εντελ£ως παρ�αλογο αφο�υ και οι δ�υο δε�ικτες µαζ�ι αλ-
λ�αζουν �οταν στρ�ι1ουµε τις συντεταγµ�ενες. Το υποτιθ�εµενο δι�ανυσµα �n � αλλ�αζει εν γ�ενει µ�ετρο �οταν
στρ�ι1ει το σ�υστηµα συντεταγµ�ενων (σκεφθε�ιτε τι γ�ινεται µε τις συνιστ£ωσες του τανυστ�η

~ �U² �
για µια

δοµ�ενη σταθερ�η τιµ�η του δε�ικτη
�
). �Οσο για το αντικε�ιµενο n �� , αυτ�ο ε�ιναι δι�ανυσµα µε �ολη τη σηµα-

σ�ια της λ�εξης, αφο�υ ισο�υται µε το δι�ανυσµα (�οπως επιχειρηµατολογ�ησαµε παραπ�ανω)
� ) X � 
�� � επ�ι το
 � (το υπ�ολοιπο κοµµ�ατι ε�ιναι µηδ�εν αφο�υ � �� �JI ).

Παραδε�ιγµατα

1. Χορδ�η εκτειν�οµενη κατ�α µ�ηκος του �αξονα ' :) � �°`³ 
 ! � � Op´ ! 
 ! � µ�¶ (46)

Η Λαγκρανζιαν�η αυτ�η ε�ιναι αναλο�ιωτη σε χωρικ�ες- ' και χρονικ�ες µεταθ�εσεις. Ο π�ινακας εν�ερ-
4Μια πιο πλο�υσια απ�ο πλευρ�ας αλληλεπιδρ�ασεων Λαγκρανζιαν�η θα µπορο�υσε �ισως να περιλαµ1�ανει και �ορους της

µορφ�ης ·x¸¹oº8» ¼7½_¾Y¿ ·x¸¹oº8» Àb½_¾ �οπου οι δε�ικτες A και B υποδηλ£ωνουν διαφορετικ�ες συνιστ£ωσες πεδ�ιων. Ακ�οµη, �οµως, και σε
αυτ�η την περ�ιπτωση το επιχε�ιρηµ�α µας εξακολουθε�ι να ισχ�υει.

5Για να ε�ιµαστε πιο σαφε�ις η �υπαρξη εν�ος τ�ετοιου εσωτερικο�υ γινοµ�ενου θα �ηταν εντελ£ως αφ�υσικη για �εναν κ�οσµο ισο-
τροπικ�ο και χρονικ�α οµογεν�η αφο�υ �ενα τ�ετοιο δι�ανυσµα που αλληλεπιδρ�α µε το πεδ�ιο θα επ�ε1αλε κ�αποιαπροκαθορισµ�ενη
χωρικ�η κατε�υθυνση και θα εµφ�ανιζε το σ�υµπαν διαφορετικ�ο σε διαφορετικ�ες χρονικ�ες στιγµ�ες.
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γειας - ορµ�ης θα ε�ιναιn q� � [ n �� � �! ³ 
 ! � � +M´�! 
 ! � µ ¶ n �µ � 
�� � 
�� µn µ� �¯O�´�! 
�� � 
�� µ n µµ �(O �! ³ 
 ! � � +M´�! 
 ! � µ�¶ ] (47)

Ισχ�υει 224��Á ��+Â´ ! � 
�� � �_'�� ¡ � 
�� µ �_'�� ¡ �RO 
�� � �_'��gI7� 
�� µ �_'��gI7��� (48)

�οπου Á � 1MÃ� 28' �°�³ 
 ! � � +M´ ! 
 ! � µ ¶ (49)

Στα �ακρα �οµως 
 �_'�� ¡ �����/� 
 �_'Q�JIb�����9�gI οπ�οτεÁ � σταθ (50)

Επ�ισης, 224� 1MÃ� 28' 
�� � 
�� µ ��+ �°`³ 
 ! � � +M´ ! 
 ! � µ ¶ µ�Ä Ãµ�Ä � � �° K 
�� µ �_'Q� ¡ � ! O 
�� µ �_'��gI7� ! N (51)

Για µια οδε�υουσα προς τα δεξι�α διαταραχ�η µε σχ�ηµα καµπ�ανας, το µπροστιν�ο µ�ερος του παλ-
µο�υ θα κινε�ιται προς τα π�ανω µε αρνητικ�η χωρικ�η κλ�ιση και αντ�ιθετα το π�ισω µ�ερος του παλµο�υ.
Εποµ�ενως το πρ£ωτο ολοκλ�ηρωµα δ�ινει το αντ�ιθετο της ορµ�ης που µεταφ�ερει η χορδ�η (φαντα-
στε�ιτε µια χ�αντρα περασµ�ενη στη χορδ�η : καθ£ως ο παλµ�ος ταξιδε�υει κατ�α π�ανω της θα τη θ�εσει
σε κ�ινηση στην κατε�υθυνση που προχωρ�α ο παλµ�ος). �Ετσι η µετα1ολ�η της ολικ�ης ορµ�ης που
περικλε�ιεται στη χορδ�η (µια χ�αντρα περασµ�ενη στη χορδ�η θα σπρωχθε�ι απ�ο µια οδε�υουσα δια-
ταραχ�η της χορδ�ης) οφε�ιλεται στο µ�ετρο της κλ�ισης της χορδ�ης στα �ακρα. Αν µια οδε�υουσα
διαταραχ�η µικρο�υ ε�υρους σε σχ�εση µε το µ�ηκος της χορδ�ης φτ�ασει στο δεξ�ι �ακρο '�� ¡ και δη-
µιουργ�ησει µια κλ�ιση της χορδ�ης στη θ�εση αυτ�η η ορµ�η που µεταφ�ερει η χορδ�η θα αρχ�ισει να
µικρα�ινει και στη συν�εχεια να αλλ�αζει πρ�οσηµο µε αποτ�ελεσµα ο παλµ�ος να ανακλαστε�ι.

2. Ας φανταστο�υµε στη συν�εχεια µια γεν�ικευση της παραπ�ανω Λαγκρανζιαν�ης που περιγρ�αφει
ελαστικ�α κ�υµατα σε ζελ�ε. Τ£ωρα η διαταραχ�η περιγρ�αφεται µε �ενα δι�ανυσµα το �
 που περιγρ�α-
φει τη µετατ�οπιση απ�ο τη θ�εση ισορροπ�ιας κ�αθε στοιχε�ιου �ογκου του σ£ωµατος του ζελ�ε.) � �°�Å �
 ! � � Op´ ! �
�� ��w �
�� �ÇÆ (52)

Η εξ�ισωση κ�ινησης ε�ιναι �
�� �S� OV´ ! �� ! �
 �gI (53)

Παρατηρο�υµε �οτι ο µετασχηµατισµ�ος�� DÈ�� i � ��,+MG ��\É �� (54)

αποτελε�ι συµµετρ�ια της Λαγκρανζιαν�ης (να δειχτε�ι). Εποµ�ενως θα �εχουµε και τη διατ�ηρηση τουI�� 224��Ê � n ÊË l Ë �/� 224��Ê � n ÊË � ���É ��^� Ë � (55)

Ολοκληρ£ωνοντας π�αλι σε ολ�οκληρη τη χωρικ�η περιοχ�η θα �εχουµε224� 132 % �R� n �Ë � ���É ��^� Ë �B+�132 % � �� w;� �n Ë � ���É ��^� Ë �9�gI (56)
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Το δε�υτερο ολοκλ�ηρωµα γ�ινεται 1 2 % � �� w8�_G Ê�Ì Ë �� Ê �n Ë � Ì �� 1 2 % �$G ËÊ�Ì �� Ê �� w;� �n Ë � Ì �� 132 % �$G ËÊ�Ì �� Ê � n �Ë � Ì � � �� 1 2 % �$G ËÊ�Ì �� Ê � n �Ë � � � Ì + n ÌË � (57)

το οπο�ιο εξαφαν�ιζεται αφο�υ το κοµµ�ατι n �Ë � � αποτελε�ι µια τ�ελεια απ�οκλιση η οπο�ια δεν συνεισφ�ε-
ρει καθ�ολου στο χωρικ�ο ολοκλ�ηρωµα αν ο υπ�ο µελ�ετη �ογκος περιλαµ1�ανει περιοχ�η µεγαλ�υτερη
απ�ο το χ£ωρο �οπου τα πεδ�ια ε�ιναι µη µηδενικ�α. Το δε�υτερο κοµµ�ατι ε�ιναι εκ ταυτ�οτητος µηδ�εν
αν ο n �� � n �� ε�ιναι δηλαδ�η συµµετρικ�ος ο π�ινακας εν�εργειας ορµ�ης. [Υπολογ�ιστε τον π�ινακα
εν�εργειας ορµ�ης του συγκεκριµ�ενου φυσικο�υ προ1λ�ηµατος.] Η τελε�υταια αυτ�η απα�ιτηση αν και
ικανοποιε�ιται απ�ο την εν λ�ογω Λαγκρανζιαν�η, δεν αποτελε�ι ουσιαστικ�ο πρ�ο1ληµα αφο�υ στις
δι�αφορες συνιστ£ωσες του π�ινακα εν�εργειας - ορµ�ης αποδ£ωσαµε το φυσικ�ο ν�οηµα της πυκν�οτη-
τας και πυκν�οτητας ρε�υµατος εν�εργειας και ορµ�ης το πο�ιο δεν θα �αλλαζε αν επαναορ�ιζαµε τονn �q ως τον ακ�ολουθο συµµετρικ�ο π�ινακαn <�¤}> � q � n �q + 0 �©¬q � ¬ (58)

�οπου ο συµµετροποιητικ�ος �ορος
0 �©¬q � ¬ �εχει κατασκευαστε�ι �ετσι £ωστε n <�¤}> � q � n <�¤}> q� και �εχει επι-

πλ�εον την ιδι�οτητα 0 �©¬q �(O 0 ¬@�q (59)

Εκτελ£ωντας αυτ�η την αλλαγ�η ο καινο�υργιος n <�¤}> � q �εχει και αυτ�ος, εκ κατασκευ�ης, την ιδι�οτηταn <�¤}> � q�� � �ÍI αφο�υ 0 �©¬q � ¬C� � �ÎO 0 ¬@�q � ¬C� � �ÎO 0 ¬@�q � �x� ¬ �ÏI
. Στο σηµε�ιο αυτ�ο ας ελ�εγξουµε κατ�α

π�οσο ε�ιναι εφικτ�ο να βρο�υµε κ�αποιο
0 �©¬q τ�ετοιο £ωστε να µπορε�ι να συµµετροποι�ησει οποιοδ�η-

ποτε ασ�υµµετρο εκ κατασκευ�ης n �q . Το ζητο�υµενο αντικε�ιµενο θα πρ�επει να σχετ�ιζεται µε το
ασ�υµµετρο κοµµ�ατι του n �q ως ακολο�υθως :0 �©¬q � ¬ � n <�¤}> � q O n �q � �° � n q� O n �q � (60)

Το δεξι�ο µ�ελος της παραπ�ανω σχ�εσης ε�ιναι κ�αποια συν�αρτηση της χωροχρονικ�ης θ�εσης. Εποµ�ε-
νως ζητε�ιται �ενα αντικε�ιµενο µε 4 συνιστ£ωσες (δε�ικτης ® ) τ�ετοιο £ωστε η χωροχρονικ�η του απ�ο-
κλιση να ισο�υται µε τη δεδοµ�ενη συν�αρτηση. Αυτ�ο ε�ιναι π�αντα εφικτ�ο µαθηµατικ�α (θυµηθε�ιται
�οτι δεδοµ�ενης της οποιασδ�ηποτε πυκν�οτητας φορτ�ιου µπορο�υµε να βρο�υµε την �ενταση του ηλε-
κτρικο�υ πεδ�ιου παντο�υ η οπο�ια συνδ�εεται µε την πυκν�οτητα φορτ�ιου µ�εσω µιας χωρικ�ης στην
περ�ιπτωση αυτ�η απ�οκλιση). Γνωρ�ιζοντας λοιπ�ον για κ�αθε τιµ�η των δεικτ£ων ���  το αντικε�ιµενο0 �©¬q µπορο�υµε µ�εσω αυτο�υ να συµµετροποι�ησουµε τον π�ινακα εν�εργειας - ορµ�ης. Αν το 0 �©¬q λη-
φθε�ι αυθα�ιρετα τ�οτε αυτ�ο αλλ�αζει τις συνιστ£ωσες του n �q δ�ιχως να τον καταστ�ησει συµµετρικ�ο.
Η επιπλ�εον τ£ωρα απα�ιτηση το συµµετροποιητικ�ο αντικε�ιµενο να ε�ιναι και αντισυµµετρικ�ο στους
δ�υο επ�ανω δε�ικτες £ωστε ο καινο�υργιος n �q να µπορε�ι να θεωρηθε�ι ως π�ινακας εν�εργειας - ορµ�ης
(διατηρο�υµενα ρε�υµατα) δεν ικανοποιε�ιται αυτ�οµατα, αλλ�α στις περισσ�οτερες περιπτ£ωσεις φυ-
σικ£ων πεδ�ιων αυτ�ο συµ1α�ινει (βλ. παρακ�ατω στα ηλεκτροµαγνητικ�α πεδ�ια). �Οταν λοιπ�ον ο
π�ινακας εν�εργειας - ορµ�ης ε�ιναι, �η µπορε�ι να καταστε�ι συµµετρικ�ος, διατηρε�ιται και η ποσ�οτητα¡�ÐÑ � 1 2 % �R� n �Ë � ���É ��^� Ë �/� ��hw;� �Ò©��G�� � � 1 2 % �,� � n �� � (61)

11



και εφ�οσον το
�� ε�ιναι αυθα�ιρετο θα διατηρε�ιται και το¡ ���gG�� � � 1 2 % �,� � n �� (62)

3. Τ�ελος ας θεωρ�ησουµε την περ�ιπτωση �οπου εκτ�ος απο τις παραπ�ανω συµµετρ�ιες που αφορο�υν σε
µετασχηµατισµο�υς των χωροχρονικ£ων θ�εσεων υπ�αρχει και συµµετρ�ια σε µετασχηµατισµο�υς των
�ιδιων των πεδ�ιων. Για παρ�αδειγµα ας υποθ�εσουµε πως στην Λαγκρανζιαν�η πυκν�οτητα εµφαν�ι-

ζονται δ�υο πεδ�ια στη µορφ�η ζευγαρι£ων 
 < � >� � 
 < � >� � + 
 < ! >� � 
 < ! >� � για κ�αθε δε�ικτη � (δ�ιχως την αθροιστικ�η
σ�υµ1αση). Τ�οτε φα�ινεται αµ�εσως �οτι µια στροφ�η στο χ£ωρο των πεδ�ιων αποτελε�ι συµµετρ�ια της
Λαγκρανζιαν�ης. Πρ�αγµατι ο µετασχηµατισµ�ος
 < � > D 
 < � > v � 
 < � >�+MG 
 < ! >
 < � > D 
 < ! > v � 
 < ! >^OVG 
 < � > (63)

αποτελε�ι συµµετρ�ια της Λαγκρανζιαν�ης µε αντ�ιστοιχο διατηρο�υµενο µ�εγεθος το1ba�c�2 0 q,Ó � )� 
 < � >q 
 < ! >^O � )� 
 < ! >q 
 < � >UÔ (64)

Η ποσ�οτητα εντ�ος των παρενθ�εσεων µπορε�ι να θεωρηθε�ι ως κ�αποιο διατηρο�υµενο ρε�υµα.

5 Μον�οχορδο

6 Αλληλεπ�ιδραση πεδ�ιου µε σωµ�ατιο

Στο εδ�αφιο αυτ�ο θα εξετ�ασουµε �ενα πρ�ο1ληµα µηχανικο�υ πεδ�ιου το οπο�ιο µε κ�αποιο τρ�οπο αλ-
ληλεπιδρ�α µε �ενα σωµ�ατιο, �ετσι £ωστε αφεν�ος µεν το σωµ�ατιο να αλλ�αζει την κινητικ�η του κατ�ασταση
εξαιτ�ιας του πεδ�ιου και αφετ�ερου η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου να αλλοι£ωνει την κ�ινηση του πεδ�ιου. Το
σ�υστηµα αυτ�ο που θα εξετ�ασουµε αν και απλο°κ�ο �εχει ιδια�ιτερη σηµασ�ια στην περιγραφ�η φυσικ£ων
συστηµ�ατων αφο�υ στον κ�οσµο που µας περι1�αλλει συνυπ�αρχουν πεδ�ια και σωµατ�ιδια που πολλ�ες
φορ�ες αλληλεπιδρο�υν. Για παρ�αδειγµα τα ηλεκτρικ�α φορτισµ�ενα σωµατ�ιδια παρ�αγουν ηλεκτροµα-
γνητικ�α πεδ�ια που µε τη σειρ�α τους ασκο�υν δυν�αµεις στον �ιδιο τους τον εαυτ�ο. Κατ�α την αν�αλυση
του µηχανικο�υ µας συστ�ηµατος ολ�οκληρο το ε�υρος της δυσκολ�ιας του γενικ�οτερου προ1λ�ηµατος αλ-
ληλεπ�ιδρασης πεδ�ιου - σωµατιδ�ιου θα ξεδιπλωθε�ι µπροστ�α µας και τα µαθηµατικ�α εργαλε�ια που θα
χρησιµοποι�ησουµε θα ε�ιναι αυτ�α που θα πρ�επει να χρησιµοποι�ησει κανε�ις για να αναλ�υσει το οποιο-
δ�ηποτε αντ�ιστοιχο φυσικ�ο πρ�ο1ληµα.
Ξεκιν�αµε λοιπ�ον µε το υποδειγµατικ�ο σ�υστηµα πεδ�ιου-σωµατιδ�ιου που θα ε�ιναι µια µονοδι�αστατη

χορδ�η απε�ιρου µ�ηκους µε συγκεκριµ�ενη γραµµικ�η πυκν�οτητα και τεντωµ�ενη υπ�ο σταθερ�η τ�αση. Στη
χορδ�η αυτ�η µπορο�υν να διαδ�ιδονται εγκ�αρσιες διαταραχ�ες, αλλ�α αυτ�ες δεν διαδ�ιδονται ως ακρι1£ως
ελε�υθερα κ�υµατα, δι�οτι υπ�αρχει επιπλ�εον µια σηµειακ�η µ�αζα (χ�αντρα) η οπο�ια µπορε�ι να κινε�ιται κατ�α
µ�ηκος της χορδ�ης χωρ�ις τρι1�ες. Αν η χορδ�η ε�ιναι οριζ�οντια µ�εσα σε �ενα πεδ�ιο βαρ�υτητας (που για ευ-
κολ�ια θεωρο�υµε �οτι δεν επιφ�ερει αλλοι£ωσεις στο ευθ�υγραµµο σχ�ηµα της χορδ�ης �οταν αυτ�η βρ�ισκεται
σε κατ�ασταση ισορροπ�ιας), τ�οτε η παρουσ�ια της χ�αντρας θα αλλοι£ωσει το σχ�ηµα της χορδ�ης και η
�ιδια θα δ�εχεται δυν�αµεις απ�ο τη χορδ�η �οταν φτ�ασουν σε αυτ�ην διαταραχ�ες της χορδ�ης απ�ο µακρι�α.
Εναλλακτικ�α, θα µπορο�υσαµε να υποθ�εσουµε �οτι στη χορδ�η διαδ�ιδονται διαµ�ηκεις (αντ�ι εγκ�αρσιες)
διαταραχ�ες και η µεν παρουσ�ια της χορδ�ης προκαλε�ι πυκν£ωµατα �η αραι£ωµατα στη χορδ�η, η δε χορδ�η
προκαλε�ι δυν�αµεις αντ�ιστασης στη χ�αντρα �οταν υπ�αρχουν διαφορ�ες π�υκνωσης της χορδ�ης εκατ�ερω-
θεν της χ�αντρας. ΗΛαγκρανζιαν�η (�οχι Λαγκρανζιαν�η πυκν�οτητα τ£ωρα) του συστ�ηµατος που θα θεω-
ρ�ησουµε θα ε�ιναι¡ � �°$Õ(Ö������� ! +�1s×Ø × 24� �° �$� Ö
 ! OV´ ! 
�i ! �ROV1s×Ø × 24� 
 �Z�b���¢O��R��������. (65)
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Παρατηρο�υµε �οτι οι δ�υο πρ£ωτοι �οροι αφορο�υν �ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο και �ενα ελε�υθερο πεδ�ιο αντ�ι-
στοιχα, εν£ω ο τρ�ιτος �ορος που συζευγν�υει το πεδ�ιο 
 µε το σωµατ�ιδιο που βρ�ισκεται στη θ�εση �R�����
µ�εσω της δ�ελτα συν�αρτησης ε�ιναι ο �ορος αλληλεπ�ιδρασης. Η αλληλεπ�ιδραση που θεωρ�ησαµε �εχει την
πιο απλ�η µορφ�η που θα µπορο�υσαµε να κατασκευ�ασουµε, αφο�υ ηΛαγκρανζιαν�η αλληλεπ�ιδρασης δεν
ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο την τιµ�η του πεδ�ιου στη θ�εση της χ�αντρας O&� 
 ���R������� , µε �εναν κατ�αλληλο πολλα-
πλασιαστικ�ο �ορο � µπροστ�α, που µετρ�αει την �ενταση της αλληλεπ�ιδρασης. Ο �ορος αυτ�ος ε�ιναι αυτ�ος
που θα καθορ�ισει ακρι1£ως τι φυσικ�ο σ�υστηµα περιγρ�αφουµε. �Οταν θα γρ�αψουµε τις εξισ£ωσεις Euler
- Lagrange για το σωµατ�ιδιο χρειαζ�οµαστε τους �ορους που περι�εχουν το �R����� και τις χρονικ�ες παρα-
γ£ωγους αυτο�υ (πρ£ωτος και τρ�ιτος �ορος, ο τελευτα�ιος µε τη µορφ�η που πα�ιρνει µετ�α την ολοκλ�ηρωση,
βλ. παραπ�ανω) : Õ�Ù�������/�¯O&� 
�i ���R�������/. (66)

Με �αλλα λ�ογια το πεδ�ιο πα�ιζει το ρ�ολο δυναµικο�υ πεδ�ιο το οπο�ιο ασκε�ι δ�υναµη στο σωµατ�ιδιο. �Οσο
για το πεδ�ιο, οι εξισ£ωσεις κ�ινησης πηγ�αζουν απ�ο τους �ορους της Λαγκρανζιαν�ης πυκν�οτητας που πε-
ρι�εχεται το πεδ�ιο 
 και οι χωροχρονικ�ες παραγ£ωγους αυτο�υ (δε�υτερος και τρ�ιτος �ορος, ο τελευτα�ιος
µε τη µορφ�η της σχ�εσης (66)). Οι εξισ£ωσεις αυτ�ες ε�ιναι οι ακ�ολουθες�$� Ù
 OV´ ! 
�i i �/�(O&�Z�b���¢O��R�������/.

(67)

Στη συν�εχεια θα επιχειρ�ησουµε να λ�υσουµε τη δε�υτερη εξ�ισωση, παρα1λ�εποντας προς το παρ�ον το
�οτι δεν γνωρ�ιζουµε την κ�ινηση του σωµατ�ιου �R����� .
Ας επιχειρ�ησουµε κατ� αρχ�ας να βρο�υµε µια στατικ�η λ�υση των παραπ�ανω δ�υο εξισ£ωσεων, δηλαδ�η

ας ψ�αξουµε για λ�υσεις της µορφ�ης �R�������J��Úk� σταθερ�ο � 
 ����������� 
 ���^� . Με ολοκλ�ηρωση της εξ�ισω-
σης (67) γ�υρω απ�ο τη θ�εση της χ�αντρας θα �εχουµε1 @Û�Ü@Û Ø 
�i i 24�E� ��8´ ! 1 @Û�Ü@Û Ø �b���¢O���ÚL��24�h� ��8´ ! u
�i ����ÚL+Ý�RO 
�i ����Ú�O��/� ��8´ ! u
 � �° �8´ !^Þ �¢O���Ú Þ . (68)

Για να ε�ιµαστε ακρι1ε�ις η τελευτα�ια σχ�εση στην οπο�ια καταλ�ηξαµε για το πεδ�ιο δεν αποτελε�ι µονοσ�η-
µαντη λ�υση της αµ�εσως προηγο�υµενης σχ�εσης. Επελ�εχθη απλ£ως ως η πιο συµµετρικ�η £ωστε η δ�υναµη
που ασκε�ιται στη χ�αντρα να ε�ιναι µηδενικ�η και η χ�αντρα να παραµ�ενει για π�αντα στη θ�εση της. Εδ£ω
µ�αλιστα εµφαν�ιζεται και το εξ�ης πρ�ο1ληµα. Η δ�υναµη που δρα στη χ�αντρα δ�ιδεται απ�ο την χωρικ�η
παρ�αγωγο του πεδ�ιου στη θ�εση αυτ�ης. �Οµως ταυτ�οχρονα η κλ�ιση του πεδ�ιου παρουσι�αζει ασυν�εχεια
στη θ�εση της χ�αντρας. �Ετσι ο υπολογισµ�ος της δ�υναµης στη χ�αντρα θα γ�ινει λαµ1�ανοντας τη µ�εση
τιµ�η δεξι�ας και αριστερ�ης κλ�ισης στη θ�εση της χ�αντρας. Εµε�ις κατασκευ�ασαµε το πεδ�ιο �ετσι £ωστε οι
δ�υο αυτ�ες κλ�ισεις να ε�ιναι �ισες και αντ�ιθετες και η στ�ασιµη λ�υση να οδηγε�ι σε συνεπ�η λ�υση (µη επιτα-
χυν�οµενη χ�αντρα).
Και τ£ωρα ας προχωρ�ησουµε να λ�υσουµε την εξ�ισωση που δι�επει τη µορφ�η του πεδ�ιου στη γενικ�η

περ�ιπτωση, �οπου τα πρ�αγµατα ε�ιναι χρονοεξαρτ£ωµενα. Η µορφ�η που �εχει η διαφορικ�η εξ�ισωση (67)
ε�ιναι αυτ�η µιας µη οµογενο�υς γραµµικ�ης διαφορικ�ης εξ�ισωσης. Τ�ετοιες εξισ£ωσεις λ�υνονται αρκετ�α ε�υ-
κολα, αρκε�ι να κατασκευ�ασει κανε�ις πρ£ωτα τη συν�αρτηση Green αυτ£ων (βλ. σχετικ�α στο Μαθηµατικ�ο
Παρ�αρτηµα ΧΧΧ). ∆ηλαδ�η να τη λ�υσει, δεδοµ�ενου �οτι το µη οµογεν�ες µ�ερος αυτ�ης ε�ιναι µια συν�αρ-
τηση δ�ελτα σε �ολες τις διαστ�ασεις που υπ�αρχουν στη διαφορικ�η εξ�ισωση. Συν�ηθως η κατασκευ�η της
συν�αρτησης Green για �ενα φυσικ�ο πρ�ο1ληµα ε�ιναι ε�υκολη αν βασιστε�ι κανε�ις σε φυσικ�α επιχειρ�ηµατα.
Εδ£ω θα ακολουθ�ησουµε τη µαθηµατικ�η κατασκευ�η αυτ�ης, η οπο�ια οδηγε�ι µε συν�επεια στη ε�υρεσ�η της
για κ�αθε αντ�ιστοιχη οµογεν�η διαφορικ�η εξ�ισωση και στο τ�ελος θα προσπαθ�ησουµε να δικαιολογ�η-
σουµε τη λ�υση αυτ�η ως απευθε�ιας φυσικ�η κατασκευ�η. Θα επιχειρ�ησουµε λοιπ�ον να λ�υσουµε πρ£ωτα
την εξ�ισωση � !�ß ��������à�� � ��� � �� � ! Op´ ! � !�ß �������oá4� � ��� � �� � ! �g�b���¢O�� � ���b���RO�� � � (69)
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�οπου για να διαχωρ�ισουµε τη λ�υση αυτο�υ του προ1λ�ηµατος απ�ο το πρ�ο1ληµα που αρχικ�α θ�ελαµε να
λ�υσουµε ονοµ�ασαµε τη λ�υση ß αντ�ι 
 . Η αναγραφ�η και των παραµ�ετρων � � ��� � διακριτ�α απ�ο τις µε-
τα1λητ�ες ����� στη ß οφε�ιλεται στο �οτι το συγκεκριµ�ενο πρ�ο1ληµα �εχει αυτ�ες τις παραµ�ετρους. Η λ�υσηß ��������� το�υτου του προ1λ�ηµατος ε�ιναι η συν�αρτηση Green του αρχικο�υ µας προ1λ�ηµατος. Γνωρ�ιζο-
ντας τη συν�αρτηση Green η λ�υση του προ1λ�ηµατ�ος µας (67) ε�ιναι η
 ���������/��1�×Ø × 24� � 1s×Ø × 24� � ß �������oá4� � ��� � � [ O �� ] �b��� � O��R��� � ���/. (70)

Το �οτι πρ�αγµατι η συν�αρτηση (70) αποτελε�ι λ�υση της (67) µπορε�ι κανε�ις ε�υκολα να το διαπιστ£ωσει
εφαρµ�οζοντας κατευθε�ιαν σε αυτ�η το γραµµικ�ο τελεστ�η d’ Alembert σε µ�ια δι�ασταση â3� � ! X � � ! O´�! � !©X � ��! οπ�οτε ο τελεστ�ης θα περ�ασει µ�εσα στο ολοκλ�ηρωµα που βρ�ισκεται η µοναδικ�η εξ�αρτηση απ�ο
τις µετα1λητ�ες ����� , θα δηµιουργ�ησει τη δισδι�αστατη δ�ελτα, και θα καταλ�ηξει στην αρχικ�η εξ�ισωση την
οπο�ια θ�ελαµε να επιλ�υσουµε.
Ας περ�ασουµε λοιπ�ον στην κατασκευ�η της συν�αρτησης Green για το πρ�ο1ληµ�α µας. Επειδ�η το

δεξι�ο µ�ελος της εξ�ισωσης (69) ε�ιναι συν�αρτηση µ�ονο των �EOM� � και �/OM� � φανταζ�οµαστε �οτι το �ιδιο
θα ισχ�υει και για τη συν�αρτηση ß , δηλαδ�ηß ��������à�� � ��� � �/� ß ���ãO�� � ���RO�� � �9. (71)

Αλλ�αζοντας λοιπ�ον τις µετα1λητ�ες µας σε ä �å�oOQ� � και n �k�4OQ� � �εχουµε να λ�υσουµε την ακ�ολουθη,
κ�απως πιο ξεκ�αθαρη, διαφορικ�η εξ�ισωση� ! ß � ä � n �� n ! OV´ ! � ! ß � ä � n �� ä ! �J�b� ä ���b� n �9. (72)

Ας ξαναγρ�αψουµε τη συν�αρτηση Green µ�εσω του µετασχηµατισµο�υ Fourier αυτ�ηςß � ä � n �/� �� °xæ � ! 1�×Ø × 2 � Ú 1�×Ø × 2 �}ç Ò � < � Û Ú Ü ��è ç >^éß � � Ú�� �}ç �/. (73)

∆ρ£ωντας µε τον τελεστ�η d’ Alembert στη συν�αρτηση Green γραµµ�ενη µε την παραπ�ανω µορφ�η λαµ1�α-
νουµε â ç � Ú ß � ä � n �9� �� °xæ � ! 1 ×Ø × 2 � Ú 1 ×Ø × 2 �}ç ��O � !ç +M´ ! � !Ú ��Ò � < � Û Ú Ü ��è ç >^éß � � Ú�� �}ç � (74)

και συγκρ�ινοντας την �εκφραση αυτ�η µε την �εκφραση για τη δισδι�αστατη δ�ελτα�b� ä ���b� n �9� �� °xæ � ! 1s×Ø × 2 � Ú 1s×Ø × 2 �}ç Ò � < � Û Ú Ü ��è ç >B� (75)

αντιλαµ1αν�οµαστε �οτι ο µετασχηµατσιµ�ος Fourier της συν�αρτησης Green ε�ιναιéß � � Ú�� �}ç �/� �´ ! � !Ú O � !ç . (76)

Το τρυκ που εφαρµ�οσαµε προκειµ�ενου να κατασκευ�ασουµε τη συν�αρτηση Green, ε�ιναι κατ� ουσ�ιαν
αν�αλογο µε το τρυκ που εφαρµ�οζει κανε�ις στην ε�υρεση της λ�υσης του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε απ�οσ-
1εση, �οπου υποθ�ετει �οτι οι λ�υσεις ε�ιναι εκθετικ�ες (της µορφ�ης Ò�ê�ë ) και στη συν�εχεια η διαφορικ�η εξ�ι-
σωση µετατρ�επεται σε �ενα αλγε1ρικ�ο πρ�ο1ληµα για τον εκθ�ετη ì . Στην περ�ιπτωσ�η µας γρ�αφει κα-
νε�ις µ�εσω του αναπτ�υγµατος Fourier τη λ�υση ως γραµµικ�ο συνδυασµ�ο κυµατικ£ων λ�υσεων Ò � < � Û Ú Ü ��è ç >
και στη συν�εχεια επιλ�υει �ενα αλγε1ρικ�ο πρ�ο1ληµα για τα πλ�ατη των διαφ�ορων κυµατικ£ων λ�υσεωνéß � � Ú�� �}ç �

.
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Τ£ωρα ε�ιµαστε �ετοιµοι να δ£ωσουµε µια τελικ�η αναλυτικ�η µορφ�η στη συν�αρτηση Green. Αρκε�ι να
εκτελ�εσουµε την ολοκλ�ηρωση της �εκφρασης (73) µε τον Fourier µετασχηµατισµ�ο της ß που βρ�ηκαµε
παραπ�ανω. ß � ä � n �9�(O �� °xæ � ! 1 ×Ø × 2 � ÚoÒ � � Û Ú 1 ×Ø × 2 �}ç Ò � ��è ç� !ç Op´ ! � !Ú .

(77)

Ο υπολογισµ�ος του δε�υτερου ολοκληρ£ωµατος (ως προς
�Zç

) παρουσι�αζει δυσκολ�ια στα σηµε�ια
�}ç �í ´ Þ � Ú Þ , αλλ�α µε µια ελαφρ£ως παραλλαγµ�ενη τροχι�α επ�ι του µιγαδικο�υ επιπ�εδου µπορο�υµε να παρα-

κ�αµψουµε το πρ�ο1ληµα. Για παρ�αδειγµα επιλ�εγοντας να διασχ�ισουµε �οχι την ευθε�ια των πραγµατι-
κ£ων

�}ç
αλλ�α την ευθε�ια που ε�ιναι παρ�αλληλη σε αυτ�η αλλ�α περν�α “ξυστ�α” π�ανω �η κ�ατω απ�ο αυτ�ην.

Οι προαναφερθ�εντες π�ολοι της ολοκληρωτ�εας ποσ�οτητας �ετσι αποφε�υγονται και η ολοκλ�ηρωση µπο-
ρε�ι να υπολογιστε�ι κλε�ινοντας την τροχι�α µε �ενα κατ�αλληλο ηµικ�υκλιο �απειρης ακτ�ινας £ωστε να µην
συνεισφ�ερει στην ολοκλ�ηρωση. Η µ�εθοδος των ολοκληρωτικ£ων υπολο�ιπων6 αρκε�ι τ�οτε να µας παρ�α-
σχει το αποτ�ελεσµα του επιθυµητο�υ ολοκληρ£ωµατος. Αν επιλ�εξουµε να διασχ�ισουµε τον �αξονα των
πραγµατικ£ων

�}ç
απ�ο κ�ατω και να κλε�ισουµε τη διαδροµ�η µας µε το ηµικ�υκλιο στον ηµιχ£ωρο των θε-

τικ£ων φανταστικ£ων τιµ£ων θα περικλε�ισουµε τους δ�υο π�ολους. Για να µπορ�εσουµε �οµως να λ�α1ουµε
κ�αποια λογικ�η τιµ�η για το ολοκλ�ηρωµ�α µας θα πρ�επει να εξασφαλ�ισουµε �οτι το �ανω ηµικ�υκλιο δεν
συνεισφ�ερει στην ολοκλ�ηρωση. Αυτ�ο συµ1α�ινει εφ�οσονîÇïÇðñbò × Ò � ñ;óõô ö ç �gI�� (78)

για
æ�÷åø,÷ I

, δηλαδ�η για n�ù I . Αν για θετικ�ες τιµ�ες του n ε�ιχαµε επιλ�εξει την κλειστ�η διαδροµ�η να
αποτελε�ιται απ�ο την π�ανω απ�ο τους π�ολους ευθε�ια και το �ανω ηµικ�υκλιο, λ�ογω του �οτι οι π�ολοι θα
�εµεναν απ� �εξω και της µηδενικ�ης συνεισφορ�ας του ηµικυκλ�ιου στην ολοκλ�ηρωση το αποτ�ελεσµα του
ολοκληρ£ωµατος θα �ηταν µηδ�εν.
Αντ�ιστοιχα, για n�ú I , η κλειστ�η τροχι�α που περιλαµ1�ανει τους δ�υο π�ολους περν�α π�ανω απ�ο τους

π�ολους και κλε�ινει µε το κ�ατω ηµικ�υκλιο, µε την ολοκλ�ηρωση κατ�α µ�ηκος του ηµικυκλ�ιου να σ1�ηνει
καθ£ως µεγαλ£ωνει η ακτ�ινα του ηµικυκλ�ιου δ�ινει µια τιµ�η στην ολοκλ�ηρωσηως προς

�Zç
, αλλ�α µηδεν�ιζε-

ται αν η ολοκλ�ηρωση ως προς
�Zç
αντικατασταθε�ι µε αυτ�η που περν�α κ�ατω απ�ο τους π�ολους, εφ�οσον

δεν περιλαµ1�ανει τους π�ολους.
Ακολουθ£ωντας λοιπ�ον τους καν�ονες της µιγαδικ�ης ολοκλ�ηρωσης κατ�α µ�ηκος κλειστ£ων καµπυλ£ων

θα �εχουµε 1s× Ø � tØ × Ø � t 2 �}ç Ò � ��è ç� !ç OV´ ! � !Ú¯û +ÂI (�ανω) ��+ °xæ 	9ü ó ô ýõþ ÿ Û þ è! Ì�� � Û � O ó�� ô ýõþ ÿ Û þ! Ì�� � Û � � � �οταν n#ù I��+ÂI (κ�ατω) �JIb� �οταν n#ú I�� (79)

και 1 × Ü � tØ × Ü � t 2 �}ç Ò � ��è ç� !ç OV´ ! � !Ú¯û +ÂI (κ�ατω) �JIb� �οταν n�ù I��+ÂI (�ανω) O °xæ 	9ü ó ô ýõþ ÿ Û þ è! Ì�� � Û � O ó�� ô ýõþ ÿ Û þ! Ì�� � Û � � � �οταν n�ú I�. (80)

Το µηδ�εν στο αριστερ�ο σκ�ελος των δ�υο παραπ�ανω εκφρ�ασεων �εχει γραφε�ι για να µας θυµ�ιζει τη µη-
δενικ�η συµ1ολ�η των ηµικυκλι£ων (ε�ιτε �ανω, ε�ιτε κ�ατω) στην ολοκλ�ηρωση. Πιο συνοπτικ�α1s× Ø � tØ × Ø � t 2 �}ç Ò � ��è ç� !ç OV´ ! � !Ú � O °xæ�� � n ��� ï	� �_´ Þ � Ú Þ n �´ Þ � Ú Þ1s× Ü � tØ × Ü � t 2 �}ç Ò � ��è ç� !ç OV´ ! � !Ú � + °xæ�� ��O n � � ï	� �_´ Þ � Ú Þ n �´ Þ � Ú Þ .

(81)

6Η θεωρ�ια των µιγαδικ£ων συναρτ�ησεων µας δ�ινει τη δυνατ�οτητα να υπολογ�ιζουµε το ολοκλ�ηρωµα αναλυτικ£ων συ-
ναρτ�ησεων (δηλαδ�η συναρτ�ησεων που �εχει ν�οηµα η παρ�αγωγ�ος τους επ�ι του µιγαδικο�υ επιπ�εδου) κατ�α µ�ηκος κλειστ£ων
διαδροµ£ων δεδοµ�ενων των π�ολων που παρουσι�αζει η συν�αρτηση εντ�ος της θεωρο�υµενης κλειστ�ης διαδροµ�ης. Συγκεκρι-
µ�ενα, για µια συν�αρτηση η οπο�ια µπορε�ι να γραφε�ι ως 
Y·�� ¾ , η οπο�ια παρουσι�αζει π�ολους στα σηµε�ια �� και εποµ�ενως
µπορε�ι να αναπτυχθε�ι ως �����·������� ¾ κοντ�α στα σηµε�ια αυτ�α, το ολοκλ�ηρωµα ����
Y·�� ¾�� � ª����! �"$# ��_·��� ¾ µε το πρ�οσηµο
να καθορ�ιζεται απ�ο τη φορ�α διαγραφ�ης της κλειστ�ης διαδροµ�ης γ�υρω απ�ο τον κ�αθε π�ολο.
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Στο σηµε�ιο αυτ�ο ας σηµει£ωσουµε µ�ονο �οτι οι δ�υο περιπτ£ωσεις (ολοκλ�ηρωση π�ανω �η κ�ατω απ�ο τον
�αξονα των πραγµατικ£ων τιµ£ων του

� Ú
) που προ�εκυψαν ως αναγκα�ια7 µαθηµατικ�η τροποπο�ιηση των

υπολογισµ£ων θαπρ�επει να ανταποκρ�ινεται σε κ�αποια διαφορετικ�ηφυσικ�η κατ�ασταση, την οπο�ια υπαι-
ν�ισσεται η συν�αρτηση β�ηµατος

� � í n � . Και τ£ωρα ας ολοκληρ£ωσουµε τον υπολογισµ�ο µας για τη συ-
ν�αρτησηGreen και στις δ�υο περιπτ£ωσεις που αναγκαστ�ηκαµε να τροποποι�ησουµε τον υπολογισµ�ο µας
£ωστε να �εχει ν�οηµα αυτ�ος.ß � ä � n �9� í � � í n �°xæ 1s×Ø × 2 � Ú�Ò � � Û Ú � ï	� �_´ Þ � Ú Þ n �´ Þ � Ú Þ �

(82)

µε το π�ανω �η κ�ατω πρ�οσηµο αν�αλογα µε τη διαδροµ�η της ολοκλ�ηρωσης. Αν τ£ωρα, χρησιµοποι�ησουµε
την αρτι�οτητα της συν�αρτησης � ï	� ���^��Xx� και αναλ�υσουµε ταυτ�οχρονα και το ηµ�ιτονο � ï	� �&%;� σε �_Ò � Ê OÒ Ø � Ê ��XY� ° 	 � καταλ�ηγουµε µετ�α απ�ο ανασ�υνταξη των �ορων στο ακ�ολουθο ολοκλ�ηρωµαß � ä � n �9� í � � í n �' æ 	 [ 1�×Ø × 2 � Ú Ò �

� Û < Ú Ü Ì ç >´ � Ú OV1s×Ø × 2 � Ú Ò �
� Û < Ú Ø Ì ç >´ � Ú ] .

(83)

Τα δ�υο παραπ�ανω ολοκληρ£ωµατα δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο συναρτ�ησεις β�ηµατος των µη ολοκληρω-
τ�εων µετα1λητ£ων τους. Η διαπ�ιστωση αυτ�η µπορε�ι να γ�ινει ε�ιτε µε ολοκλ�ηρωση σε κλειστ�ες διαδροµ�ες
στο µιγαδικ�ο πεδ�ιο, ε�ιτε απλ�α παρατηρ£ωντας �οτι αν τα ολοκλ�ηρωµατα αυτ�α παραγωγιστο�υν ως προς
τις µη ολοκληρωτ�εες µετα1λητ�ες τους θα οδηγ�ησουν σε συναρτ�ησεις δ�ελτα. �Ετσιß � ä � n �9� í � � í n �' æ 	 °xæ 	´ K � � ä +M´ n �5O � � ä Op´ n �SN^� í � � í n �° ´ K � � ä +M´ n �RO � � ä OV´ n �SN�. (84)

Αν µελετ�ησουµε λ�ιγο την συµπεριφορ�α των δ�υο θ�ητα συναρτ�ησεων εντ�ος της αγκ�υλης θα δο�υµε �οτι
οι δ�υο λ�υσεις ε�ιναι οι ακ�ολουθες πολ�υ απλ�ες λ�υσεις : Ε�ιτε �xX ° ´ εντ�ος του µελλοντικο�υ “κ£ωνου δι�αδο-
σης σ�ηµατος στη χορδ�η” (

´ n ÷ ä ÷ O�´ n ) για n ù I
, ε�ιτε �xX ° ´ εντ�ος του παρελθοντικο�υ “κ£ωνου

δι�αδοσης σ�ηµατος στη χορδ�η” (
O�´ n ÷ ä ÷ ´ n ) για nÏú I

. Ας δο�υµε λ�ιγο τι κρ�υ1εται σε αυτ�η τη
λ�υση, που επαναλαµ1�ανουµε, αναπαριστ�α την εξ�ελιξη του κυµατισµο�υ στη χορδ�η αν αυτ�η διεγερθε�ι
τη χρονικ�η στιγµ�η n �ÎI στο σηµε�ιο ä �ÎI µε “στιγµια�ιο” τοπικ�α και χρονικ�α τρ�οπο (συν�αρτηση
δ�ελτα). Τι εννοο�υµε �οµως �οταν λ�εµε να “διεγερθε�ι” ; Η απ�αντηση δεν ε�ιναι η προφαν�ης, να π�αρουµε
και να τεντ£ωσουµε τη χορδ�η µε τον “δ�ελτα” τρ�οπο. Κ�ατι τ�ετοιο θα εισερχ�οταν ως αρχικ�η συνθ�ηκη
στην οµογεν�η εξ�ισωση (67). Η σωστ�η απ�αντηση ε�ιναι �οτι η λ�υση αυτ�η αντιστοιχε�ι στην στιγµια�ια εµφ�α-
νιση (ακολουθο�υµενη απ�ο εξαφ�ανιση) µιας χ�αντρας µε κατ�αλληλη µ�αζα στη θ�εση ä �gI

. Αυτ�ο τ£ωρα
µοι�αζει ακ�οµη πιο περ�ιεργο αφο�υ δεν περιµ�εναµε η παρουσ�ια της χ�αντρας και µ�ονο να δηµιουργε�ι
διαταραχ�ες κατ�α µ�ηκος της χορδ�ης. �Οµως, �ολα κρ�υ1ονται στην επιλογ�η του �ορου αλληλεπ�ιδρασης
στη Λαγκρανζιαν�η. Η δικ�η µας (η απλο�υστερη δυνατ�η, αλλ�α συν�αµα αυθα�ιρετη) επιλογ�η �ηταν τ�ετοια
£ωστε να οδηγε�ι σε κ�υµατα η παρουσ�ια και µ�ονο της χ�αντρας. Μ�αλιστα τα κ�υµατα απ�ο αυτ�η τη χ�α-
ντρα - φ�αντασµα �οπως ε�ιναι λογικ�ο κινο�υνται και προς τα δεξι�α και προς τα αριστερ�α εξαπλο�υµενα
µε την ταχ�υτητα δι�αδοσης των κυµ�ατων στη χορδ�η ως �οφειλαν εξαιτ�ιας της συµµετρ�ιας που παρουσι-
�αζει η αρχικ�η διαταραχ�η. Το δε πλ�ατος των κυµ�ατων ε�ιναι σταθερ�ο. Τ�ελος οι δ�υο διαφορετικ�ες λ�υσεις
ανταποκρ�ινονται σε διαφορετικ�ες ιστορ�ιες του συστ�ηµατος. Αυτ�η µε τον �ορο

� � n � αντιστοιχε�ι σε µια
�ηρεµη αρχικ�α χορδ�η, εν£ω η �αλλη σε µια χορδ�η µε αρχικ�η δι�εγερση τ�ετοια �οπως αυτ�η περιγρ�αφεται απ�ο
τα κ�υµατα, η οπο�ια αµ�εσως µετ�α την εµφ�ανιση - εξαφ�ανιση της χ�αντρας ηρεµε�ι αµ�εσως. Κατ� ουσ�ιαν,
η δε�υτερη λ�υση ε�ιναι ακρι1£ως η �ιδια µε την πρ£ωτη αρκε�ι να αντιστρ�εψει κανε�ις τη φορ�α του χρ�ονου
( nåD O n ) και εποµ�ενως εξ�ισου φυσικ�η, αφο�υ αν “πα�ιξει” κανε�ις το β�ιντεο της πρ£ωτης λ�υσης, που πε-
ριγρ�αφει κ�υµατα που δηµιουργο�υνται τη στιγµ�η n �#I και διαδ�ιδονται στη συν�εχεια κατ�α µ�ηκος της
χορδ�ης, αν�αποδα –κ�ατι που ε�ιναι απ�ολυτα σ�υµφωνο µε τους ν�οµους της νευτ£ωνειας µηχανικ�ης– θα
δει κ�υµατα να συγκλ�ινουν απ�ο τα �ακρα της χορδ�ης προς το σηµε�ιο ä �gI και µε το που σχηµατ�ιζουν

7Θα µπορο�υσε, κ�αλιστα, να επιλεγε�ι και µια �αλλη πιο περ�ιεργη διαδροµ�η, για παρ�αδειγµα π�ανω απ�ο τον θετικ�ο π�ολο
και κ�ατω απ�ο τον αρνητικ�ο π�ολο.
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µια ισχυρ�η διαταραχ�η στο σηµε�ιο αυτ�ο τη στιγµ�η n �JI η στιγµια�ια παρουσ�ια της χ�αντρας εξαφαν�ιζει
πλ�ηρως αυτ�η τη διαταραχ�η και η χορδ�η επαν�ερχεται στην κατασταση ισορροπ�ιας.
Ας επαν�ελθουµε τ£ωρα στο φυσικ�ο µας πρ�ο1ληµα που αφορ�α την αλληλεπ�ιδραση της συνεχ£ως υπαρ-

κτ�ης και µ�αλιστα κινο�υµενης χ�αντρας. �Οπως ε�ιπαµε η λ�υση που περιγρ�αφει τη διαταραχ�η της χορδ�ης
θα ε�ιναι αυτ�η που δ�ιδεται απ�ο τη σχ�εση (70)
 �(O ��8´ 1 ×Ø × 24� � 1 ×Ø × 24� � �b��� � O��R��� � ��� í(� � í ����O�� � ���° ´ K � ���¢O�� � +M´@�ROV´@� � �RO � ���ãO�� � OV´@�B+M´@� � �SNÂ. (85)
Ποια συν�αρτηση Green θα επιλ�εξουµε να χρησιµοποι�ησουµε εδ£ω ; ΧΧΧΧΧ Η απ�αντηση εξαρτ�αται
απ�ο το ποιο φυσικ�ο πρ�ο1ληµα �εχουµε να επιλ�υσουµε. �Εστω �οτι �εχουµε το στατικ�ο πρ�ο1ληµα που
µελετ�ησαµε στην αρχ�η. Η χ�αντρα βρ�ισκεται συνεχ£ως στη θ�εση �R�����/�å��Ú . Το πεδ�ιο θα ε�ιναι τ�οτε
 � O �° �8´ ! 1 Ì ëØ × 2$�_´@� � � K � ���¢O���Ú�+M´@�ROV´@� � �RO � ���¢O���ÚVOV´@�B+M´@� � �SN� O �° �8´ ! K ´@��O Þ �ãO���Ú Þ OJ��O*)k�SN�. (86)

Η τελευτα�ια �εκφραση εξ�ηχθη υπολογ�ιζοντας το δι�αστηµα των � � που οδηγο�υν σε θετικ�η τιµ�η το �ορι-
σµα των συναρτ�ησεων

�
. Το �απειρο που εµφαν�ιστηκε στην παραπ�ανω �εκφραση µπορε�ι να φα�ινεται

προ1ληµατικ�ο αλλ�α δεν ε�ιναι. Μπορε�ι κανε�ις να το αγνο�ησει σαν να �ηταν µια σταθερ�α η οπο�ια δεν
οδηγε�ι σε διαφορετικ�α φυσικ�α αποτελ�εσµατα. Ε�ιναι ακρι1£ως σαν τη αυθα�ιρετη σταθερ�α που µπορε�ι
κανε�ις να προσθ�εσει σε µια συν�αρτηση δυναµικο�υ χωρ�ις να αλλ�αξει τη δ�υναµη που αυτ�ο συνεπ�αγεται.
Παρατηρο�υµε �οτι η χωρικ�η εξ�αρτηση ε�ιναι ακρι1£ως αυτ�η που ε�ιχαµε αρχικ�α υπολογ�ισει για µια στα-
τικ�η κατ�ασταση. Η δε χρονικ�η εξ�αρτηση, αν και ανευ φυσικ�ης σηµασ�ιας αφο�υ αλλ�αζει συνολικ�α την
τιµ�η του πεδ�ιου σε ολ�οκληρη τη χορδ�η, σχετ�ιζεται µε το �οτι η πληροφορ�ια περ�ι �υπαρξης της χ�αντρας
και αν�αλογης διαµ�ορφωσης του πεδ�ιου µεταδ�ιδεται κατ�α µ�ηκος της χορδ�ης µε ταχ�υτητα αυτ�η της δι�α-
δοσης των κυµ�ατων ´ . �Ετσι, αν για παρ�αδειγµα τοποθετο�υσαµε τη χ�αντρα στη χορδ�η τη στιγµ�η �/�JI ,
η ολοκλ�ηρωση ως προς 24� � θα αρχιζε �οχι απ�ο το O*) αλλ�α απ�ο το 0. Στην περ�ιπτωση αυτ�η αν υπο-
λογ�ισουµε τα διαστ�ηµατα �οπου τα ορ�ισµατα των

�
ε�ιναι θετικ�α θα �εχουµε
 �¯O �° �8´ !(+ Ib� για ´@� ú Þ �¢O���Ú Þ �´@�RO Þ �¢O���Ú Þ � για ´@� ù Þ �¢O���Ú Þ � (87)

δηλαδ�η το πεδ�ιο πα�ιρνει την προηγο�υµενη µορφ�η του εντ�ος της περιοχ�ης που �εχει προλ�α1ει να διαδο-
θε�ι η πληροφορ�ια περ�ι �υπαρξης χ�ανδρας, εν£ω ε�ιναι µηδενικ�ο �εξω απ�ο την περιοχ�η αυτ�η (ακ�οµη εκε�ι
αγνοε�ιται η �υπαρξη της χ�αντρας).
Ας δοκιµ�ασουµε τ£ωρα το πεδ�ιο µιας χ�αντρας που κινε�ιται µε σταθερ�η ταχ�υτητα. Για να κινε�ιται

η χ�αντρα µε σταθερ�η ταχ�υτητα θα πρ�επει η κλ�ιση του πεδ�ιου δεξι�α και αριστερ�α απ�ο τη χ�αντρα να
ε�ιναι η �ιδια. �Εστω �οτι η θ�εση της χ�αντρας σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η ε�ιναι ��ÚÝ��� � �o�-,7� � (µε , ù I ). Το
�ορισµα της πρ£ωτης

�
ε�ιναι θετικ�ο εφ�οσον�¢O.,7� � +M´@�ROp´@� � ù I�uÎ� � ú � +M´@�,Â+M´ (88)

�Ετσι το ολοκλ�ηρωµα της πρ£ωτης
�
δ�ινει

ð6ï	� K ���x���Q+V´@����XY��,�+p´©�SNYOå��O*)k�
. Ας αγνο�ησουµε το �απειρο

ως µη �εχον ιδια�ιτερη φυσικ�η σηµασ�ια. Το �ορισµα της δε�υτερης
�
θα ε�ιναι θετικ�ο εφ�οσον�¢O.,7� � OV´@�B+M´@� � ù I�u + � � ú  Ø Ì ë/ Ø Ì � για , ù ´L�� � ù Ø �Ü Ì ëÌ Ø / � για , ú ´L. (89)

�Ετσι, το ολοκλ�ηρωµα της δε�υτερης
�
δ�ινει

ð6ï	� K ���x���ÝO�´@����XY��,&O�´©�SNZO���O*)k�
, �οταν , ù ´ και ð10�2 K Ib����O��OL� +M´@����XY�_´�O3,b�SN

, �οταν , ú ´ .
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Συνοψ�ιζοντας, για , ù ´ (�οταν δηλαδ�η η χ�αντρα τρ�εχει γρηγορ�οτερα απ�ο την ταχ�υτητα δι�αδοσης
των κυµατικ£ων διαταραχ£ων)
 � O �° �8´ ! [ ð6ï	� T ��� �,+M´@�,Â+M´ W O ð6ï	� T ��� �ãOp´@�,�OV´ W ]� O �° �8´ ! [ ´@�B+ ð6ï	� K ����,7�SN,Â+M´ O O�´@�B+ ð6ï	� K ����,7�SN,�Op´ ]� O �° �8´ ! ° ´, ! OV´ ! ��,7�RO ð6ï	� K ����,7�SN��� ��8´ + Ib� για � ù ,7�/��/�4 Ø Ì 4 ���ãO3,7����� για � ú ,7�/. (90)

Το περ�ιεργο αυτ�ο αποτ�ελεσµα ε�ιναι αναµεν�οµενο, αφο�υ η χ�αντρα τρ�εχει τ�οσο γρ�ηγορα£ωστε µπροστ�α
απ�ο αυτ�ην δεν πλολα1α�ινει να φτ�ασει καµι�α κυµατικ�η πληροφορ�ια. �Ετσι το πεδ�ιο µποροστ�α της
παραµ�ενει µηδενικ�ο. Η διαφορετικ�η χωρικ�η κλ�ιση µπροστ�α και π�ισω απ�ο τη χ�αντρα σηµα�ινει �οτι δεν
ε�ιναι δυνατ�ο να κινε�ιται αυτ�η ισοταχ£ως χωρ�ις εξωτερικ�η επ�εµ1αση. Η επιτ�αχυνση της χ�αντρας θα
ε�ιναι αρνητικ�η και η χ�αντρα θα �εχει την τ�αση να φρεν�αρει. Για να ε�ιναι η λ�υση που περιγρ�αψαµε
ακρι1�ης θα πρ�επει να ασκο�υµε στη χ�αντρα σταθερ�η θετικ�η δ�υναµη και �ιση µε5 � �}!° �8´Z��, ! Op´ ! � � (91)

σ�υµφωνα µε τη σχ�εση (66), αφο�υ τ�οση δ�υναµη ασκε�ιται στο π�ισω µ�ερος της χ�αντρας απ�ο το πεδ�ιο.
Το πεδ�ιο που δηµιουργε�ιται απ�ο την ταχ�εως κινο�υµενη χ�ανδρα ε�ιναι αν�αλογο µε την ακτινο1ολ�ια
Cherenkov που ασκε�ιται σε �ενα φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο �οταν ταξιδε�υει µ�εσα σε �ενα µ�εσο γρηγορ�οτερα
απ�ο την ταχ�υτητα του φωτ�ος στο µ�εσο αυτ�ο. Τ�ελος, αν η ταχ�υτητα της χ�ανδρας ε�ιναι µικρ�οτερη απ�ο
την ταχ�υτητα δι�αδοσης των διαταραχ£ων ( , ú ´ )
 � O �° �8´ ! [ ð6ï	� T ��� �,+M´@�6,+M´ W OJ��O*)k�RO ð10�2 T Ib���RO OL� +M´@�´�O.6 W ]� O �° �8´ ! [ ´@�B+ ð6ï	� K ����6��SN6,+M´ O OL��6,+ ð10�2 K ����6��SN´�O.6 Oå��O*)k� ]� O �° �8´ !7+ Ì ë Ø Ì Ø � � για � ù 6��Ì ë ÜbÌ Ü � � για � ú 6�� +8) .

(92)

Το �απειρο που εµφαν�ιζεται και σε αυτ�η την περ�ιπτωση µπορε�ι να αγνοηθε�ι ως µη �εχον ιδια�ιτερη φυ-
σικ�η σηµασ�ια. Επιπλ�εον, η διαφορετικ�η χωρικ�η κλ�ιση δεξι�α και αριστερ�α απ�ο τη χ�ανδρα συνεπ�αγεται
ανισοµερ�η δρ�αση δ�υναµης στη χ�ανδρα. Και σε αυτ�η την περ�ιπτωση θα πρ�επει να ασκε�ιται στη χ�ανδρα
µια εξωτερικ�η δ�υναµη προς τα δεξι�α για να καταφ�ερει αυτ�η να κινε�ιται µε σταθερ�η ταχ�υτητα, ειδ�αλως
θα επι1ραδυνθε�ι απ�ο το πεδ�ιο που ακτινο1ολε�ι η �ιδια και στο τ�ελος θα σταµατ�ησει. Η δ�υναµη που θα
πρ�επει να ασκηθε�ι εξωτερικ�α ε�ιναι 5 � 6��}!° �8´ ! �_´ ! O.6 ! � . (93)

Προτο�υ κλε�ισουµε το εδ�αφιο αυτ�ο ας αναλογιστο�υµε τι θα συν�ε1αινε αν υπ�ηρχαν δ�υο χ�αντρες στη
χορδ�η µε αντ�ιστοιχα φορτ�ια αλληλεπ�ιδρασης � � �?� ! . Τ�οτε το πεδ�ιο θα ε�ιχε τη µορφ�η της γραµµικ�ης
επαλληλ�ιας των δ�υο πεδ�ιων που θα δηµιουργο�υσε απ�ο µ�ονη της η κ�αθε χ�ανδρα. �Εστω, για ευκολ�ια,
�οτι οι χ�ανδρες ε�ιναι ακ�ινητες στις θ�εσεις � � ��� ! . Το πεδ�ιο θα ε�ιναι
 � �° �8´ ! �U� � Þ �¢O�� � Þ +M� ! Þ �¢O�� ! Þ �9. (94)

Στην παραπ�ανω �εκφραση αγνο�ηθηκε οποιαδ�ηποτε χρονοεξ�αρτηση η οπο�ια µας δ�ινει πληροφορ�ιες
σχετικ�α µε το επ�ι π�οσο χρ�ονο υπ�αρχουν οι χ�ανδρες για να διαµορφ£ωσουν το πεδ�ιο, αλλ�α η οπο�ια δεν
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�εχει καµ�ια δυναµικ�η σηµασ�ια. Η πρ£ωτη χ�ανδρα θα αισθ�ανεται δ�υναµη �οσο η κλ�ιση του πεδ�ιου στη
θ�εση αυτ�ης επ�ι το φορτ�ιο � � . Η κλ�ιση του πεδ�ιου στη θ�εση αυτ�ης οφε�ιλεται αφεν�ος µεν στον εαυτ�ο της
(µε συµµετρικ�ο τρ�οπο) και αφετ�ερου στην �αλλη χ�ανδρα. �Ετσι η µοναδικ�η συνεισφορ�α στη δ�υναµη
ε�ιναι εξαιτ�ιας της �αλλης χ�ανδρας5 �:9 ! �(O&� � � !° �8´ ! 2 Þ �¢O�� ! Þ24� ;;;; =< � � � � !° �8´ ! Þ � ! O�� � Þ� ! O�� � . (95)

Με �αλλα λ�ογια τα δ�υο φορτ�ια �ελκονται αν ε�ιναι οµ£ωνυµα (�η απωθο�υνται αν ε�ιναι ετερ£ωνυµα) µε δ�υ-
ναµη αν�αλογη του γινοµ�ενου των δ�υο φορτ�ιων, ανεξ�αρτητα απ�ο την απ�οσταση που τα εν£ωνει και µε
µια σταθερ�α �ελξης που συνδ�εεται µε τα χαρακτηριστικ�α της χορδ�ης.
Η πεδιο-σωµατιδιακ�η περιγραφ�η που κατασκευ�ασαµε ε�ιναι µια καθαρ�α κλασικ�η µη σχετικιστικ�η

περιγραφ�η µιας θεωρ�ιας για τη βαρ�υτητα σε µια δι�ασταση. Πρ�αγµατι, το αντ�ιστοιχο της νευτ£ωνειας
βαρ�υτητας σε µια δι�ασταση �εχει τα χαρακτηριστικ�α που βρ�ηκαµε παραπ�ανω, µ�ονο που επιπλ�εον η
θεωρ�ια µας ε�ιναι πιο πλο�υσια αφο�υ επιτρ�επει στις πεδιακ�ες διαταραχ�ες να διαδ�ιδονται µε πεπερα-
σµ�ενη ταχ�υτητα και να υπ�αρχει ακτινο1ολ�ια (δηµιουργο�υµενο πεδ�ιο) �οταν τα σωµατ�ιδια τιθενται σε
κ�ινηση.

7 Ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο

8 Γενικ�η σχετικ�οτητα
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