Μηχανική Μεταπτυχιακού

Π έτρος Ιωάννου & Θεοχάρης Αποστολάτος

ΚΙΝΗΣΗ ΕΝΟΣ ΝΟΜΙΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ΟΡΙΖΟΝΤΙΟ ΕΠΙΠΕΔΟ

ΙΙ. Μελέτη κυκλικής κίνησης του νομίσματος
Μια δεύτερη απλή λύση δίνεται από την κίνηση που προκύπτει για σταθερή τιμή του 
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, και κατάλληλα επιλεγμένες αλλά σταθερές τιμές 
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. Το νόμισμα  δηλαδή κινείται με το επίπεδό του να παρουσιάζει σταθερή κλίση με το δάπεδο, και κυλιόμενο με σταθερή γωνιακή ταχύτητα διαγράφει όπως θα δούμε ένα κύκλο. Θα μελετήσουμε τα χαρακτηριστικά της κυκλικής αυτής κίνησης καθώς επίσης και την ευστάθειά της. Εύκολα διαπιστώνεται ότι οι (1) και (2) εξισώσεις κίνησης ικανοπιούνται αμέσως από την απαίτηση 
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. Η (3) απαιτεί οι σταθερές τιμές να συνδέονται με την εξίσωση:
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(Α)
η οποία προσδιορίζει  τις δύο επιτρεπόμενες γωνιακές ταχύτητες 
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 για δεδομένη κλίση 
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 και γωνιακή ταχύτητα 
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Στην περίπτωση 
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 το επίπεδο του νομίσματος είναι κατακόρυφο και η (Α) απαιτεί να είναι 
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. Αν 
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 το νόμισμα περιστρέφεται γύρω από την κατακόρυφο διάμετρο χωρίς να κινείται. Αν 
[image: image12.wmf]0

0

=

W

 το νόμισμα κυλάει σε ευθεία γραμμή με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 
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. Την περίπτωση αυτή την αναλύσαμε στο προηγούμενο εδάφιο.  Ας θεωρήσουμε τώρα ότι 
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, η γωνιακή ταχύτητα θα είναι:
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(Β)
Από τη σχέση αυτή είναι σχετικά  εύκολο να δείτε ότι 
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]0
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Θα δείξουμε ότι πράγματι το νόμισμα διαγράφει κύκλο. Επειδή όπως βρήκαμε προηγουμένως  η ταχύτητα του κέντρου μάζας  στο αδρανειακό σύστημα είναι:
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η ταχύτητα του κέντρου μάζας είναι:
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και ολοκληρώνοντας  προσδιορίζεται  η θέση του κέντρου μάζας:
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Το κέντρο μάζας εκτελεί δηλαδή κυκλική κίνηση  ακτίνας  
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Την ακτίνα θα μπορούσαμε και αμέσως να τη προσδιορίσουμε. Το κέντρο μάζας ως προς το σημείο επαφής του νομίσματος με το δάπεδο έχει ταχύτητα 
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 (δεδομένου ότι 
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 και εφόσον το κέντρο μάζας διαγράφει κύκλο με γωνιακή ταχύτητα 
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 θα πρέπει να  είναι ίση με την 
[image: image31.wmf]0

W

R

 , όπου 
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 η άγνωστη ακτίνα του κύκλου.

Η κίνηση του κέντρου μάζας στο επίπεδο μπορεί να γραφεί καλύτερα (με κατάλληλη επιλογή του σημείου (0,0) ) ως
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όπου το μοναδιαίο διάνυσμα 
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, είναι στην κατεύθυνση της προβολής του 
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 στο επίπεδο (βλ. σχήμα παρακάτω. Υπενθυμίζουμε ότι τα 
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 είναι τα μοναδιαία διανύσματα του ακλόνητου αδρανειακού συστήματος στο επίπεδο που έχει την ιδιότητα στην  αρχική χρονική στιγμή το 
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 να συμπίπτει με το 
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Στη μορφή αυτή η θέση του σημείου επαφής στο επίπεδο προκύπτει αμέσως. Είναι:
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όπου 
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 είναι μια θετική ποσότητα, όπως είδαμε παραπάνω στο (Γ). Αν ορίσουμε την ακτίνα του κύκλου που εκτελεί το κέντρο μάζας ως  
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,  τότε θα έχουμε τη σχέση 
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Εάν 
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 τότε το κέντρο μάζας και το σημείο επαφής βρίσκονται από τη ίδια μεριά και το κέντρο περιστροφής είναι μακρύτερα από το κέντρο μάζας από ότι το σημείο επαφής. Εάν 
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  τότε το κεντρο περιστροφής είναι μεταξύ του κέντρου μάζας και του σημείου περιστροφής.

Κάνουμε αυτή την ανάλυση διότι θέλουμε να χαρακτηρίσουμε τις δύο ρίζες της (Β).  Είναι εύκολο να διαπιστώσετε ότι σε κάθε περίπτωση (είτε 
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)  υπάρχει ένα θετικό και ένα αρνητικό 
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, και το θετικό είναι πάντα μεγαλύτερο σε μέγεθος.  Η λύση με το αρνητικό 
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 που σχετίζεται με το μικρό κύκλο δεν αναμενόταν από την δική μας τουλάχιστον διαίσθηση. Θα δούμε στη συνέχεια ότι είναι δύσκολο να διατηρήσει κανείς αυτή τη κίνηση διότι το νόμισμα θα ολισθήσει σε αυτή τη περίπτωση. 

Εάν αντικαταστήσουμε το 
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 στην (Α) έχουμε 


[image: image52.wmf]0

0

0

0

2

0

cos

)

1

(

)

1

2

(

cot

)

1

2

(

cos

cot

q

q

q

q

a

k

r

k

g

b

k

ka

g

+

-

+

=

+

+

=

W


Απαιτείται για να έχουμε πραγματικές ρίζες το 
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. Αμέσως αποδεικνύεται ότι δεν μπορούν να υπάρχουν λύσεις για 
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 διότι  τότε επειδή το 
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 ο παρανομαστής είναι θετικός, και ο αριθμητής αρνητικός.  Αναγκαστικά λοιπόν θα είναι 
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Η παρατήρηση αυτή είναι κλειδί για να αντιληφθούμε τι συμβαίνει για  
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Μια ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι αυτή κατά την οποία το κέντρο μάζας του δίσκου είναι ακίνητο. Σε αυτή την περίπτωση επειδή 
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 και συνεπώς η (Α) προσδιορίζει τη γωνιακή ταχύτητα


[image: image63.wmf]0

2

0

sin

q

ak

g

=

W

.

Αυτή η περίπτωση είναι ιδιατέρως απλή διότι η γωνιακή ταχύτητα είναι απλώς 
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 δηλαδή το νόμισμα περιστρέφεται γύρω από τη διάμετρο η οποία περνά από το σημείο επαφής. Αυτό αναμενόταν διότι το σημείο επαφής είναι ακίνητο, το κέντρο μάζας έχει επίσης υποτεθεί ακίνητο, και συνεπώς όλη η διάμετρος  που περνά από το σημείο επαφής είναι στιγμιαία ακίνητη, που σημαίνει ότι το νόμισμα περιστρέφεται περί αυτήν, και συνεπώς η γωνιακή ταχύτητα είναι στη διεύθυνσή της.

Η περίπτωση κατά την οποία το νόμισμα εκτελεί κυκλική κίνηση με το κέντρο μάζας ακίνητο μπορεί να αντιμετωπισθεί πιό απλά. Παραθετούμε μια απλή ανάλυση του προβλήματος σε αυτή τη περίπτωση. Επειδή η διάμετρος που περνά από το σημείο επαφής είναι ο στιγμιαίος άξονας περιστροφής η σταθερή κατά μέτρο γωνιακή ταχύτητα, 
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Επειδή  το κέντρο μάζας είναι ακίνητο η  δύναμη που ασκείται από το δάπεδο στο νόμισμα πρέπει να είναι ίση με τη δύναμη της βαρύτητας, ώστε η επιτάχυνση του κέντρου μάζας να είναι μηδενική. Επειδή  
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όπου 
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Εξ αυτού συνάγεται ότι η στροφορμή μαζί με το νόμισμα περιστρέφονται περί τον κατακόρυφο άξονα με γωνιακή ταχύτητα  
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 είναι η γωνιακή ταχύτητα 
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 και από τη προγενέστερη ανάλυση δείξαμε ότι 
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όπως και προηγουμένως.

Όπως το 
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, η γωνιακή ταχύτητα του σημείου επαφής γίνεται πολύ μεγάλη, μεγαλώνει με ρυθμό 
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, και ακούεται ως αποτέλεσμα ένας ολοένα και πιο υψίσυχνος ήχος που διεγείρεται από τη γρήγορη κίνηση του σημείου επαφής του νομίσματος, καθώς η κλίση του νομίσματος, εξαιτίας τριβών, μικραίνει. Συγχρόνως, όπως  
[image: image82.wmf]0

0

®

q

 η ολική γωνιακή ταχύτητα του νομίσματος μικραίνει 
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 και αν βλέπαμε την πρόσοψη του νομίσματος από πάνω θα τη βλέπαμε να περιστρέφεται με γωνιακή ταχύτητα  
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, δηλαδή ενώ το σημείο επαφής περιστρέφεται στο όριο 
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 με άπειρη ταχύτητα  το πρόσωπο του νομίσματος παραμένει ακίνητο! Είναι εύκολο να το διαπιστώσετε εκτελώντας το πείραμα.

ΙΙΙ. Ολίσθηση για μικρές γωνίες - Τάση περιστροφής του νομίσματος με ακίνητο το κέντρο μάζας

Υπολογίζουμε την προβολή της επιτάχυνσης του κέντρου μάζας στο επίπεδο του δαπέδου.
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όπου το διάνυσμα  
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 προσδιορίζει το διάνυσμα θέσης του κέντρου μάζας ως προς το κέντρο περιστροφής. Η απαραίτητη οριζόντια δύναμη ώστε να εκτελεί το ΚΜ αυτή την κίνηση θα πρέπει να είναι:
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Η δύναμη αυτή προέρχεται από τη στατική τριβή η οποία ασκείται στο σημείο επαφής, η οποία θα είναι κατα μέτρο 
[image: image89.wmf]mg

m

. Έτσι για να αποφευχθεί η ολίσθηση θα πρέπει  να είναι


[image: image90.wmf]g

b

2

0

|

|

W

³

m

,         


             (ΙΙΙ.1)

αλλοίωτικα η δύναμη της τριβής δεν είναι ικανή να συγκρατήσει το νόμισμα στην κυκλική του κίνηση και το νόμισμα ολισθαίνει στην κατεύθυνση αντίθετα στο διάνυσμα  
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. Δηλαδή όταν το νόμισμα ολισθαίνει τείνει να μειώσει την ακτίνα περιστροφής του κέντρου μάζας. Εάν αντικατασταστήσουμε την εκφραση 
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που σημαίνει ότι όταν 
[image: image94.wmf]0

0

®

q

,  η μόνη συμβατή με την συνθήκη της μη ολίσθησης κατάσταση είναι το 
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 έτσι ώστε το νόμισμα να καταλήγει στην κατάσταση 
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 που συζητήσαμε στο προηγούμενο εδάφιο, δίχως να εμφανιστεί σε κανένα σημείο ολίσθηση. 

Επειδή όταν 
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 (θεωρήσαμε αυθαίρετα ότι μ=2/3) οι αρνητικές λύσεις του 
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 δεν είναι πραγματοποιήσιμες. Καταλαβαίνουμε έτσι για πιο λόγο διαισθητικά δεν αναμέναμε να υπάρχουν.

Μόλις με την ολίσθηση το 
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 γίνει μηδέν, τότε περιέργως δεν απαιτείται καμμία τριβή για να περιστρέφεται το νόμισμα χωρίς ολίσθηση, διότι τότε όπως είδαμε η δύναμη της αντίδρασης είναι αναγκαστικά κάθετη και ίση με το βάρος του νομίσματος.
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