
Το σχ�ηµα µιας αλυσ�ιδας εντ�ος του βαρυτικο�υ πεδ�ιου

�Εστω ���������
	 το σχ�ηµα εν�ος ε�υκαµπτου οµογενο�υς ν�ηµατος συνολικο�υ µ�ηκους � το οπο�ιο αναρ-
τ�αται απ�ο δ�υο σηµε�ια στο �ιδιο οριζ�οντιο σηµε�ιο τα οπο�ια απ�εχουν µεταξ�υ τους απ�οσταση ��
 . Ζητ�αµε
να βρο�υµε το σχ�ηµα αυτ�ο απ�ο την απα�ιτηση η δυναµικ�η εν�εργεια του ν�ηµατος να ε�ιναι η ελ�αχιστη
δυνατ�η. Αν δεν �ηταν το ν�ηµα θα �αλλαζε σχ�ηµα προκειµ�ενου να “π�εσει” ακ�οµη χαµηλ�οτερα.
Η δυναµικ�η εν�εργεια θα ε�ιναι ��� �������������� ���� (1)

�οπου �� το στοιχει£ωδες τµ�ηµα του ν�ηµατος και � η γραµµικ�η του πυκν�οτητα. Ο δεσµ�ος του µ�ηκους
επι1�αλλει � �� �� !� �#" (2)

Επειδ�η το ολοκλ�ηρωµα αυτ�ο δεν �εχει τ�ετοια µορφ�η £ωστε να �εχει εξ�αρτηση απ�ο το � �η κ�αποιου ε�ιδους
παρ�αγωγο του � , µπορο�υµε να αλλ�αξουµε το στοιχε�ιο ολοκλ�ηρωσης απ�ο �� σε�$�&% ' �(��$�*)!+-,/. "
Χρησιµοποι£ωντας λοιπ�ον πολλαπλασιαστ�η Lagrange για να συµπεριλ�α1ουµε το δεσµ�ο µας αρκε�ι να
αναζητ�ησουµε ακρ�οτατα της0��� �1���
	32345�����76589 8 �$�-�:�
����;<4�	>= ��? + ,/. �$� , 4 �#" (3)

Κατασκευ�αζοντας τις αντ�ιστοιχες εξισ£ωσεις Euler-Lagrange θα �εχουµε την εξ�ισωση του δεσµο�υ ως
προς 4 εν£ω ως προς � τη διαφορικ�η εξ�ισωση�
�@= ��? + ,/. ; ��$�BA �:�
���C;<4�	D� ?E ��? + ,/.GF �IH " (4)

Αν θυµηθο�υµε �οτι
E ��? + ,/. �J�� LK��$� , η παραπ�ανω εξ�ισωση πα�ιρνει τη µορφ�η�
���� M�I�&NO�:�
���C;<4�	 �(��� 5P�Q �
�5 !�R�:�
���C;<4�	 �(��� *SSSS T� (5)

�οπου το αρχικ�ο σηµε�ιο µ�ετρησης των µηκ£ων κατ�α µ�ηκος του ν�ηµατος θεωρε�ιται αυθα�ιρετο.
Μια παρατ�ηρηση : Στο σηµε�ιο αυτ�ο αξ�ιζει να σηµει£ωσουµε �οτι ο πολαπλασιαστ�ης Lagrange 4

οφε�ιλει να ε�ιναι σταθερ�ος αριθµ�ος. Η ιδι�οτητα αυτ�η οφε�ιλεται κατ� ουσ�ιαν στο �οτι �εχουµε να κ�ανουµε
µε �ενα πρ�ο1ληµα καθορισµο�υ µ�ιας µ�ονο συν�αρτησης η οπο�ια ικανοποιε�ι κ�αποιο δεσµ�ο, αφο�υ η αντ�ι-
στοιχη εξ�ισωση Euler-Lagrange θα καταλ�ηξει να π�αρει τη µορφ�η : µια συν�αρτηση = πολλαπλ�ασιο κ�α-
ποιας �αλλης. ∆εν µπορε�ι τ�οτε παρ�α ο συντελεστ�ης αναλογ�ιας να ε�ιναι σταθερ�ος αριθµ�ος. Αν �οµως ε�ι-
χαµε να κ�ανουµε µε περισσ�οτερες συναρτ�ησεις (τις συντεταγµ�ενες της Λαγκρανζιαν�ης) οι οπο�ιες υπ�ο-
κεινται σε κ�αποιο δεσµ�ο τ�οτε θα ε�ιχαµε τις εξισ£ωσεις Euler-Lagrange να �εχουν συνιστ£ωσες αν�αλογες
των συνιστωσ£ων κ�αποιων �αλλων συναρτ�ησεων (αν επρ�οκειτο για δεσµ�ο µε τη µορφ�η συν�αρτησης) �η
κ�αποιων �αλλων εξισ£ωσεων Euler-Lagrange (αν επρ�οκειτο για κ�αποιο ολοκληρωτικ�ο δεσµ�ο). Η αναλο-
γ�ια των συνιστωσ£ων θα µπορο�υσε τ�οτε να �εχει ν�οηµα και µε συντελεστ�η αναλογ�ιας εξαρτ£ωµενο απ�ο
τη µετα1λητ�η της ολοκλ�ηρωσης (το χρ�ονο για Λαγκρανζιαν�ες φυσικ£ων συστηµ�ατων).
Η τελευτα�ια αυτ�η σχ�εση ολοκληρ£ωνεται αµ�εσως ως ακολο�υθως :���U V;� � 	 + �I���:��;W� � 	 + (6)
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�οπου  � �B;X�:�X;Y� � 	Z�[�(�5K��� L	]\
TU^
� και � � ��4�K5�:�
�5	

. Η παραπ�ανω εξ�ισωση συνεπ�αγεται�U _;< � 	 + ;J�:��;Y� � 	 + �I`ba + (7)

�οπου a κ�αποιος θετικ�ος πραγµατικ�ος αριθµ�ος (σταθερ�ος). Πιθαν£ως να παρασυρθε�ι κανε�ις και να
επιλ�εξει το θετικ�ο πρ�οσηµο δεδοµ�ενου �οτι το µ�ηκος εν�ος απειροστο�υ κοµµατιο�υ του ν�ηµατος ε�ιναι
µεγαλ�υτερο απ�ο την κατακ�ορυφη προ1ολ�η του (πυθαγ�ορειο θε£ωρηµα). �Οµως, θα πρ�επει να ε�ιναι
κανε�ις πιο προσεκτικ�ος αφο�υ αυτ�ο που ισχ�υει ε�ιναι �οτι�� bcJ�(�
και εποµ�ενως �U _;� � 	edf�:��;Y� � 	
�ετσι £ωστε �� b�U _;< � 	g�I�(�h�:��;W� � 	 "
Συνεπ£ως το πρ�οσηµο της σχ�εσης (7) ε�ιναι αρνητικ�ο και µπορο�υµε χωρ�ις βλ�α1η της γενικ�οτητας να
γρ�αψουµε  _;� � �Iajilknm5op�Uq
	r2-��;Y� � �JatsZu$ilov�Uq
	 "
Επιπλ�εον επειδ�η �[�� L	 + ;/�[�(�5	 + �R�[�$�
	 + ,�$�w�IaC��q �η qx�R���
K�a�	 , q �
Συνεπ£ως η ζητο�υµενη λ�υση θα ε�ιναι�1���
	r�/� � , atsZu$ilov���
K�a , q � 	 " (8)

Με δεδοµ�ενες τις συνοριακ�ες συνθ�ηκες �1�D; 
 	r�/�1� 
 	g�IH θα πρ�επει� � , ajsZu$ilov�D; 
 K�a , q � 	r�/� � , atsZu$ilov� 
 K�a , q � 	g�IH
Η συνθ�ηκη αυτ�η, απ�ο την ιδι�οτητα αν \ �1yL\{z|\ � + \ τ�οτε sZu$iloV�1y}zIsZu$ilo_� + , συνεπ�αγεται και �οτι q � �~H
και συνεπ£ως � � �f;!atsZu$ilov� 
 K�a�	 . Τ�ελος, ο δεσµ�ος του συνολικο�υ µ�ηκους συνεπ�αγεται� ��� 6589 8 �$� E .�, �[�(�5K��$�
	 + ��� 6589 8 �$�!sZu$ilov���
K�a�	r�Jah�:ilknm5op� 
 K�a�	-;Yilknm5o@�D; 
 K�a�	l	r� � ajilknm5op� 
 K�a�	 "
Η σχ�εση αυτ�η προσδιορ�ιζει την τιµ�η του a .
Εναλλακτικ�η κατασκευ�η : �Οπως πρ�οτεινε �ενας φοιτητ�ης στο µ�αθηµα θα µπορο�υσε κανε�ις να

χρησιµοποι�ησει ως µετα1λητ�η της ολοκλ�ηρωσης το �ιδιο το  , χωρ�ις να καταφ�υγει στο � , µ�ονο που τ�οτε
δεν �εχει ν�ηµα να χρησιµοποι�ησει κανε�ις το δεσµ�ο για το  αφο�υ αυτ�ο καθορ�ιζεται στην αρχ�η τουHamil-
ton, ε�ιναι απλ£ως το �ανω �οριο της ολοκλ�ηρωσης. Ο δεσµ�ος σε αυτ�η την περ�ιπτωση µεταφ�ερεται στην
συντεταγµ�ενη, που ως τ�ετοια θα µπορο�υσαµε να χρησιµοποι�ησουµε το � για το οπο�ιο γνωρ�ιζουµε �οτι
εκτε�ινεται απ�ο ; 
 �εως , 
 (η χρ�ηση της συντεταγµ�ενης � ε�ιναι εξ�ισου καλ�η παρ�ολο που τα ακρα�ια
σηµε�ια αυτ�ης ε�ιναι το �ιδιο σηµε�ιο �w�fH

). �Ετσι θα µπορο�υσαµε ως Λαγκρανζιαν�η του εν λ�ογω προ-
1λ�ηµατος να θεωρ�ησουµε την� �J�
���1�U L	p;<4 �$��� �J�
���1�U L	p;<4-% . ; ' �(��� {)!+ " (9)

�Η εξ�ισωση Euler - Lagrange ε�ιναι και π�αλι�
��;<4 ��� �(�5K��� = . ;f�>�#��
T
� + Q �
���I4 ��� �(��$� " (10)
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Η σχ�εση αυτ�η ολοκληρ£ωνεται ε�υκολα και δ�ινει�
�1�U V;� � 	r�I4 �(��$� "
Αυτ�η ολοκληρ£ωνεται �αλλη µια φορ�α αν ξαναγραφε�ι το δεξ�ι µ�ελος ως συν�αρτηση του �(�5K��� . Πρ�αγµατι�
�1�U V;< � 	4 � �(�5K��� E . ;J�[�(�5K��� L	 + Q �(��� �� = .�, �Z���� �U _;� � 	 � +
που δ�ινει ���J� � , % 4�
� ilknm5o 9 y q SS�� ��D� T� "
Ηµορφ�η αυτ�η µπορε�ι να�ερθει στην προηγο�υµενη µορφ�η αλλ�α µε κ�αποιο κ�οπο. Το κ�ερδος της ε�υκολης
Λαγκρανζιαν�ης και της ολοκλ�ηρωσης της αντ�ιστοιχης εξ�ισωσης Euler-Lagrange πληρ£ωθηκε τελικ�α µε
µια πιο δ�υσπεπτη απ�αντηση της µορφ�ης �1�U L	 .
Ασυνεχε�ις Λ�υσεις : Ας κρεµ�ασουµε τ£ωρα και �ενα επιπλ�εον β�αρος � � σε κ�αποιο σηµε�ιο της αλυ-

σ�ιδας, �εστω στο σηµε�ιο  ��I 3� . Στην περ�ιπτωση αυτ�η θα πρ�επει να αλλ�αξουµε το � σε � , �w� �U �;& ��L	 .
Εδ£ω αναδεικν�υεται ως σαφ£ως καλ�υτερη πρακτικ�α, η περ�ιπτωση της ολοκλ�ηρωσης ως προς  , �εναντι
αυτ�ης ως προς � . Θα επιχειρ�ησουµε και τις 2 �οµως για να δε�ιξουµε π£ως µπορο�υµε να ξεπερ�ασουµε
ορισµ�ενες δυσκολ�ιες που ανακ�υπτουν. Θα �εχουµε λοιπ�ον απ�ο τη σχ�εση (10):�:� , �w� �U _;� 3�>	l	�����4 ��� �(��$� (11)

η οπο�ια µε µια ολοκλ�ηρωση στο δι�αστηµα
�  3�V;Y��K � 23 3� , ��K � � δ�ιδει�:�@� , � 	#�5K$4�� �(��$�CSSSS T[� 65��� +T[�

9 ��� + "Με �αλλα λ�ογια η παρ�αγωγος της �1���
	 δεξι�α και αριστερ�α απ�ο τη θ�εση  ��� 3� παρουσι�αζει ασυν�εχεια
�ιση µε � �5K$4 . �Οσον αφορ�α στα τµ�ηµατα του ν�ηµατος εκατ�ερωθεν του σηµε�ιου  3� οι εξισ£ωσεις που
περιγρ�αφουν το σχ�ηµα της αλυσ�ιδας ε�ιναι αυτ�ες που βρ�ηκαµε και προηγουµ�ενως αφο�υ στις περιο-
χ�ες αυτ�ες η συν�αρτηση � ε�ιναι 0. Αρκε�ι λοιπ�ον να συνδ�εσουµε δ�υο λ�υσεις της µορφ�ης που βρ�ηκαµε
προηγουµ�ενως επι1�αλλοντας συγκεκριµ�ενη ασυν�εχεια της παραγ£ωγου στην εν λ�ογω θ�εση. Εδ£ω προ-
κ�υπτει �ενα µικρ�ο πρ�ο1ληµα που αφορ�α στη διαφορετικ�η τιµ�η του πολλαπλασιαστ�η Lagrange στις δ�υο
θεωρ�ησεις (µε µετα1λητ�η ολοκλ�ηρωσης το � και το  αντ�ιστοιχα).
Θα χρησιµοπο�ισουµε λοιπ�ον τη γενικ�η λ�υση (8)που βρ�ηκαµε παραπ�ανω προτο�υ επι1�αλλουµε οποι-

εσδ�ηποτε συνοριακ�ες συνθ�ηκες και θα τις κολλ�ησουµε καταλλ�ηλως στο  ��I �� :�1���
	r��� � αρ� , atsZu$ilov���
K�a , q αρ� 	 αν �&�7�-�U 3�]	� δε� , atsZu$ilov���
K�a , q δε� 	 αν �&z7�-�U 3�]	 (12)

µε επιπλ�εον απα�ιτηση η συν�αρτηση να ε�ιναι συνεχ�ης στο  ��� 3� και η παρ�αγωγος της συν�αρτησης στο
εν λ�ογω σηµε�ιο να παρουσι�αζει ασυν�εχεια � �5K$4 . Εδ£ω χρει�αζεται κ�αποια προσοχ�η �οσον αφορ�α στην
τιµ�η του πολλαπλασιαστ�η 4 , αφο�υ �αλλη ε�ιναι η τιµ�η αυτο�υ �οταν ηΛαγκρανζιαν�η ε�ιναι αυτ�η της σχ�εσης
(3) και �αλλη αυτ�η της σχ�εσης (9). �Ετσι απ�ο την ολοκλ�ηρωση της �εκφρασης (9) και τη σ�υγκρισ�η της
µε την �εκφραση του µ�ηκους του ν�ηµατος αριστερ�α απ�ο το σηµε�ιο �-�U 3�>	 συµπερα�ινουµε �οτι 4��f�
��a
δηλαδ�η � � �Ja � ilknm5op�����]K�a , q δε� 	-;Wilknm5op�����]K�a , q αρ� 	 � " (13)

Η γενικ�η περ�ιπτωση ε�ιναι δ�υσκολο να επιλυθε�ι αφο�υ πρ�επει να ικανοποι�ησει κανε�ις ταυτ�οχρονα 6

υπερ1ατικ�ες εξισ£ωσεις (τις συνοριακ�ες συνθ�ηκες για τα �ακρα του ν�ηµατος, το �αλµα στην παρ�αγωγο,
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Σχ�ηµα 1: Η γραφικ�η λ�υση των δ�υο υπερ1ατικ£ων εξισ£ωσεων (14) για την περ�ιπτωση � K5� � � 
 	~�� K5� ��
 	g� � δ�ιδει aG� . " �$� , q � � . " H$H .
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Σχ�ηµα 2: Η µορφ�η του ν�ηµατος µε το κρεµασµ�ενο β�αρος στο κατ£ωτατο σηµε�ιο (βλ. �εκφραση 15).

τη συν�εχεια του ν�ηµατος και το δεσµ�ο για το µ�ηκος των δ�υο κοµµατι£ων του ν�ηµατος). Οι �αγνωστοι
ε�ιναι επ�ισης 6, οι ab2�� αρ� 2�� δε� 23q αρ� 23q δε� 2l��� οι οπο�ιοι προσδιορ�ιζονται απ�ο τις παραπ�ανω εξισ£ωσεις. Ως
παρ�αδειγµα θα λ�υσουµε µια πιο απλ�η περ�ιπτωση που παρουσι�αζει συµµετρ�ια, η  3�M� � K � που οδηγε�ι
στο �οτι ���M�IH και q δε� �f;�q αρ� ��q � οπ�οτε και � δε� �J� αρ� �J� � . Πα�ιζοντας µε τις εξισ£ωσεις καταλ�ηγουµε
�οτι � �� ,/. � ilknm5op�Uq � , 
 K�a�	ilknm5op�Uq � 	 και

� � � � atilknm5op�Uq � 	 " (14)

Η ταυτ�οχρονη επ�ιλυση αυτ£ων, η οπο�ια µπορε�ι να επιτευχθε�ι γραφικ�α ζωγραφ�ιζοντας τις δ�υο καµπ�υ-
λες στο χ£ωρο ab23q � και βρ�ισκοντας την τοµ�η τους, δ�ιδει τις κατ�αλληλες τιµ�ες των ab23q � οπ�οτε�1���
	r� � a��:sZu$ilov���
K�aI;�q � 	-;WsZu$ilov� 
 K�a , q � 	l	 αν ����Ha��:sZu$ilov���
K�a , q � 	-;YsZu$ilov� 
 K�a , q � 	l	 αν ��z�H " (15)

Στα διαγρ�αµµατα που ακολουθο�υν�εχουµε σχεδι�ασει τη γραφικ�η λ�υση για την αριθµητικ�η τιµ�η � K5� � � 
 	g�� K5� ��
 	g� � καθ£ως και το αντ�ιστοιχο σχ�ηµα του ν�ηµατος.
Τελει£ωνοντας θα δε�ιξουµε π£ως µπορο�υµε να ξεπερ�ασουµε µια τεχνικ�η δυσκολ�ια που ανακ�υπτει

κατ�α την αν�αλυση του προ1λ�ηµατος µε το κρεµασµ�ενο β�αρος αν χρησιµοποι�ησουµε την πρ£ωτη Λα-
γκρανζιαν�η (3) µε µετα1λητ�η ολοκλ�ηρωσης την � . Η (4) στην περ�ιπτωση της ασυνεχο�υς λ�υσης δια-
µορφ£ωνεται ακολο�υθως ως�:� , �w� �U _;� 3�>	l	#� = ��? + ,/. ; ��$� A �l�:� , �w� �U M;< 3�]	l	#���C;�4�	D� ?E � ? + ,/. F �JH " (16)
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Σχ�ηµα 3: Τα σχ�ηµατα τεσσ�αρων νηµ�ατων µε µ�ηκος � �/  που αναρτ£ωνται απ�ο τα σηµε�ια �w�I` . , και
στα µ�εσα των οπο�ιων κρεµ�ονται β�αρη µε λ�ογους � K5� � �p	X� ��"¢¡ 2�H "¢¡ 2�H "¢�$¡ 2�H " . �$¡ . �Οσο πιο µεγ�αλο το
κρεµασµ�ενο β�αρος τ�οσο πιο χαµηλ�α φτ�ανει το ν�ηµα.

Ολοκληρ£ωνοντας την παραπ�ανω σχ�εση σε �ενα απειροστ�ο δι�αστηµα
� �-�U 3�]	@;j��K � 2l�-�U 3�>	 , ��K � � που πε-

ριλαµ1�ανει το σηµε�ιο �-�U 3�]	 η συν�αρτηση δ�ελτα εξαφαν�ιζεται στο δεξ�ι µ�ερος εν£ω ε�ιναι το µοναδικ�ο
κοµµ�ατι που συµ1�αλλει στο αριστερ�ο µ�ελος. �Ετσι��£>¤ T[�O¥ 65��� +£>¤ T[�D¥

9 ��� + � �U _;< 3�]	>= ��? + ,/. �$�w� ��£>¤ T[�O¥ 65��� +£>¤ T[�O¥
9 ��� + � ���h;W�-�U 3�]	l	\ �� LK��$�g\ £>¤ T[�D¥

= ��? + ,/. �$� " (17)

Αν και η ολοκλ�ηρωση αυτ�η φα�ινεται να παρουσι�αζει υπολογιστικ�ες δυσκολ�ιες λ�ογω ασυν�εχειας των
παραγ£ωγων �� LK��$�p2��(�5K��$� στο σηµε�ιο �-�U 3�]	 , εντο�υτοις ε�ιναιE ��? + ,/.\ �� LK��$�g\ £>¤ T[�#¥

� .
οπ�οτε η ολοκλ�ηρωση του δ�ελτα �ορου δ�ινει απλ£ως 1. Η παραπ�ανω αν�αλυση θα µπορο�υσε να ε�ιχε απο-
φευχθε�ι παρατηρ£ωντας απλ£ως �οτι

E ��? + ,/. �$�¦�~�� οπ�οτε η ολοκλ�ηρωση ως προς  στο πρ£ωτο ολο-
κλ�ηρωµα της (17) θα γιν�οταν α1�ιαστα. Και µε αυτ�η τη Λαγκρανζιαν�η λοιπ�ον καταλ�ηγουµε σε µια
συνθ�ηκη ασυν�εχειας παραγ£ωγου (µε προφαν£ως συνεχ�η �1���
	 ) :� ��
���]��;�4 � �(��� *SSSS £>¤ T[�O¥ 6£>¤ T[�O¥

9 (18)

�οπου το 4 �εχει εδ£ω διαφορετικ�η τιµ�η απ� �οτι στην (11). Κ�ανοντας πρ�αξεις και χρησιµοποι£ωντας την
τιµ�η 4��J�
��� � που βρ�ηκαµε κατ�α την πρ£ωτη αν�αλυση του προ1λ�ηµατος χωρ�ις επιπλ�εον β�αρος καταλ�η-
γουµε π�αλι στην �ιδια σχ�εση ασυν�εχειας παραγ£ωγου που βρ�ηκαµε και προηγουµ�ενως (14). Μοναδικ�ο
ν�εο στοιχε�ιο στην αν�αλυση µε µετα1λητ�η ολοκλ�ηρωσης την � ε�ιναι �οτι ο πολλαπλασιαστ�ης 4 ε�ιναι και
αυτ�ος ασυνεχ�ης αφο�υ εν γ�ενει � δε�R§�J� αρ� .
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